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INTRODUCTION 


$ 1. La mécanique des machines et ses principales parties 


1°. Le développement des sciences et de la technique moderne est 
indissolublement lié à la fabrication des machines nouvelles, desti- 
nées à rendre le travail de l’homme plus productif et plus facile et à 
lui donner les moyens d’étudier les lois de la nature et la vie humaine. 

Toute machine a pour but de se substituer à l’homme afin de 
diminuer l'effort physique et d'accroître le rendement. Quelquefois 
la machine se substitue à l’homme non seulement dans son travail 
physique mais aussi dans ses fonctions intellectuelles. C'est ainsi 
que les machines à calculer aident l’homme ou le remplacent même 
pour effectuer diverses opérations mathématiques; les machines in- 
formatiques traitent un grand nombre de données que l'homme y 
introduit et fournissent l'information voulue, et ainsi de suite. 
Les machines que l’homme a créées peuvent diriger des processus de 
production et d’autres opérations conformément aux programmes 
établis à l’avance, et parfois même elles assurent automatiquement 
le déroulement des processus permettant d'obtenir le meilleur résul- 
tat possible. 

Enfin, les machines peuvent parfois remplacer certains organes 
de l’homme tels que les bras (mécanismes des manipulateurs, pro- 
thèses), le cœur (« cœur artificiel »), etc. 

La notion de machine comprend donc une large gamme d'objets 
très divers, que l’homme emploie dans l'exercice de ses fonctions 
physiologiques et dans celui de son travail. 

D'une manière générale, on peut dire que la machine est un dis- 
positif que l'homme crée pour découvrir et mettre à profit les lois de la 
nature, pour faciliter son travail physique et intellectuel et le rendre plus 
productif, tout ceci en la substituant, partiellement ou intégralement, à 
son effort ou à un organe. 

On peut donner une définition plus concise: la machine est un 
objet qui produit des mouvements mécaniques visant à transformer de 
l'énergie, de la matière, de l'information. 

2°. Du point de vue de leurs fonctions les machines se répartis- 
sent dans les catégories suivantes : 


a) machines énergétiques ; 

b) machines de travail; 

c) machines informatiques ; 

d) machines cybernétiques. 

La machine énergétique transforme une énergie quelconque en 
énergie mécanique, et inversement. Dans le premier cas c'est une 
machine motrice (ou un moteur), dans le second, une machine généra- 
trice (ou un générateur). 

La machine de travail transforme la matière. On distingue les 
machines de transport et les machines technologiques. 

La machine de transport est une machine de travail dont les capa- 
cités de transformation de matière se réduisent au changement de la 
position de l'objet de travail. 

La machine technologique est une machine de travail qui trans- 
forme la matière en changeant la forme, les propriétés et la position 
du matériau ou de l'objet à travailler. 

La machine informatique traite l'information. On distingue les 
machines de commande et les machines mathématiques. 

La machine de commande est une machine qui, en traitant l’infor- 
mation (les données de contrôle et des mesurages), se sert des résul- 
tats obtenus pour commander une autre machine, énergétique ou de 
travail. 

La machine mathématique transforme l'information mise sous 
une forme mathématique, c'est-à-dire exprimée par des nombres ou 
des algorithmes. 

La machine cybernétique est une machine qui reproduit ou simule 
différents processus mécaniques, physiologiques ou biologiques pro- 
pres à l’homme ou à la nature vivante et qui possède des rudiments 
d'intelligence artificielle. 

Les processus de transformation de l'énergie, de la matière et de 
l'information par la machine se déroulent parfois sans que l'homme 
y participe directement. Les machines qui en sont capables sont dites 
machines automatiques, ou automates. Les automates libèrent l’homme 
du travail proprement dit, mais, en revanche, ils ont généralement 
besoin d'un opérateur, c’est-à-dire d’une personne qui surveille leur 
fonctionnement, qui établit leur programme et qui corrige, s’il y a 
lieu, le travail des mécanismes et des systèmes automatiques. 

Parmi les machines énergétiques, on peut citer les moteurs élec- 
triques, les moteurs à combustion interne, les turbines, etc. Parmi 
les machines de transport on peut citer les locomotives à vapeur et à 
turbine, les véhicules automobiles, les tracteurs, les monte-charge et 
ascenseurs, les transporteurs. 

La classe des machines technologiques est particulièrement riche. 
On y trouve les machines-outils, les machines textiles, les machines 
agricoles, métallurgiques, typographiques, les machines employées en 
industrie alimentaire, etc. 

Avec l'augmentation du rendement des machines et des vitesses 
de mouvement de leurs organes, ainsi que face aux exigences de 
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qualité toujours plus grandes, l’homme a connu des difficultés quasi 
insurmontables dans la commande des machines, dans le contrôle des 
opérations exécutées, dans la mesure des différents paramètres de la 
production, etc. Auparavant, quand les machines étaient plus sim- 
ples, la réaction de l’homme était suffisamment rapide pour qu'il ait 
le temps de changer le régime de marche de la machine aussitôt qu’une 
anomalie venait à se manifester. A l'heure actuelle, les durées étant 
réduites à l'extrême pour bien des opérations d'usinage, les proces- 
sus se déroulant souvent sans aucune pause, le seuil physiologique 
de réaction de l’homme l'empêche d'intervenir directement en cas 
d'anomalie dans le processus de travail. L'homme fut donc amené à 
se munir de moyens artificiels de commande, de contrôle et de mesure. 
Parmi ces moyens, très nombreux dans la technique contemporaine, 
on trouve différents dispositifs et différents systèmes de régulation 
automatique des processus de travail, des appareils qui contrôlent 
et mesurent les paramètres de ces processus, etc. Il y a des cas où l’on 
installe toute une machine destinée spécialement à commander et à 
controler les opérations. Par exemple dans la production des segments 
de pistons, des axes de pistons, des billes pour roulements et de 
nombreux autres articles, on a créé des machines automatiques de 
contrôle qui non seulement mesurent les pièces mais aussi effectuent 
leur triage suivant les dimensions et suivant d’autres paramètres. 
Dans les lignes transferts, on incorpore actuellement diverses machi- 
nes et appareils de contrôle et de mesure, destinés non seulement à 
contrôler la production mais aussi à la commander, à la visualiser et 
à corriger le processus de façon automatique sans interrompre le 
fonctionnement des lignes et systèmes automatiques. Les machines 
de cette catégorie sont dites contrôleurs automatiques. 

On emploie un grand nombre de machines logiques, quicommandent 
et contrôlent les processus et qui se substituent à l’homme dans son 
travail intellectuel : ce sont les calculatrices numériques et analogi- 
ques, les machines informatiques, etc. 

Une classe de machines en plein essor à l’époque actuelle est 
celle des machines cybernétiques, douées de certaines fonctions physio- 
logiques humaines. On peut citer notamment des machines qui peu- 
vent identifier certaines images, par exemple les lettres (pour ainsi 
dire, elles « savent lire »); des machines qui reproduisent la parole 
humaine d'après les spectres acoustiques donnés ; des machines qui 
effectuent des mouvements en obéissant à la parole; des machines 
qui assument les fonctions d’un organe de l'organisme humain 
(le cœur, le rein, les mains, les jambes) au cours des expériences 
biologiques ou médicales, pendant la durée des interventions chirur- 
gicales, ou encore dans les cas où l’homme souffre d’une déficience 
organique quelconque. 

Nous venons d'assister, enfin, à la naissance des machines cyber- 
nétiques qui effectuent les mouvements demandés en obéissant à un 
système de commande approprié construit à l’aide d’une calculatrice 
électronique, de courants biologiques, de servo-commandes spéciales, 
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et ainsi de suite. Ce sont les opérateurs automatiques, les robots, les 
manipulateurs, les machines qui marchent, qui rampent, etc. Leur 
caractéristique commune réside en ce que leurs organes de travail 
reproduisent les mouvements mécaniques propres aux organes de 
l’homme ou d’un animal. Ainsi, le robot est doté d’un « bras » avec 
lequel il exécute l'opération prescrite. La machine marchante a des 
« jambes » qui lui permettent de simuler avec plus ou moins d’authen- 
ticité les mouvements des animaux ou des insectes. Les machines ram- 
pantes font penser à une chenille, à un serpent, etc. Surtout les machi- 
nes cybernétiques sont « sensibilisées », c'est-à-dire dotées d'un 
sens tactile grâce à des capteurs spéciaux, de la vue artificielle par 
télévision, etc. Associés à des machines de commande, les robots, 
manipulateurs, machines marchantes, etc., se voient pourvus de 
ce qu'on peut appeler «intelligence artificielle », si bien qu'ils 
peuvent, en accomplissant le programme introduit dans leur système 
de commande, effectuer des opérations technologiques déterminées par 
la situation : par exemple, au cours de l'assemblage d’un bloc méca- 
nique ils choisissent l'élément nécessaire d'après sa forme, sa cou- 
leur, ses particularités géométriques, etc.; ils peuvent se déplacer 
sur des surfaces variées en contournant ou en enjambant les obstacles 
qu'ils rencontrent, et ainsi de suite. 

3°. Les progrès actuels de la science et de la technique intensi- 
fient l'utilisation des systèmes de machines à action automatique. 
Plusieurs machines automatiques associées en vue d'exécuter une 
opération quelconque s’appellent chaîne ou ligne transfert. 

Dans les systèmes complexes de machines, on rencontre des machi- 
nes appartenant à des classes différentes. Ainsi, parmi les machines 
des chaînes de transfert on trouve de nos jours des machines énergéti- 
ques se présentant sous forme de systèmes d'entraînement électriques ; 
des machines de transport sous forme de rotors ou de transporteurs, 
qui réalisent le transfert de la pièce à travailler; des machines tech- 
nologiques qui modifient la forme, la composition ou la structure 
de l’objet du travail; des contrôleurs automatiques qui surveillent 
la qualité et les dimensions des produits, ainsi que le régime de 
marche des moteurs et des outils; enfin des machines logiques qui 
enregistrent la quantité de la production. Dans certains systèmes 
complexes les fonctions de contrôle et de commande, ainsi que les 
fonctions logiques, ne sont pas confiées à une machine mais à des 
appareils et des systèmes spéciaux intégrés dans le système général. 
C’est ainsi que la machine à meuler automatique, qui est une machine 
technologique, comprend un dispositif d'entraînement électrique, 
qui se rapporte à la classe des machines énergétiques, et un dispositif 
qui rattrape automatiquement l'usure de la meule. La fraiseuse 
automatique, machine technologique en elle-même, comporte un 
dispositif d'entraînement électrique (machine énergétique), un systè- 
me de contrôle dimensionnel précis et, enfin, une unité de traitement 
d’information se présentant sous la forme d'une commande numérique 
qui corrige le processus d'usinage. Même des systèmes aussi simples 
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qu'une machine à vapeur sont pourvus d'éléments de commande et 
de régulation automatique, par exemple d’un régulateur centrifuge 
des tours. 

Un complexe de machines réunissant un moteur, des mécanismes 
de transmission et une machine de travail et complété éventuellement 
par un contrôleur automatique et une calculatrice, est désigné par le 
terme de groupe-machine. 

4°. Pour créer une machine, l’homme doit mettre en œuvre les 
dernières réalisations des mathématiques, de la physique, de la chi- 
mie, de l’électrotechnique et de l’électronique. Les dispositifs qui 
font fonctionner les machines et assurent l'exécution des divers mou- 
vements par les organes des machines sont fondés sur des principes 
très variés tant pour la production des mouvements, la production 
du travail ainsi que la transformation d'énergie. Les machines les 
plus perfectionnées, sophistiquées et fort complexes, réunissent 
généralement un grand nombre de dispositifs dont le fonctionnement 
est fondé sur des principes de mécanique, de physique de la chaleur, 
d'électricité et d'électronique. 

La science qui étudie les machines mécaniques du point de vue 
des lois de mouvement de leurs organes et des forces auxquelles ils 
sont soumis porte le nom de Mécanique des machines. 

5°. Un système de corps destiné à transformer le mouvement d'un 
ou de plusieurs corps en des mouvements déterminés d’autres corps 
est appelé mécanisme. Les mécanismes qu’on voit dans une machine 
sont extrêmement variés. Certains d'eux ne comportent que des 
corps solides. D’autres incluent aussi comme parties intégrantes 
des corps fluides, des dispositifs électriques, magnétiques et autres. 
Les mécanismes de cette espèce sont appelés respectivement hydrau- 
liques, pneumatiques, électriques, etc. Du point de vue de la fonction 
désignée les mécanismes des machines se divisent généralement en : 

a) mécanismes des moteurs et des convertisseurs ; 

b) mécanismes de transmission ; 

c) mécanismes exécutifs ; 

d) mécanismes de commande, de contrôle et de régulation; 

e) mécanismes d'avance, de transport, d'alimentation et de 
triage des milieux et objets de travail; 

f) mécanismes automatiques de comptage, de pesage et de condi- 
tionnement des produits finis. 

Les mécanismes des moteurs transforment différentes formes d'éner- 
gie en travail mécanique. Les mécanismes des convertisseurs (généra- 
teurs) transforment le travail mécanique en d’autres formes d'énergie. 
Parmi les premiers, signalons les mécanismes des moteurs à combus- 
tion interne, des machines à vapeur, des moteurs électriques, des 
turbines, etc. Aux mécanismes des convertisseurs se rattachent les 
mécanismes des pompes, des compresseurs, des commandes hydrauli- 
ques, etc. 

Les mécanismes de transmission (systèmes d’entraînement) ont 
pour but de transmettre le mouvement du moteur à la machine tech- 
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nologique ou aux mécanismes exécutifs. Etant donné que l'arbre 
du moteur tourne généralement plus vite que l’arbre d’attaque de la 
machine technologique, les mécanismes de transmission doivent 
démultiplier le nombre de tours par minute de l’arbre du moteur 
jusqu’à le réduire au nombre de tours de l’arbre d'attaque de la 
machine technologique. 

Par mécanismes exécutifs on entend les mécanismes qui agissent 
directement sur le milieu ou sur l'objet du travail. Ils changent 
la forme, l’état, la position et les propriétés du milieu ou de l’objet. 
Parmi les mécanismes exécutifs on peut citer notamment les méca- 
nismes des presses travaillant par déformation ; les mécanismes des 
tamis employés dans les nettoyeurs électriques de graines, qui sépa- 
rent le milieu en graines et balles; les mécanismes des machines- 
outils qui modifient la forme de la pièce de métal par enlèvement du 
copeau de manière à obtenir en définitive le profil prescrit ; les méca- 
nismes de laminage des lingots sur les bloomings, etc. 

Les mécanismes de commande, de contrôle et de régulation compren- 
nent divers mécanismes servant à contrôler les dimensions des articles 
à usiner; on peut citer les palpeurs mécaniques qui, placés en aval 
de la fraise engendrant une surface incurvée, signalent les écarts 
de la fraise par rapport au programme de coupe préétabli; les régu- 
lateurs qui, réagissant à toute variation de vitesse angulaire de l’ar- 
bre d'attaque de la machine, maintiennent la vitesse normale de 
cet arbre; le mécanisme assurant l’écartement constant entre les 
cylindres d’un laminoir, etc. On range aussi dans cette catégorie 
les mécanismes de mesure qui contrôlent les dimensions, les pres- 
sions, les niveaux de liquides, etc. 

Pour donner quelques exemples de mécanismes d'avance, de trans- 
port, d'alimentation et de triage des milieux et objets à travailler, 
citons les vis d'alimentation; les transtraîneurs et les élévateurs à 
godets pour le transport et l’amenée des matériaux pulvérulents ; les 
trémies d'alimentation pièce par pièce ; les mécanismes d’amenage 
de la barre employés dans les machines à refouler automatiques; 
les mécanismes de triage des produits finis suivant les dimensions, 
le poids et la configuration, etc. 

Les mécanismes automatiques de comptage, de pesage et de condi- 
lionnement des produits finis sont employés sur un grand nombre de 
machines, notamment sur celles qui sont destinées à la production en 
masse de menues pièces. Ï1 est à noter que les mécanismes de compta- 
ge, de pesage et de conditionnement peuvent aussi remplir les fonc- 
tions de mécanismes exécutifs quand ils font partie d’une machine 
spécialement destinée à faire les opérations indiquées. 

Par exemple, dans les paqueteurs à thé les mécanismes de pesage 
et de conditionnement sont les mécanismes exécutifs. L'industrie des 
roulements à billes emploie des machines spéciales dans lesquelles 
les mécanismes de conditionnement des roulements complets font 
office de mécanismes exécutifs, etc. 
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Malgré la différence entre les fonctions de divers mécanismes. leur 
structure, cinématique et dynamique présentent beaucoup de traits 
communs. | 

Par exemple, le mécanisme du moteur à piston, le mécanisme 
de la presse à excentrique et le mécanisme d'entraînement de lame 
de la faucheuse sont fondés sur le même principe du mécanisme du 
coulisseau et de la manivelle. Le mécanisme d'entraînement d'outil 
de la raboteuse et le mécanisme de la pompe rotative utilisent le 
même principe du mécanisme à coulisse. Le mécanisme du réducteur 
d'hélice de l’avion transmettant la rotation du moteur à l’hélice et 
le mécanisme du différentiel d’un véhicule automobile sont deux 
mécanismes à engrenages, etc. 

Aussi est-il possible, en étudiant les mécanismes de destination 
diverse, d'appliquer des méthodes générales fondées sur les princi- 
pes fondamentaux de la mécanique moderne. La mécanique englobe 
généralement la statique, la cinématique et la dynamique des corps 
absolument rigides aussi bien que des corps élastiques. En étudiant 
les machines et les mécanismes, nous pouvons le plus souvent consi- 
dérer les corps solides formant un mécanisme comme étant d’une 
rigidité parfaite, étant donné que les déplacements provoqués par 
les déformations élastiques des corps sont faibles comparés aux dé- 
placements subis par les corps eux-mêmes et par leurs points isolés. 
Si nous admettons que les mécanismes ne comprennent que des corps 
solides, l’analyse cinématique et dynamique n'exigera que la con- 
naissance des méthodes de mecanique théorique (mécanique générale). 
Par contre, pour analyser les propriétés cinématiques et dynamiques 
d’un mécanisme en tenant compte de l’élasticité de ses éléments, on 
doit ajouter aux méthodes de la mécanique générale celles qui relè- 
vent de la résistance des matériaux, de la théorie de l'élasticité et 
de la théorie des oscillations. S’il y a dans le mécanisme des corps 
liquides ou gazeux, l'analyse cinématique et dynamique doit com- 
porter des éléments de la mécanique des fluides. 

6°. La mécanique des machines est une science qui comprend deux 
disciplines. La première est la « théorie des mécanismes », la seconde, 
la « théorie des machines ». 

La théorie des mécanismes étudie les propriétés des différents 
mécanismes usuels employés dans les machines, les appareils et les 
dispositifs les plus variés. 

On y étudie la théorie générale de la formation des mécanismes 
en tant que collections de corps associés susceptibles de produire 
différents mouvements. Les caractéristiques cinématiques et dynami- 
ques des mécanismes y sont considérées en fonction de leurs 
paramètres géométriques et des forces sollicitant les mécanis- 
mes. 

La théorie des machines s’attache à considérer l’ensemble des 
mécanismes associés formant la machine. Cet ensemble peut être 
une machine isolée, un groupe-machine, ou, enfin, un complexe de 
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machines à action automatique. 
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On y étudie également les problèmes de la théorie structurale des 
machines en corrélation avec les projets des schémas de principe des 
machines susceptibles d'assurer la productivité maximale de la 
machine dans les conditions optimales d'utilisation. 

Ensuite, la théorie des machines comprend les problèmes de la 
commande automatique et de la régulation automatique des machines 
et des groupes-machines. 

Il est d'usage d'inclure aussi dans la théorie des machines les 
problèmes de la théorie des oscillations élastiques survenant dans les 
machines. On y étudie les oscillations élastiques des corps mobiles 
constituant les mécanismes et les machines, les oscillations des 
appuis et des fondations des machines, ainsi que les méthodes de 
localisation des oscillations et des bruits nuisibles. 

La théorie des mécanismes constitue le chapitre préliminaire 
de la mécanique des machines, car l’étude des propriétés des méca- 
nismes isolés ou de groupes de mécanismes est nécessaire pour passer 
à l'étude des ensembles de mécanismes formant la machine, donc à 
l'étude des machines. 

Le manuel proposé expose la théorie des mécanismes et les élé- 
ments de théorie des machines automatiques en donnant les notions 
indispensables aux étudiants s’initiant à la Mécanique et à la Cons- 
truction mécanique. 

La théorie des mécanismes et des machines est la première dis- 
cipline qui initie les étudiants à l’ensemble des cours généraux et 
spéciaux. Elle vise à initier l'étudiant aux cours consacrés aux élé- 
ments de machines, à la technologie des fabrications mécaniques, 
au Calcul et aux projets de machines suivant la spécialité choisie par 
l'étudiant. Conjointement avec les cours de Mécanique théorique, 
de Résistance des matériaux et d'Eléments de machines, la Théorie 
des mécanismes et des machines forme un cycle de disciplines appelé 
à assurer la formation générale de futurs ingénieurs. 


$ 2. Notions et définitions fondamentales 


1°. La théorie des mécanismes est la science qui étudie la structure, 
la cinématique et la dynamique des mécanismes en liaison avec leur ana- 
lyse et leur synthèse. 

Les problèmes se rapportant à la théorie des mécanismes peuvent 
être divisés en deux groupes. Le premier groupe de problèmes est 
consacré à l’étude des caractéristiques structurales, cinématiques et 
dynamiques des mécanismes: c’est l’analyse des mécanismes. 

Le second groupe de problèmes concerne l’établissement des pro- 
jets de mécanismes possédant des caractéristiques structurales, cinéma- 
tiques et dynamiques données et susceptibles de produire des mou- 
vements donnés: c’est la synthèse des mécanismes. 

Le mouvement des mécanismes dépend de leur structure et des 
forces qui les sollicitent. Aussi sommes-nous fondés, en exposant 
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la théorie des mécanismes, de diviser les problèmes d'analyse en 
deux parties: 

a) l'analyse structurale et cinématique ; 

b) l'analyse dynamique. 

L'analyse structurale et l'analyse cinématique des mécanismes 
ont pour objet une étude purement géométrique de l'organisation 
de principe des mécanismes et des mouvements des corps qui forment 
ces mécanismes, abstraction faite des forces produisant le mouve- 
ment des corps. 

L'analyse dynamique des mécanismes a pour objet l’étude des 
méthodes de détermination des forces qui agissent sur les corps for- 
mant le mécanisme au cours du mouvement de ces corps, ainsi que 
les relations qui existent entre les mouvements des corps, les forces 
sollicitant les corps, et les masses des corps. 

Il est commode d'exposer les problèmes de synthèse des mécanis- 
mes en fonction du type du mécanisme en question : de cette façon, 
le problème de synthèse se réduit à établir le projet d'un mécanisme 
ayant une structure choisie à l’avance, en partant des conditions 
cinématiques et dynamiques données. 

Le présent cours de Théorie des mécanismes et des machines se 
divise donc en quatre parties: 

a) analyse structurale et analyse cinématique des mécanismes : 

b) analyse dynamique des mécanismes ; 

c) synthèse des mécanismes ; 

d) éléments de théorie des machines automatiques. 

20. Tout mécanisme se compose de pièces ou corps isolés. Dans 
les mécanismes du type stationnaire certaines pièces sont fixes, les 
autres se déplacent par rapport aux pièces fixes. Dans les mécanismes 
du type fixe, par exemple, dans un moteur d'avion ou d'automobile, 
on convient de considérer comme pièces fixes celles qui sont rigide- 
ment liées au corps de l’avion ou de l'automobile. Conformément 
à ce principe, dans un moteur à excentrique sont toujours considérés 
comme pièces fixes le bâti du moteur, le palier de l'arbre de comman- 
de principal, etc. ; comme pièces mobiles, l’arbre de commande prin- 
cipal, les pistons, les tiroirs ou soupapes, etc. Chaque pièce mobile 
isolée ou chaque groupe de pièces formant un système mobile rigide 
est appelé élément mobile du mécanisme. C'est ainsi que la bielle du 
moteur est un élément mobile bien qu'elle puisse comporter plu- 
sieurs pièces constitutives : corps de bielle, couvercles, paliers, bou- 
lons serrant les couvercles, etc. Il s’agit néanmoins d’une pièce 
mobile unique, car toutes les pièces formant la bielle, étant associées, 
constituent un système rigide dans lequel les corps n’ont aucune liber- 
té de mouvement les uns par rapport aux autres. Il arrive parfois 
que les pièces formant un élément ne soient pas rigidement liées 
entre elles (par exemple la bande du transporteur et les pièces qu'elle 
transporte) : on les considère alors comme formant une seule pièce, 
en se fondant sur l'absence de mouvement relatif et, partant, sur la 
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possibilité de faire intervenir entre elles une liaison rigide sans que 
la cinématique du système s’en trouve changée. 

Toutes les pièces fixes forment un système rigide et immobile 
appelé élément fire ou bâti. C'est ainsi que, par exemple, le corps 
du moteur, les paliers de l’arbre de commande principal, etc. forment 
ensemble l'élément fixe. ou le bâti. 


Sur n'importe quel mécanisme on remarque donc un élément fixe 
et un ou plusieurs éléments mobiles. 

Par conséquent. il est possible de considérer le mécanisme comme 
un ensemble d’éléments fixes et mobiles. Les éléments mobiles se 
réunissent entre eux ou avec l’élément fixe de telle façon qu’il y ait 
toujours possibilité de mouvement d’un élément par rapport à l’autre. 

L'assemblage de deux éléments se trouvant en contact permanent 
et susceptibles d'un mouvement relatif est appelé couple cinématique. 

Le contact d'un élément avec un autre est réalisé par une surface, 
une ligne, un point appartenant à l’élément : nous les appellerons 
parties de l'élément. 

Un système lié d'éléments qui forment entre eux des couples ciné- 
matiques est dit chaîne cinématique. Par exemple, le vilebrequin 
d’un moteur forme un couple cinématique avec le palier fixe. La 
bielle forme un deuxième couple cinématique avec le vilebrequin, le 
piston un troisième avec la bielle, le cylindre un quatrième avec le 
piston, tandis que l’ensemble de ces couples cinématiques constitue 
la chaîne cinématique. Il s'ensuit qu’à la base de tout mécanisme il 
y a une chaîne cinématique. Or, toute chaîne cinématique n'est pas 
nécessairement un mécanisme. Tout mécanisme a pour fonction de 
réaliser certains mouvements connus à l’avance et obéissant à une 
certaine loi. Donc, pour que la chaîne cinématique soit un méca- 
nisme, il faut que les mouvements produits par ses éléments soient 


rationnels et qu'ils répondent aux nécessités pratiques auxquelles le 
mécanisme est destiné. 


PREMIÈRE PARTIE 


ANALYSE STRUCTURALE ET CINÉMATIQUE 
DES MÉCANISMES 


PREMIÈRE SECTION 


ANALYSE STRUCTURALE ET CLASSIFICATION 
DES MÉCANISMES 


CHAPITRE PREMIER 
COUPLES CINEMATIQUES ET CHAINES CINÉMATIQUES 


$ 3. Couples cinématiques et leur classification 


1°. Un couple cinématique est un assemblage mobile de deux éléments 
en contact. 

On peut réunir les éléments en couples cinématiques d’une multi- 
tude de façons. La figure 1.1 montre, par exemple, un couple ciné- 
matique dit de rotation, dans lequel l'assemblage des éléments À et B 
est réalisé par deux cylindres se trouvant en contact permanent. 
Les collets du cylindre intérieur empêchent le déplacement d’un 
cylindre par rapport à l’autre suivant l’axe x — x mais ne s'opposent 
pas à la rotation d’un cylindre par rapport à l’autre. 

La figure 1.2 montre le mode d'assemblage des éléments, qui 
limite le mouvement relatif des deux éléments À et B. Ce couple 
cinématique permet le roulement relatif, le glissement et la rotation. 

Ainsi donc. le mouvement relatif de chaque élément d’un couple 
cinématique est assujetti à certaines restrictions qui dépendent du 
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Fig. 1.1 Couple cinématique de rota- Fig. 1.2. Couple cinématique sous forme 
tion. de deux surfaces cylindriques en con- 
tact. 
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mode d'assemblage des éléments du cou- 
ple. Ces restrictions imposées aux couples 
cinématiques seront dites conditions de 
liaison. 

20. Examinons maintenant les modes 
de liaisons qu'on peut imposer aux mou- 
vements relatifs des éléments d’un couple 
cinématique. 

Il est notoire que dans le cas général 
Fig. 1.3. Pour la détermina- ne Corps absolument rigide mobile dans 
tion de la position d'un l'espace (fig. 1.3), dont la position est 

corps dans l'espace. déterminée par trois points quelconques 

A, Bet C choisis arbitrairement, possède 
six degrés de liberté. En effet, la position d’un corps solide dans l’es- 
pace est déterminée par les coordonnées de ses trois points 4, Bet C, 
c'est-à-dire par neuf coordonnées: (zx, Ya: ZA): (Tps Yp: Z8B) et 
(Ze: Yc+ Zzc)- Ces coordonnées sont liées entre elles par trois condi- 
tions de constance des distances: AB, BC, CA. Donc les paramètres 
définissant la position d’un corps solide dans l’espace sont au nombre 
de six : le corps possède six degrés de liberté. On peut toujours repré- 
senter le mouvement d’un tel corps comme la rotation autour de 
trois axes arbitraires réciproquement perpendiculaires x, y et z et 
le glissement le long de ces axes. Donc, dans le cas général, un corps 
solide placé dans l’espace est libre d'effectuer six mouvements indé- 
pendants : trois rotations autour des axes x, y, z et trois translations 
suivant les mêmes axes. Il s'ensuit que si le mouvement du premier 
élément du couple cinématique, considéré comme un corps absolu- 
ment rigide, n'était assujetti à aucune condition de liaison, on 
pourrait représenter le mouvement de cet élément comme constitue 
par six mouvements ci-dessus mentionnés par rapport à un système 
de coordonnées choisi zyz lié au second élément. Comme on l’a déjà 
dit. lorsqu'un élément constitue un couple cinématique avec un 
autre, les mouvements relatifs de ces éléments sont assujettis à cer- 
taines conditions de liaison. Il est évident que le nombre de ces 
conditions de liaison doit être entier et toujours inférieur à six, car, 
déjà avec six conditions de liaison, les éléments perdent leur mobilité 
relative, et le couple cinématique devient un assemblage rigide de 
deux éléments. Tout pareillement, le nombre de conditions de liai- 
son ne peut être inférieur à un, car si le nombre de conditions de 
liaison est égal à zéro, les éléments ne sont plus en contact, 
et le couple cinématique cesse donc d’exister; on a alors deux 
corps qui se déplacent dans l'espace indépendamment l’un de 
l’autre. 

On voit donc que le nombre de conditions de liaison S imposées 
au mouvement relatif de chaque élément du couple cinématique ne 
peut varier que de 1 à 5, en sorte que 


1L<S<S5. 
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Par conséquent, le nombre de degrés de liberté H d’un élément du 
couple cinématique animé d’un mouvement relatif peut être exprimé 
par la relation 


H=6—S. (1.1) 


De l'égalité (1.1) il suit que le nombre de degrés de liberté d’un élé- 
ment du couple cinématique en mouvement relatif peut varier 
aussi de 1 à ». 

3°. Les liaisons imposées au mouvement relatif d’un élément du 
couple cinématique limitent ceux des mouvements relatifs possibles 
que les éléments possèdent en état libre. A la suite de ces restrictions, 
certains des six mouvements relatifs possibles de l'élément devien- 
nent. pour lui, liés. Par exemple, en choisissant judicieusement les 
parties en contact des éléments, on peut éliminer la possibilité de 
l’une des rotations autour d’un axe quelconque, ou de l’une des trans- 
lations suivant un axe quelconque, ou encore à la fois d’une rotation 
et d’une translation, etc. 

Les autres mouvements qui restent possibles peuvent être ou bien 
indépendants les uns des autres, ou bien liés les uns aux autres par 
des conditions géométriques quelconques établissant entre les mou- 
vements une liaison fonctionnelle. Par exemple, dans un couple 
cinématique vis-écrou (couple hélicoïdal) la rotation de la vis autour 
de son axe entraîne sa translation, ces deux mouvements étant liés 
par une certaine relation analytique. 

Les mouvements possibles qui restent indépendants déterminent 
le nombre de degrés de liberté des éléments du couple cinématique 
dans leur mouvement relatif. 

Si aucune relation fonctionnelle n'existe entre les mouvements 
élémentaires de l’élément dirigés autour des axes de coordonnées x. 
y, z et le long de ces axes (fig. 1.3), cet élément est susceptible de 
1 à 5 mouvements élémentaires, en fonction du mode de liaisons 
imposées à son mouvement par rapport à l’autre élément du couple 
cinématique. Le nombre de mouvements élémentaires peut s'avérer 
supérieur à celui des degrés de liberté s’il existe entre les mouvements 
élémentaires des relations fonctionnelles jouant le rôle de conditions 
de liaison supplémentaires, comme c’est le cas du couple héli- 
coïdal. 

4°, Considérons d’abord les différents couples cinématiques pour 
lesquels les mouvements élémentaires possibles isolés de leurs élé- 
ments n'ont entre eux aucune relation fonctionnelle. Pour ces couples 
le nombre de conditions de liaison imposées au mouvement relatif 
des éléments est égal au nombre des mouvements élémentaires élimi- 
nés. 

Tous les couples cinématiques sont divisés en classes en fonction 
du nombre de conditions de liaison qu'ils imposent au mouvement 
relatif de leurs éléments. Comme le nombre de conditions de liaison 
varie de 1 à 5, on a cinq classes de couples; il y a donc des couples 
cinématiques de classe I, II, III, IV et V. On détermine aisément la 
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Fig. 1.4. Couple cinématique quin- Fig. 1.5. Couple cinématique qua- 
quamobile. drimobile. 


classe d’un couple cinématique en partant de la relation (1.1): 
S—6—H (1.2) 


De l’égalité (1.2) il découle que le nombre de conditions de liaison 
S imposées par le couple cinématique est toujours égal à la diffé- 
rence entre le nombre six et le nombre de degrés de liberté que possède 
chaque élément du couple dans son mouvement relatif. Or, comme 
il a été montré ci-dessus, dans les couples considérés le nombre 
de degrés de liberté est égal à celui des mouvements élémentaires pos- 
sibles. Si l’on compte donc le nombre de mouvements élémentaires 
possibles de l'élément d’un couple cinématique en mouvement relatif 
et si on retranche de six le nombre obtenu. on obtient le nombre 
de liaisons imposées par le couple cinématique donné au mouvement 
relatif de ses éléments; c'est aussi la classe du couple. Considérons 
quelques exemples. 

5°. La figure 1.4 montre un couple cinématique qui représente 
une sphère À animée d’un roulement avec glissement sur un plan B. 
Le mouvement de la sphère par rapport au plan peut être décomposé 
en trois rotationsautour des axes x, y, zet un glissement sur le plan P. 
Ce dernier mouvement se décompose à son tour en deux glissements 
suivant les axes x et y. Le glissement de la sphère le long de l’axe 
vertical z est impossible, parce que ce mouvement est interdit par 
le plan B. tandis que le mouvement dans l'autre sens romprait le 
contact entre les éléments et le couple cinématique cesserait d'exister. 
De cette façon, on peut représenter le mouvement de la sphère comme 
la rotation autour de trois axes et le glissement le long de deux 
axes ; il y a donc cinq mouvements élémentaires de la sphère. Dans 
ce cas il y a cinq degrés de liberté des éléments du couple cinéma- 
tique, et le nombre de conditions de liaison est égal à 


S=6—H—=6—5— 1. 
Aussi le couple de la figure 1.4 doit-il être rapporté aux couples de 
classe Ï (couple quinquamobile). 


.… La figure 1.5 montre un couple de classe 11 constitué par un cylin- 
dre À posé sur un plan B. Le mouvement du cylindre À par rapport 


18 


Fig. 1.6. Couple cinématique sphéri- Fig. 1.7. Couple cinématique cylin- 
que trimobile. drique bimobile. 


au plan B, ou vice versa, se réduit à la rotation autour des axes z et z 
et au glissement suivant les axes x ct y. Le nombre de mouvements 
élémentaires du cylindre est donc égal à quatre, c.-à-d. le nombre de 
degrés de liberté H de l’élément du couple cinématique est égal à 
quatre. Par conséquent, le nombre de conditions de liaison S est 
égal à 
S—6—H—-6—4— 2. 

Ainsi, le couple cinématique donné doit être rapporté aux couples de 
classe II (couple quadrimobile). 

La figure 1.6 montre un couple de classe III. L'élément À porte 
à son extrémité une sphère qui s'engage dans le logement sphérique 
de l’élément B. Le mouvement de l’élément À par rapport à l’éle- 
ment B, ou vice versa, se réduit à la rotation autour des axes x, y 
et z. Par conséquent, le nombre de degrés de liberté Æ de l’élément 
de ce couple cinématique est égal à trois. Le nombre de conditions 
de liaison S est égal à 


S=6—-H—=-6—3—3, 


ce qui veut dire que le couple en question se rapporte à la classe III 
(couple trimobile) ; ce couple est dit rotule. 

Le couple représenté sur la fig. 1.7 est celui de classe IV. Un cylin- 
dre À est placé dans un cylindre creux B. Le mouvement du cylindre 
À par rapport au cylindre B se réduit à la rotation autour de l’axe x 
et au glissement le long de ce même axe. Il y a deux degrés de liber- 
té, H — 2. Le nombre de conditions de liaison S est égal à 


S=6—-H=6—2—= 4. 


Ce couple doit donc se rapporter aux couples de classe IV (couple 
bimobile) ; ce couple est dit couple cylindrique. 

La figure 1.1 montre un couple cinématique de classe V, dont cha- 
que élément ne peut effectuer qu’un seul mouvement élémentaire, 
à savoir : tourner autour de l'axe x — x. Aussi le nombre de degrés de 
liberté À de ce couple est-il égal à 1 ; par conséquent, le nombre de 
conditions de liaison de ce couple cinématique est égal à 


S—=6—H=6—1—S5. 
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Ce couple doit donc être rapporté aux 
couples de classe V (couple unimobile). 


Le Le couple de cette espèce est dit couple de 
7 rotation. | 

À La figure 1.8 montre un couple ciné- 
ZT matique de classe V, donc chaque élé- 
T ment ne peut effectuer qu’un seul mouve- 
Fig. 1.8. Couple cinématique Ment élémentaire, à savoir: se déplacer 

de translation unimobile de en translation le long de l'axe x. 
classe V de seconde espèce. Aussi le nombre de degrés de liberté 


H de ce couple est-il égal à 1 ; le nombre 
de conditions de liaison $ de ce couple cinématique est égal à 


S—6—-H—-6—1—-5. 


Ce couple doit donc être rapporté aux couples de classe V (couple 
unimobile). Un couple de cette espèce est dit couple de transla- 
lion. 

Tout couple cinématique se rapporte donc à une des cinq classes, 
en fonction du nombre de conditions de liaison qu'il impose au mou- 
vement relatif de ses éléments. 

Notons que lorsqu'on examine les mouvements possibles des élé- 
ments de couples dans leur mouvement relatif, il ne faut pas oublier 
que ces mouvements doivent être considérés comme étant possibles 
à l'instant donné. 

6°. Les couples cinématiques examinés ci-dessus se rapportent 
aux couples dans lesquels les mouvements possibles instantanés de 
leurs éléments ne dépendent pas les uns des autres. Or, on rencontre 
en technique des couples cinématiques dans lesquels les mouvements 
relatifs des éléments sont liés par une relation géométrique supplé- 
mentaire quelconque. A titre d'exemple, examinons un couple utilisé 
fréquemment dans les mécanismes. Admettons que les mouvements 
de rotation et de translation relatifs des éléments du couple de clas- 
se IV, montré sur la fig. 1.9, soient liés par la condition qui veut 
qu’à l'angle de rotation q donné d’un élément par rapport à l’autre 
autour de l'axe zx — x corresponde une translation » le long de ce 
même axe. Dans ce cas, bien que les éléments du couple soient libres 
tant en translation qu’en rotation, ces mouvements sont liés par la 
condition 


h= h (ç) (1.3) 


si bien qu’on a encore une liaison sup- 
plémentaire imposée au mouvement re- 
latif des éléments du couple, liaison 
exprimée par la relation (1.3). Ce cou- 
ple doit donc être rapporté non pas 
aux couples de classe IV, mais à ceux 
de classe V. Les couples pareils sont 
fréquemment utilisés en technique. Ils Fig. 4.9. Couple hélicoïdal. 
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sont dits couples hélicoïdaur, appelés 
ainsi en raison du caractère hélicoïdal 
du mouvement relatif des éléments. 
Le couple hélicoïdal se compose de 
deux éléments À et B (fig. 1.9). Le cy- 
lindre B porte un filetage mâle b ; l’élé- 
ment À est muni d'un filetage corres- 
pondant femelle a, ou taraudage. Lors- 
que l'élément À tourne par rapport à 
l’élément B ou que l'élément B tourne Fig. 1.10. Ligne hélicoïdale et 
par rapport à À, l'élément mobile se son développement sur le plan. 
déplace suivant l'axe x — zx. Il est 
clair qu’à toute rotation de l’un des éléments d’un angle q correspond 
une translation h le long de l’axe x — zx liée à cette rotation, c'est-à- 
dire que le mouvement de rotation de l'élément est lié d’une certaine 
façon à son mouvement de translation. La liaison se détermine sans 
peine. À cet effet, considérons la ligne hélicoïdale appartenant à une 
partie quelconque de l’un des éléments du couple. Admettons que 
cette ligne appartient au cylindre B de rayon r (fig. 1.10). Dévelop- 
pons la surface du cylindre À sur un plan; on obtient alors, au lieu 
de la ligne hélicoïdale, une ligne droite inclinée d’un angle B sur 
l'horizontale. L'angle B est dit angle d’inclinaison du filet. Si l’on 
tourne l'élément B (fig. 1.9) d’un tour complet (de l’angle égal à 21), 
cet élément se déplacera suivant l’axe z — x d’une longueur h dite 
pas de la vis (fig. 1.10). Si l’on tourne maintenant l'élément B d’un 
angle arbitraire œ, cet élément se déplacera suivant l’axe x — zx 
d’une longueur à”: 


DL 
h' — D * (1.4) 
La relation (1.4) impose une liaison au mouvement des éléments du 
couple hélicoïdal le long et autour de l’axe x — x. Comme il ressort 
de la figure 1.10 que 


h 
gb=—, 


on a 
h'=rp tgB = Cy, 


où C est une constante égale à r tg 6. 

Dans le cadre de chaque classe, les couples cinématiques peuvent 
être divisés en espèces, en fonction des combinaisons différentes des 
mouvements qu'ils permettent ou interdisent. 

7°, On distingue les couples cinématiques inférieurs et supérieurs. 
Par couple cinématique inférieur on entend un couple cinématique 
dans lequel le contact entre les éléments ne se produit que suivant 
une surface. Par couple cinématique supérieur on entend un couple 
cinématique dans lequel le contact entre les éléments ne se produit 
que suivant une ligne ou en un point. 
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Un exemple de couple cinématique inférieur est donné fig. 1.1. 
Dans ce couple le contact entre les éléments se produit suivant des 
surfaces cylindriques. Deux exemples de couples supérieurs sont 
donnés fig. 1.2 et 1.4. Dans le couple de la figure 1.2. le contact des 
éléments se réalise suivant une ligne droite. 

Pour que les éléments des couples cinématiques soient en contact 
permanent, il doit y avoir fermeture. La fermeture peut être géométri- 
que ou forcée. 

La fermeture géométrique est assurée par des formes géométriques 
appropriées des parties des éléments du couple cinématique. Par 
exemple, tous les couples représentés sur les figures 1.1 et 1.6 à 1.9 
sont fermés géométriquement, puisque le contact y est assuré par les 
formes géométriques des éléments. 

Pour que les couples des figures 1.4 et 1.5 soient fermés, il faut 
qu'une force quelconque applique la sphère et le cylindre sur le 
plan. La fermeture forcée est réalisée par la force de la pesanteur, par 
l'élasticité d’un ressort, etc. 


$ 4. Représentations conventionnelles 
des couples cinématiques 


1°. Lorsqu'on représente les mécanismes sur les figures il est 
commode de le faire au moyen de signes conventionnels, au lieu 
d'exécuter les dessins des couples cinématiques et de leurs éléments. 
Considérons les signes conventionnels de certains couples cinémati- 
ques que l’on rencontre le plus souvent. 

Fig. 1.11 montre deux variantes de représentation schématique 
d’un couple de rotation de classe V constitué par les éléments À et Z. 
La première variante (fig. 1.11, a) donne une représentation qui 
rappelle la construction réelle ; la deuxième variante (fig. 1.11, b) 
est le signe conventionnel adopté sur les schémas cinématiques. 

Fig. 1.12 montre les signes conventionnels d’un couple de rotation 
de classe V dont un des éléments (l'élément À) est fixe. 

Fig. 1.13 montre les signes conventionnels d’un couple de transla- 
tion de classe V. 

Fig. 1.14 montre les signes conventionnels du même couple avec 
l'élément B fixe. 

Fig. 1.15 représente les signes conventionnels d’un couple héli- 
coïdal de classe V. 

Il est nécessaire parfois de donner une idée complète des parties 
par lesquelles les éléments entrent en contact. En pareils cas on donne 
sur le schéma un dessin exact des parties des éléments qui entrent 
en contact. On en voit desexemples sur la figure 1.16. Le galet rond À 
(fig. 1.16, a) vient en contact avec la courbe a — a de l'élément B; 
la dent À (fig. 1.16, b) d’une roue dentée entre en contact avec la 
dent B d'une autre roue dentée. 

Deux roues dentées qui forment un couple cinématique se repré- 
sentent schématiquement comme il est montre fig. 1.17. 
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Fig. 1.11. Représentations schémati- 
ques d’un couple de rotation: a) repré- 
sentation comportant les détails cons- 
tructifs schématisés ; b) représentation 
adoptée sur les schémas cinématiques. 
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Fig. 1.13. Représentations schémati- 
ques d’un couple de translation: a) 
représentation comportant les détails 
constructifs schématisés; b) représen- 
tation adoptée sur les schémas cinéma- 
tiques; c) représentation d’un guide en 
forme de rainure; d) et e) représenta- 
tions adoptées sur les schémas ciné- 
matiques. 


a) 


Fig. 1.15. Représentations schématiques?d'un couple hélico 
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Fig. 1.12. Représentations schémati- 
ques d’un couple de rotation à un 
élément fixe: a) représentation com- 
portant les détails constructifs sché- 
matisés ; b) représentation adoptée sur 
les schémas cinématiques; c) idem. 
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Fig. 1.14. Représentations schémati- 
que d’un couple de translation à un 

lément fixe: a) représentation com- 
portant les détails constructifs sché- 
matisés ; b) représentation adoptée sur 
les schémas cinématiques ; c) représen- 
tation d’un guide en forme de rainure ; 
d) et’e) représentations adoptées sur les 

schémas cinématiques. 


A 
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mn. Le 
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idal : a) représenta- 


tion comportant les détails constructifs schématisés ; b) et c) représentations 
adoptées sur les schémas cinématiques. 


a) b) 


(‘4 a 


Fig. 1.16. Représentations d’un couple su- 

pere a) couple galet rond À —profil curvi- 

igne B; b) couple formé par deux dents 
curvilignes À et B en contact. 


Fig. 41.17. 
schématique d’un mécanisme à 
engrenage formé de deux roues. 


Représentation 


Fig. 1.18. Représentations 
schématiques d’un élé- 
ment qui constitue deux 
couples cinématiques de 
rotation: a) représentation 
comportant les détails 
constructifs schématisés ; 
b) représentation adoptée 
sur les schémas cinémati- 


VU, 
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Fig. 1.19.a),b)etc). 
Différentes repré- 
sentations d’un élé- 
ment qui constitue 
trois couples ciné- 
matiques. 


c(@ C 
a) ê) 
8 8 
4 4 


Fig. 1.20. Représentation 
schématique d’un élément 
ui constitue trois couples 
de rotation: a) représen- 
tation comportant les dé- 
tails constructifs schéma- 
tisés; b) représentation 
adoptée sur les schémas 
cinématiques. 


ques. 


2°. Adoptons également les signes conventionnels pour les élé- 
ments qui forment des couples cinématiques. 

S'il ne s’agit que d'étudier le mouvement de deux points d'un 
élément, on adopte le signe conventionnel montré sur la figure 1.18. 
C'est le cas où l’élément constitue deux couples de rotation À et B. 
La figure 1.19 montre les signes conventionnels adoptés pour un 
élément qui constitue trois couples de rotation À, B et C. Enfin, la 
figure 1.20 représenté schématiquement un élément qui constitue 
trois couples de rotation À, B et C dont les axes de rotation sont 
parallèles et se trouvent dans un même plan. 


$ 9. Chaînes cinématiques 


1°. Par chaîne cinématique on entend un système joint d'éléments 
qui forment entre eux des couples cinématiques (tableau 1). La 
figure 1.21 représente une chaîne cinématique composée de quatre 
éléments qui forment trois couples cinématiques. Les éléments 7 et 2 
constituent un couple de rotation À (classe V), les éléments 2 et #, 


£ 


Fig. 1.22. Schéma d’une chaîne 
cinématique ouverteélémentaire 


LI 


à quatre éléments. 


Fig. 1.21. Schéma d'une chaîne 
cinématique à quatre éléments. 
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Tableau ? 


Signes conventionnels des couples cinématiques 


TT de con- dde ne A llation d Si 

u ” |de degrés ppellation du a igne conven- 
cou- | ditions | de ji- couple Dessin tionnei 
ple |de Hs berté 


I 1 5 Sphère-plan 
II 2 4 Sphère-cylindre 
III 3 3 Couple sphérique 
III 3 3 Couple plan 


cf) 
IV 4 2 Couple cylindri- 2 
que & PP 


IV 4 2 Couple sphérique 
guidé 

V 5 | Couple de trans- 
lation 


+ 24 KR 6h 


V 5 4 Couple de rota- 
tion 


. 
D 


< 
Ot 
Bebe 


Couple hélicoïdal 


# 


Le tableau ci-contre donne les signes conventionnels des couples cinématiques 
les plus usuels en technique. 


Fig. 1.23. Schéma Fig. 1.24. Schéma Fig. 1.25. Schéma 

d’une chaîne cinéma- d’une chaîne cinéma- d’une chaïne cinéma- 

tique ouverte compo- tique fermée élémen- tique fermée composée 
sée à six éléments. taire à six éléments. à six éléments. 


un couple de translation B (classe V), enfin les éléments 3 et 4, un 
couple de rotation C (classe V). 

Les chaînes cinématiques peuvent être élémentaires ou composées. 
La chaîne est dite élémentaire si chacun de ses éléments ne forme 
que deux couples cinématiques au maximum. La figure 1.22 montre 
une chaîne élémentaire à couples de rotation À, B et C (classe V). 

La chaîne est dite composée si elle comporte au moins un élément 
qui forme plus de deux couples cinématiques. Une chaïne de ce type, 
comportant des couples de rotation À, B, C, D et E (classe V) est 
représentée fig. 1.23. 

20. Les chaînes cinématiques élémentaires et composées se 
subdivisent à leur tour en chaînes fermées et non fermées. La chaïne 
est dite fermée si chacun de ses éléments forme au moins deux cou- 
ples cinématiques. Les figures 1.24 et 1.25 montrent les chaînes de 
ce type à couples de rotation (classe V). 

On dit que la chaîne cinématique est non fermée si elle comporte 
des éléments qui ne forment qu’un seul couple cinématique, comme 
c'est le cas des chaînes représentées sur les figures 1.22 et 1.23. 


CHAPITRE II 
STRUCTURE DES MECANISMES 


$ 6. Le mécanisme et son schéma cinématique 


1°. Au $ 1, 5° nous avons donné la définition du mécanisme sous 
la forme la plus générale. 

Nous allons maintenant définir le mécanisme comme un cas 
particulier de la chaîne cinématique. 

Le mécanisme est une chaîne cinématique dans laquelle le mou- 
vement donné d’un ou plusieurs éléments par rapport à n'importe 
lequel d'entre eux implique des mouvements définis de façon unique 
de tous les autres éléments. 

T1 ressort de cette définition qu'on a dans n'importe quel méca- 
nisme un ou plusieurs éléments dont le mouvement est donné. L'élé- 
ment (ou les éléments) du mécanisme auquel est conféré le mouvement 
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qu'il s’agit de transformer en un mouve- 
ment demandé des autres éléments du méca- 
nisme est appelé élément d'entrée. 

L'élément (ou les éléments) du mécanis- 
me qui produit le mouvement demande, 
auquel le mécanisme est destiné, est appelé 
élément de sortie. 

Parfois, pour abréger, on dit « entrée » 
pour élément d'entrée, et «sortie» pour 
élément de sortie. 

Quelquefois on introduit la notion d'’élé- 
ment(s) menant(s). On entend par élément 
menant un élément pour lequel la somme 
des travaux élémentaires de toutes les forces 
extérieures qui le sollicitent est positive. 
Par analogie, on appelle élément mené un 
élément pour lequel la somme des travaux 
élémentaires de toutes les forces extérieures 
qui le sollicitent est négative ou nulle. 

Dans la plupart des cas l'élément d’'en- 
trée est aussi l'élément menant ; d'autre part, 
il y a naturellement des cas d’inversion, Fig. 2.1. Schéma du mé- 


lorsque l'élément d'entrée devient mené. a Que 
I] a été dit plus haut ($ 2, 1°) que l'étude (omportant ‘les détails 


cinématique des mécanismes a pour objet le  constructifs schématisés : 
mouvement de ceux-ci. Aussi, en étudiant la  b) ERpESSeRPALION adoptée 
structure et la cinématique des mécanismes, ‘Ur !e5 schémas cinéma- 
il n’est pas obligatoire de choisir pour élé- Fiques: 

ment menant, l'élément auquel est appli- 

quée la force motrice extérieure. 

20. Si l’on veut étudier le mouvement d’un mécanisme, il ne 
suffit pas de connaître sa structure, c’est-à-dire le nombre d'éléments, 
le nombre et les classes des couples cinématiques. On doit aussi con- 
naître les dimensions des éléments isolés qui ont une influence sur 
le mouvement, la position relative des éléments, etc. Pour cette 
raison, en étudiant le mouvement des éléments d’un mécanisme, on 
dresse généralement son schéma cinématique, qui représente un modèle 
cinématique de ce mécanisme. 

On établit le schéma cinématique du mécanisme à l’échelle choi- 
sie, en reproduisant fidèlement toutes les dimensions et formes 
qui déterminent le mouvement de tel ou tel élément, ou, autrement 
dit, les dimensions et formes dont la variation fait changer les posi- 
tions, les vitesses et les accélérations des points du mécanisme. Tout 
ce qui est nécessaire pour l'étude du mouvement doit figurer sur le 
schéma cinématique. Tout ce qui est superflu, ce qui ne se rapporte pas 
au mouvement, doit être éliminé pour ne pas compliquer le dessin. 

Considérons, par exemple, le mécanisme du moteur représenté 
sur la figure 2.1, a. Puisque tous les éléments de ce mécanisme se 
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déplacent parallèlement à un plan commun (c'est un mécanisme plan), 
pour étudier le mouvement de n'importe quel élément. il suffit d’étu- 
dier le mouvement de deux points quelconques de cet élément. Par 
exemple, pour étudier le mouvement de la manivelle 4B, il suffit 
de connaître à chaque instant la position de deux points À et B; 
pour étudier le mouvement de la bielle BC, il suffit de connaître à 
chaque instant la position de deux points B et C. Ceci posé, dressons 
le schéma cinématique du mécanisme (fig. 2.1, b) en utilisant les 
signes conventionnels donnés par les figures 1.11 et 1.20. Toutes les 
dimensions nécessaires des éléments sont prises à une certaine échelle 
choisie u, m/mm, ce qui veut dire que 1 mm sur le dessin correspond 
à u, mètres en réalité: 
4 mm—+ pu, m. 


La construction du schéma cinématique devient plus délicate 
lorsque les éléments du mécanisme sont animés d’un mouvement 
dans l’espace. On établit alors le schéma cinématique en faisant des 
projections correspondantes sur deux, et quelquefois trois plans réci- 
proquement perpendiculaires. 


$ 7. Formule de structure de la chaîne cinématique 
de forme générale 


1°. Si aucune condition de liaison n'est imposée au mouvement 
d’un élément dans l’espace, cet élément possède, on le sait, six degrés 
de liberté. Alors, si la chaîne cinématique compte k éléments, le 
nombre total de degrés de liberté des éléments avant leur réunion en 
couples cinématiques est égal à 64. La formation des couples cinéma- 
tiques impose au mouvement relatif des éléments un certain nombre 
de liaisons, selon la classe du couple (voir $ 3). Si les éléments de la 
chaîne cinématique considérée forment p, couples de classe I, p, 
couples de classe IT, p, couples de classe III, p, couples de classe IV 
et p; couples de classe V, alors des 64 de- 
grés de liberté que ces éléments possédaient 
avant leur réunion en couples cinématiques, 
il faut exclure ceux qui s’éliminent au mo- 
ment de formation des couples cinématiques. 
Le nombre de degrés de liberté FH de la chaîne 
cinématique sera alors 


H = 6k — 5ps — 4p4 — 3p3 — 2pe — Pi. 
(2.1) 


Généralement, on utilise dans les mé- 
canismes les chaînes cinématiques fermées 
| ou non fermées qui comportent un élément 
Fig. 2.2. Représentation fixe, dit bâti. Ainsi, dans le mécanisme 

d’un mécanisme plan PR és Un. 
constitué par quatre élé- (fig. 2.2) du moteur à combustion interne la 
ments. manivelle ?, la bielle 3, le piston 4 et le cylin- 
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dre avec bâti-moteur Z forment une chaîne cinématique dans laquelle 
l'élément fixe (le bâti) est le cylindre avec bâti-moteur. Donc, lorsqu'on 
étudie le mouvement de tous les éléments de la chaîne cinématique du 
moteur, on admet que leurs déplacements absolus ont lieu par rapport 
à un des éléments considéré comme fixe (le bâti). La chaîne cinéma- 
tique formée des éléments Z, 2, 3 et 4 est fermée, car les éléments 2 
et £ constituent deux couples cinématiques À et C avec le bâti. Si 
un des éléments de la chaîne cinématique est fixe, le nombre total de 
degrés de liberté de la chaîne diminue de 6, et le nombre de degrés de 
liberté w par rapport à l’élément fixe sera égal à 


w = H — 6. (2.2) 


2°. Le nombre w de degrés de liberté de la chaîne cinématique 
par rapport à l’élément considéré comme fixe s'appelle le nombre de 
degrés de mobilité de la chaîne cinématique, ou plus brièvement, le 
degré de mobilité. En substituant à H dans (2.2) son expression tirée de 
(2.1), on a 


w = 6 (k — 1) — 5ps — 4pa — ps — 2p2 — Pi. (2.3) 
Posons dans (2.3) k — 1 = n; il vient 
w = On — 5ps — 4ps — 3ps — 2pe — Pis (2.4) 


où n est le nombre d'éléments mobiles de la chaîne cinématique. L'éga- 
lité (2.4) est dite formule de mobilité ou formule de structure de la chaîne 
cinématique de forme générale. 

La formule (2.4) a été donnée, sous une forme légèrement diffé- 
rente, en 1887 par P. Somov et développée en 1923 par A. Malychev ; 
on l'appelle formule de Somov-Malychev. 

Si la chaîne cinématique ne comporte que des couples de clas- 
se V, la formule (2.4) devient : 


w = 6n — 5ps. 


Exemple 1. Soit à déterminer le degré de mobilité d'une chaîne 
cinématique fermée. La figure 2.3 montre a) une chaîne cinématique 
et b) son schéma. Les éléments 7 (bâti) et 2 constituent un couple À 
de classe V ; les éléments 2 et 3, un couple B de classe V ; les éléments 
3 et 4, un couple C de classe IV, et les éléments 4et 7 (bâti). un cou- 


Fig. 2.3. Mécanisme tridimensionnel à quatre éléments. 
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ple D de classe 111. Il y a trois éléments mobiles (n — 3), deux cou- 
ples de classe V (p; = 2), un couple de classe IV (p, = 1) et un couple 
de classe III (p3 — 1). Portant les nombres d'éléments et de couples 
dans la formule (2.4), on a: 


w = Gn — 5p; — 4p, — 3p4 = 6-3 — 5-2 — 4.1 — 3.1 — 1, 


ce qui veut dire que la chaîne cinématique considérée n’a qu’un seul 
degré de mobilité. 

Exemple 2. On demande de déterminer le degré de mobilité 
de la chaîne cinématique non fermée (voir fig. 2.4, a et 2.4, b) dont 
les éléments Z (bâti) et 2 forment un couple À de classe III, les 
éléments 2 et 3 un couple Z de classe IV et les éléments 3 et 4 un 
couple C de classe V. D'après la formule (2.4) on a 


w — Gr — 5ps — 4p4 — 3p3 = 6-3 — 5.1 — 4.1 — 3.1 — 6, 


c'est-à-dire que la chaîne cinématique en question possède six degrés 
de mobilité. 

30. Etant donné que ce mécanisme représente une chaîne ciné- 
matique dont les éléments produisent des mouvements parfaitement 
déterminés, il est nécessaire de savoir comment les mouvements des 
éléments du mécanisme s'associent à son degré de mobilité. 11 ressort 
de la formule (2.4) que le degré de mobilité caractérise le nombre de 
degrés de liberté du mécanisme par rapport à un élément considéré 
comme fixe (le bâti). Alors, si le mécanisme n’a qu'un seul degré de 
mobilité, nous pouvons conférer à un des éléments du mécanisme un 
mouvement parfaitement déterminé par rapport au bâti (une coordon- 
née généralisée du mécanisme), par exemple un mouvement de rota- 
tion, un mouvement de translation ou un mouvement hélicoïdal avec 


Fig. 2.4. Chaîne cinématique tridimensionnelle non fermée. 
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des vitesses données. Les autres éléments du mécanisme seront ani- 
més alors de mouvements bien déterminés, fonctions du mouvement 
donné. Si le mécanisme possède deux degrés de mobilité, on doit 
conférer à un élément deux mouvements indépendants (deux coordon- 
nées généralisées du mécanisme) par rapport au bâti, ou bien conférer 
à chacun des deux éléments quelconques un mouvement indépendant 
par rapport au bâti, etc. Comme il a été dit ci-dessus, le mécanisme 
représenté sur la figure 2.3 possède un seul degré de mobilité. Donc 
en conférant à un de ses éléments le mouvement régi par une loi 
déterminée, on voit tous les autres éléments de ce mécanisme produi- 
re des mouvements parfaitement déterminés. 

Soit donnée, par exemple, la loi de rotation de l'élément 2 
(fig. 2.3) sous forme de la fonction @. — @, (t), où . est l’angle de 
rotation de l’élément 2 et t, le temps. Le mouvement de l'élément 2 
étant donné, tous les autres éléments effectueront des mouvements 
bien déterminés, définis par la fonction choisie @. — @, (1). Aussi 
l'élément 2 du mécanisme est l'élément menant d'entrée, alors que 
tous les autres éléments mobiles (éléments 3 et 4) sont menés. 

Ainsi donc, la valeur de w, définit de façon unique les positions 
correspondantes des éléments du mécanisme par rapport au bâti: 
l'angle œ. est donc la coordonnée généralisée du mécanisme considéré. 

On a vu que la chaîne cinématique montrée sur la figure 2.4 pos- 
sédait six degrés de mobilité. Donc, pour que les mouvements de 
tous les éléments soient déterminés, on doit avoir six coordonnées 
généralisées données. Ce peuvent être, par exemple, les lois de rota- 
tion de l’élément 2 autour de trois axes concourant en ©; les lois de 
rotation et de glissement par rapport à l'élément 3 (autour et le 
long de l’axe a — a); enfin la loi de rotation de l’élément autour de 
l'axe db — b. 

Généralement, dans les constructions de machines et appareils, 
on fait usage de mécanismes à un degré de mobilité. Quelquefois 
on rencontre des mécanismes à deux degrés de mobilité; ce sont, 
par exemple, les différentiels des automobiles, certains mécanismes 
des machines à calculer, les manipulateurs. 


$ 8. Formule de structure des mécanismes plans 


1°. On a vu aux $$ 6 et 7 que le degré de mobilité w du mécanisme 
peut être déterminé dans le cas général par la formule de structure 


(2.4) : 
w = On — 5p; — 4pa — 3p3 — 2Pe — Pi. 


Cette formule n'est valable qu'en l'absence de toute condition 
générale supplémentaire imposée au mouvement des éléments du 
mécanisme. Ces conditions, générales pour le mécanisme dans son 
ensemble, peuvent être assez variées. On peut exiger par exemple que, 
dans un mécanisme ne comprenant que des couples de rotation de 
classe V, les axes de tous ces couples soient parallèles, qu'ils con- 
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courent en un point, etc. Il se 
trouve que de tellesexigences sup- 
plémentaires modifient sensible- 
ment la nature du mouvement du 
mécanisme, ce qui a comme ré- 
sultat le changement de l'aspect 
de la formule de structure. 

Supposons, par exemple, que 
les axes de tous les couples d’un 
mécanisme constitué par des cou- 
ples cinématiques de rotation de 
classe V soient parallèles (fig. 2.5). 
Prenons un système de coordon- 
nées fixe zyz de façon que la di- 
rection de l’axe z coïncide avec 
celle des axes des couples et que 
les axes y et z sesituent dans un 
plan perpendiculaire aux axes des couples. On voit alors que les points 
des éléments du mécanisme À BCD se déplacent dans les plans paral- 
lèles à un plan fixe commun S$S contenant les axes y et z; on aura un 
mécanisme dit mécanisme plan, c'est-à-dire un mécanisme dont les 
points des éléments décrivent des trajectoires situées dans des plans 
parallèles. 

Considérons maintenant les restrictions générales imposées aux 
mouvements de tous les éléments du mécanisme décrit ci-dessus par 
la condition du parallélisme des axes de tous les couples cinémati- 
ques. Les éléments du mécanisme ne peuvent pas tourner autour des 
axes y et z ni se déplacer en translation suivant l’axe x, c'est-à-dire 
que des six mouvements possibles trois ne sont pas réalisables. 
Restent donc possibles les trois mouvements suivants: la rotation 
autour de l’axe x ou autour des axes parallèles à celui-ci, et les trans- 
lations le long des axes y et z. En effet, le mouvement des éléments 
AB et CD se réduit à la rotation autour des axes parallèles à l'axe z: 
le mouvement de l'élément BC, en tant que mouvement plan et paral- 
lèle composé, peut être représenté comme une rotation autour d’un 
axe perpendiculaire au plan S et une translation parallèle à ce plan. 

2°. Si le mouvement de tous les éléments du mécanisme dans son 
ensemble est assujetti à trois restrictions générales, il convient évi- 
demment d'en tenir compte en déterminant les degrés de liberté 
des éléments isolés et le degré de mobilité du mécanisme tout entier. 
Si le nombre de degrés de liberté des éléments mobiles du mécanisme 
était égal, dans le cas général, à 6r, avec n le nombre d'éléments mobi- 
les, le nombre de degrés de liberté des éléments mobiles du mécanisme 
en question sera égal à (6 — 3) n — 3n. Conformément à cela, au 
lieu des 5p, liaisons imposées par les couples de classe V il y aura 
dans le mécanisme considéré (5 — 3) p; — 2p; liaisons imposées 
par les couples de classe V, vu que trois liaisons sont déjà imposées 
par la condition de parallélisme des axes des couples, etc. La formule 
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Fig. 2.5. Mécanisme du quadrilatère 
articulé. 


de structure du mécanisme (2.4) devient alors: 
w = (6—3)n —(5 — 3) ps — (4 — 3) p, — (5 — 3) ps, 
c’est-à-dire que le degré de mobilité du mécanisme plan sera égal à 


w = 3n — 2p5s — Ps. (2.5) 

C'est la formule de structure pour les mécanismes plans de forme 
générale. 

Les mécanismes plans ne peuvent comporter de couples des clas- 
ses I, Il et III, vu le caractère tridimensionnel de leurs mouvements 
relatifs possibles. Il ressort de l’exemple considéré que si le mouve- 
ment de tous les éléments du mécanisme dans son ensemble est as- 
sujetti à des liaisons dont le nombre est le même pour tout le méca- 
nisme, il est nécessaire d’exclure le nombre de ces liaisons communes 
de la formule de structure du mécanisme; pour cela, on retranche 
le nombre de ces liaisons du nombre de degrés de liberté de tous les 
éléments mobiles du mécanisme ainsi que du nombre de conditions 
de liaison de tous les couples cinématiques faisant partie du méca- 
nisme. 

30. Pendant l'étude des mécanismes plans et l'établissement de 
leurs formules de structure, nous avons admis que les degrés de 
liberté des éléments des mécanismes et les conditions de liaison impo- 
sées au mouvement des éléments par le fait de constituer des cou- 
ples cinématiques étaient suffisants, considérés ensemble, pour con- 
férer au mouvement du mécanisme un caractère déterminé. 

Il est à noter qu'en plus des degrés de liberté des éléments et des 
liaisons dont l’action sur la nature du mouvement du mécanisme 
est considérable, on rencontre parfois des degrés de liberté et des 
conditions de liaison qui n'exercent aucune influence notable sur 
la nature du mouvement du mécanisme dans son ensemble. Si l’on 
rejette des mécanismes les éléments et les couples cinématiques aux- 
quels appartiennent ces degrés de liberté et ces conditions de liaison, 
cela n'aura aucune répercussion sur la nature générale du mouvement 
du mécanisme. De tels degrés de liberté sont dits inutiles, et les 
liaisons, superflues ou passives. 

A titre d'exemple, considérons le mécanisme plan montré sur 


la figure 2.6. Ses éléments sont dimensionnés de façon à vérifier les 
conditions 


AB=CD, AD=EF= BC, AE =BE et DF = FC. 


La figure ABCD est donc toujours un parallélogramme; de ce 
fait, la distance entre les points F et Æ demeure constante et égale à 
la distance entre les points À et D ou B et C. On peut alors, sans que 
cela affecte le mouvement du mécanisme, supprimer l’élément EF 
(ou BC), car cet élément, qui constitue des couples cinématiques £ 
et F, impose au mouvement du mécanisme des conditions de liaison 
qui sont superflues. 

Considérons maintenant le galet rond 6 (fig. 2.6) qui constitue 
un couple de rotation H de classe V avec l’élément 4, le contact ayant 
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Fig. 2.6. Schéma d'un mécanis- Fig. 2.7. Schéma du mécanisme 

me plan possédant des liaisons libéré de liaisons passives et du 

passives et un gere de liberté degré de liberté inutile. 
inutile. 


lieu suivant le profil rectiligne HC. On voit sans peine qu'on peut 
tourner librement le galet 6 autour d'un axe traversant le point G, 
sans que cela exerce une influence quelconque sur la nature du mou- 
vement du mécanisme en général. Le galet qui tourne librement 
apporte un degré de liberté inutile. Aussi peut-on, sans changer 
aucunement la nature du mouvement du mécanisme en général, 
supprimer le galet et relier directement l'élément 4 à l'élément 7, 
en formant un couple cinématique de classe IV (fig. 2.7). L'élément 4 
entre en contact par sa droite XL, parallèle à la droite DC et distante 
de celle-ci d’une longueur égale au rayon du galet 6, et l'élément 7, 
par son point G. 

Les mécanismes obtenus de cette façon reproduisent le mouvement 
de l'élément mené suivant la loi observée par le mécanisme d'origine, 
mais cette fois ils seront libres des degrés de liberté inutiles et des 
conditions de liaison superflues. 

Lorsqu'on étudie la structure d’un mécanisme à l’aide de formu- 
les de structure, on doit tenir compte de la présence éventuelle de 
degrés de liberté inutiles et de conditions de liaison superflues. 

4°. La mise en évidence des liaisons superflues et des degrés 
de liberté inutiles se fait le plus facilement au cours de l’étude de la 
cinématique des mécanismes, par exemple lorsqu'on construit les 
déplacements et les vitesses des éléments. Si les déplacements des 
éléments menés ou leurs vitesses se laissent déterminer sans la partici- 
pation d’un ou plusieurs éléments du mécanisme, le ou les éléments 
en question apportent ou bien des liaisons passives, ou bien des de- 
grés de liberté inutiles. Par exemple, le déplacement de l’élément 7 
(fig. 2.7) peut être obtenu par le déplacement des éléments 2, 3 et 4. 
L'élément 5 apporte donc des liaisons passives et peut être négligé 
au cours de l'analyse. On peut montrer de même que la détermina- 
tion de la vitesse de l'élément 7, la vitesse dejl’élément menant étant 
donnée, peut se faire sans tenir compte des vitesses de l’élément 5. 

Par la suite, au cours de l’étude du mouvement des éléments des 
mécanismes, il sera supposé que tous les degrés de liberté inutiles et 
toutes les conditions de liaison redondantes sont supprimés d'avance 
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en éliminant les éléments correspondants; seuls seront pris en con- 
sidération les liaisons et les degrés de liberté qui définissent le 
caractère déterminé du mouvement du mécanisme. 


$ 9. Structure des mécanismes plans 


4°. Etant donné le caractère particulier de mouvement des 
points des éléments du mécanisme (fig. 2.5) nous avons montré au 
$ 8 que la formule de structure des mécanismes plans (2.5) se présente 
dans le cas général comme suit : 

w = 3n — 2ps — pi. (2.6) 

Cette formule, déduite en 1869 par P. Tchébychev, porte le nom 
de formule de Tchébychev. 

De la formule (2.6) on voit que les éléments formant un mécanis- 
me plan ne peuvent faire partie que des couples cinématiques des 
classes IV et V. Un couple de classe IV dans un mécanisme plan im- 
pose une condition de liaison au mouvement relatif de ses éléments. 
Un couple de classe V dans un mécanisme plan impose deux condi- 
tions de liaison au mouvement relatif de ses éléments. 

A titre d'exemple d’un couple de classe IV dans les chaînes ciné- 
matiques planes, citons le couple formé de deux éléments À et B 
réalisés sous la forme de deux surfaces cylindriques & et B à axes 
parallèles (fig. 2.8), qui roulent avec glissement l’une sur l’autre et 
qui sont en contact permanent suivant leurs génératrices rectilignes 
sans glissement suivant les génératrices. La section de ce couple par 
un plan perpendiculaire aux génératrices des cylindres donne deux 
courbes en contact &« — & et B — B (fig. 2.9) qui représentent les 
parties des éléments du couple. | 

Un autre exemple de ce couple est le couple formé par la courbe 
a — « appartenant à l'élément À et la pointe C appartenant à l’élé- 
ment B (fig. 2.10). Comme il a été indiqué plus haut ($ 3, 7°), dans 
tous les couples cinématiques de classe IV le contact entre les élé- 
ments a lieu ou bien suivant une droite, ou bien en un point: ce sont 
des couples supérieurs. 


Fig. 2.8. Couple cinéma- Fig. 2.9. Schéma d’un Fig. 2.10. Schéma d’un 


tique plan de classe IV : couple cinématique. couple cinématique. 
constitué par deux cylin- plan de classe IV cons- plan de classe IV cons- 
dres. titué par deux élé- titué par un élément 

ments curvilignes. curviligne et un élé- 


ment à pointe. 
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Un couple de classe IV utilisé dans 
un mécanisme plan rend impossible un 
mouvement quelconque : par exemple, 
le couple représenté sur la figure 2.9 in- 
terdit le déplacement relatif des élé- 
ments 4 et B vers les courbes & — & 
et B — $ dans la direction de la nor- 
male n — n tracée au point de contact 
de ces courbes. Les deux mouvements 
relatifs possibles des éléments de ce 
couple sont le roulement et le glisse- 
ment d’une courbe sur l’autre. 

Dans les mécanismes plans les cou- 
ples inférieurs de classe V, c’est-à-dire 
les couples où le contact entre les élé- 
ments a lieu suivant des surfaces (voir 
Fig. 2.11. Représentations sché-  $3, 7°), sont soit des couples de rotation 
Pod œ at (fig. 1.1), soit des couples de translation 
tué Dar deux éléments: Ars (fig. 1.8), du HOTReNr que 1 Autres 
que élément possède deux (Couples inférieurs, en particulier les 
courbes planes; b) coupletrajec- Couples hélicoïdaux, ne peuvent faire 
toriel; c) couple centroïdal à partie d'un mécanisme plan en raison 

glissement forcé pur. du caractère tridimensionnel du mou- 
vement relatif de leurs éléments. Des 
trois mouvements relatifs possibles des éléments des couples des méca- 
nismes plans, les couples de rotation et de translation interdisent 
deux mouvements chacun. Le couple de rotation supprime les 
translations suivant deux axes situés dans le plan de mouvement des 
éléments. Le couple de translation supprime une translation et une 
rotation (autour d'un axe perpendiculaire au plan de mouvement 
des éléments). 

Les couples cinématiques de classe V peuvent être, dans les méca- 
nismes plans, des couples supérieurs. Par exemple, on voit sur la 
figure 2.11, a un couple supérieur de classe V dont les éléments À 
et B entrent en contact par les courbes planes &« — & et B — f soli- 
daires l’une de l’autre et les deux autres courbes y — y et Ôô — à 
également solidaires l’une de l’autre. De tels couples sont dits 
couples biponctuels, car leurs éléments À et B viennent au contact 
l'un de l’autre par deux points Cet D. 

La figure 2.11, b montre un autre couple supérieur de classe V ; 
son élément À glisse par ses extrémités C et D dans les fentes & — & 
et B — B de l'élément B. Les parties appartenant à l'élément À sont 
les points C et D, et les parties appartenant à l'élément B sont les 
courbes planes & — x et B — B. Les couples de ce type sont appelés 
couples trajectoriels, car, pendant le mouvement d'un élément du 
couple par rapport à l’autre, les points des éléments suivent des 
trajectoires compliquées mais parfaitement déterminées. 


36 


D d'la LS dd ff ll. 


Fig. 2.12. Schéma du mé- Fig. 2.13. Schéma du Fig. 2.14. Schéma du mé- 

canisme du quadrilatère mécanisme du quin- canisme de l'octolatère 

articulé à coordonnée gé-  qualatère articulé àco- articulé à coordonnées gé- 
néralisée Ps. ordonnées généralisées  néralisées P:e, Ps et Pa- 


P2 et Ps. 


Le couple représenté fig. 2.11. c est aussi un couple supérieur de 
classe V. La courbe & — « appartenant à l'élément À roule sans 
glisser sur la courbe B — $ appartenant à l’élément B. Ce couple 
est dit couple centroïdal, car les parties &« — « et B — B des élé- 
ments À et B sont toujours des centroides dans le mouvement relatif 
des éléments du couple. | 

Nous voyons donc que dans les mécanismes plans chaque élément 
mobile possède trois degrés de liberté, en sorte que x éléments ont 
3n degrés de liberté. Chaque couple de classe V impose deux liaisons, 
en sorte que p couples imposent 2p, liaisons. Chaque couple de clas- 
se IV impose une liaison, en sorte que p couples imposent p, liaisons. 
On en déduit directement que le nombre de degrés de mobilité w 
d'un mécanisme plan est w — 3n — 2ps — p,, autrement dit, nous 
obtenons la formule de Tchébychev (2.5). 

20. En fonction du nombre w figurant dans le premier membre 
de la formule (2.6), on obtient des mécanismes plans à un, deux, trois, 
etc. degrés de mobilité. Ainsi, on voit sur la figure 2.12 un mécanis- 
me à un degré de mobilité ; sur la figure 2.13, à deux degrés de mobi- 
lité ; sur la figure 2.14, à trois degrés de mobilité. 

Lorsque le degré de mobilité de la chaîne cinématique est nul, 
aucun des éléments ne peut se déplacer par rapport à l'élément fixe, 
et la chaîne cinématique se transforme en une ferme (fig. 2.15). 

Pour conférer un caractère déterminé aux mouvements de tous 
les éléments .du mécanisme formé par une chaîne cinématique à un 
degré de mobilité, il faut et il suffit que soit donnée la loi de mouve- 
ment de l’un des éléments. 

C'est ainsi que pour le mécanisme 
représenté sur la figure 2.12 il suffit 
de connaître la loi @; — œ, (t) de va- 
riation de l'angle q. derotation de 
l'élément 2 en fonction du temps #, 
c'est-à-dire d'avoir une coordonnée gé- 
néralisée du mécanisme. 

On conçoit donc que le nombre de 
degrés de mobilité de la chaîne ciné- 


Fig. 2.15. Schéma d’une chaîne 
cinématique à degré de mobilité 
nul. 
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Fig. 2.16. Modèle d'un méca- 
nisme à coin à trois éléments. 


Fig. 2.17. Schéma du 

mécanisme formé seu- 

lement pa des couples 
S 


de translation et pré- 
sentant un degré de 
mobilité. 


Fig. 2.18. Schéma du 
mécanisme formé seu- 
lement par des couples 
de translation et pré- 
sentant deux degrés de 
mobilité. 


matique constituant le mécanisme est en même temps le nombre 
de paramètres indépendants ou, ce qui revient au même, de coordon- 
nées généralisées que l’on doit se donner pour faire de cette chaîne 
cinématique un mécanisme. La chaîne représentée sur la figure 2.13 
sera un mécanisme si l’on définit, par exemple, les angles de rota- 
tion w. et y; des éléments 2 et 5 en fonction du temps t. Pour la chaîne 
de la figure 2.14 on doit définir les angles de rotation ®., p, et m, 
des éléments 2, 3 et 4 en fonction du temps t, et ainsi de suite. 

On prend généralement pour les coordonnées généralisées les 
lois de mouvements des éléments qui forment des couples cinémati- 
ques avec les bâtis. Dans certains cas il est plus commode de choisir 
comme coordonnée généralisée la loi de mouvement d’un autre élé- 
ment quelconque. Par exemple, pour le mécanisme montré sur la 
fig. 2.13 on peut choisir les lois de mouvement des éléments 2 et 3 
ou 3 et 4. 

3°. Parmi les mécanismes plans, on trouve aussi des mécanismes 
qui ne comportent que des couples de translation, dont les axes de 
mouvement sont parallèles à un plan commun quelconque. Les élé- 
ments de ces mécanismes ne peuvent pas tourner autour d’un axe 
perpendiculaire au plan de leur mouvement, c’est-à-dire qu’ils 
n’ont que deux degrés de liberté. Le mécanisme le plus élémentaire de 
ce type est le mécanisme à coin montré sur la figure 2.16. 

La formule de structure de ces mécanismes est : 


w = 2n — Ds. (2.7) 


Déduite en 1937 par V. Dobrovolski, cette formule est connue 
comme formule de Dobrovolski. 

Il ressort de la formule (2.7) que les mécanismes plans du type 
décrit ne peuvent comporter que des couples de classe V et seulement 
des couples de translation, vu que les éléments de ces mécanismes ne 
sont libres qu’en translation. Sur la figure 2.17 on voit un mécanisme 
à un degré de mobilité, et sur la figure 2.18, un mécanisme à deux 
degrés de mobilité. 
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$ 10. Substitution des couples inférieurs aux 
couples supérieurs dans les mécanismes plans 


1°. Comme il a été montré ci-dessus, les mécanismes plans peu- 
vent comporter des éléments qui constituent tant des couples infé- 
rieurs que des couples supérieurs. Dans bien des cas, lorsqu'on 
étudie la structure et la cinématique des mécanismes plans, il est 
commode de remplacer les couples supérieurs par des chaînes ciné- 
matiques ou des éléments qui ne forment que des couples inférieurs 
de rotation et de translation de classe V. Lors de ce remplacement 
on doit respecter une condition qui veut que le mécanisme obtenu 
à la suite de ce remplacement possède le même degré de mobilité 
qu'auparavant et que tous ses éléments puissent exécuter les mêmes 
mouvements relatifs dans la position donnée. Considérons le méca- 
nisme à trois éléments montré sur la figure 2.19. Il est constitué par 
deux éléments mobiles ? et 3 qui forment deux couples de rotation À 
et B de classe V avec le bâti Z et un couple supérieur C de classe IV 
dans lequel le contact entre les éléments a et b de rayons O.C et O.,C 
a lieu suivant les circonférences. En vertu de la formule (2.5) le 
degré de mobilité du mécanisme sera : 


w = 3n — 2p; — pa = 3-2 — 2-2 — 1 = 1. 


On peut montrer que le mécanisme considéré peut être remplacé 
par le mécanisme équivalent du quadrilatère articulé 40.0,B. Le 
couple supérieur de classe IV en C est remplacé par un élément 4 
qui forme en O, et O, deux couples de rotation de classe V. Le méca- 
nisme 40.0.,B obtenu à la suite de cette substitution est dit méca- 
nisme substitulif. 

Le mécanisme substitutif a le même degré de mobilité w que le 
mécanisme d'origine: 


w = 3n — 2p; — 3-3 — 2.4 = 1. 


Puisque les parties a et b des éléments sont des circonférences de 
centres O, et O;, la longueur 0,0, de l'élément 4 se trouve constante. 
Seront constantes, de même, les longueurs AO, et BO, des éléments 
2 et 3. L'équivalence du mécanisme subs- 
titutif 4O.0,B au mécanisme d'origine a 
lieu aussi au point de vue des lois de mouve- 
ment des éléments 2 et 3. 

20. La méthode décrite d'obtention du 
mécanisme substitutif peut être généralisée. 
Soit donné un mécanisme comportant un 
couple supérieur dont les éléments se trou- 
vent en contact suivant deux courbes arbi- Fig. 2.19. Schéma du mé- 
traires a et b (fig. 2.20). Pour construire le canisme comportant un 
schéma du mécanisme substitutif, traçons la ©°uple supérieur sous for- 


ù me de deux circonférences 
normale NN au point C de tangence des et qu mécanisme substitu. 
courbes et marquons sur cette normale les tif (quadrilatère articulé). 
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Fig. 2.20. Schéma du mécanisme com- Fig. 2.21. Schéma du mécanisme com- 
portant un couple supérieur avec con- portant un couple supérieur avec con- 
tact entre deux courbes quelconques, tact entre une courbe quelconque et 
et du mécanisme instantané substitu- une droite, et du mécanisme instanta- 
tif (quadrilatère articulé). né substitutif comportant troisjcouples 

de rotation et un couple de translation. 


centres O, et O, de courbure des courbes a et b. De la même façon que 
précédemment, nous considérons les centres de courbure O, et O, 
comme des charnières qui forment des couples de rotation consti- 
tués d’une part par les éléments conventionnels 4O, et 0.0, et 
d’autre part, par les éléments conventionnels BO, et 0.0. 

La substitution décrite reste valable pour la position donnée 
du mécanisme principal. Dans une autre position, le schéma du 
mécanisme substitutif restant le même, les dimensions de ses éléments 
changeront, car les centres de courbure O, et O, seront déplacés. 

On sait de la Géométrie différentielle que le cercle de courbure 
au point d'osculation avec la courbe et la courbe elle-même sont 
équivalents jusqu'aux dérivées secondes inclusivement; aussi le 
mécanisme substitutif est-il équivalent au même degré au mécanisme 
principal, c'est-à-dire que les points homologues des deux mécanis- 
mes ont mêmes position, vitesse et accélération. 

3°. Si le contact a lieu entre une courbe et une droite b (fig. 2.21), 
le centre de courbure de la droite se trouve à l'infini. L'élément con- 
ventionnel 4 formera alors, au centre de courbure O, de la courbe a, 
un couple de rotation de classe V. Le deuxième couple de rotation 
que doit constituer l'élément 3 a son axe de rotation à l'infini et se 
présente donc comme un couple de translation, toujours de classe V. 

4°, Plaçons-nous maintenant dans le cas où le contact a lieu 
entre une courbe a et un point C (fig. 2.22). Ici le centre de courbure 
O, de l'élément C se confond avec le point C lui-même ; aussi l’élé- 
ment conventionnel 4 doit-il former deux couples de rotation de 
classe V, dont un avec l’axe traversant le centre de courbure O: 
de la courbe a. 

Lorsque le contact a lieu entre une droite AC et un point C 
(fig. 2.23), la substitution consiste à introduire un élément conven- 
tionnel 4 faisant partie d’un couple de translation et d’un couple 
de rotation. L’axe du couple de rotation et l’axe de translation du 
second copule doivent passer par le point d'osculation C. Le méca- 
nisme substitutif est représenté sur la fig. 2.24. 


40 


Fig. 2.22. Schéma du mé- ne 2.23. Schéma du Fig. 2.24. Schéma du mé- 
canisme comportant un canismecomportant canisme instantané subs- 
couple supérieur avec un couple supérieur  titutif équivalent à celui 


contact entre une courbe avec contact entre une de la figure 2.23. 
ose et un point, et droite et un point. 
u mécanisme instantané 


substitutif à coulisseau et 
manivelle. 


Ainsi donc, tout mécanisme plan comportant des couples supé- 
rieurs de classe IV peut être remplacé par un mécanisme ne compre- 
nant que des couples cinématiques inférieurs de classe V. 

Une fois tous les couples supérieurs de classe IV du mécanisme 
plan remplacés par des couples inférieurs, la formule de structure de 
Tchébychev (2.5) pour le mécanisme substitutif devient : 


D — an — 2ps. (2.8) 


$ 11. Structure des mécanismes tridimensionnels 


10. Dans les machines modernes, on fait usage de divers méca- 
nismes tridimensionnels. Etudions la structure de quelques-uns de 
ces mécanismes. 

Comme on l’a vu au $ 7, 20, la formule de structure d’un mécanis- 
me tridimensionnel de forme générale se présente comme suit: 


= Gr — 5ps — 4p, — ps — 2pe — Pre (2.9) 


Il ressort de la formule (2.9) que ces mécanismes peuvent comporter 
les éléments faisant partie des couples cinématiques de toutes les 
cinq classes. 

Parmi les couples cinématiques inférieurs, on rencontre le plus 
souvent les couples dont les signes conventionnels sont montrés sur 
la fig. 2.25. 

La figure 2.25, a, b et c montre des couples de classe V : un couple 
de rotation, un couple de translation et un couple hélicoïdal. Nous 
avons déjà examiné ces couples au $ 3. 

Lorsque ces couples font partie d'un mécanisme tridimensionnel, 
leurs signes conventionnels sont tels qu'on les voit sur les fig. 2.25 a’, 
b' et c’. Un couple cylindrique de classe IV et son signe convention- 
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Fig. 2.25. Schémas des couples cinématiques usuels: a) schéma d’un couple de 

rotation représentant les détails constructifs ; a’) schéma d’un couple de rotation 

adopté sur les schémas cinématiques; b) et b’) idem pour le couple de transla- 

tion ; c) et c’) idem pour le couple hélicoïdal ; d) et d’) idem pour le couple cylin- 

drique; e) et e’) idem pour le couple sphérique; f) et f’) idem pour le couple 
sphérique guidé. 


nel sont montrés fig. 2.25, d et d’. Un couple sphérique de classe III 
et son signe conventionnel sont montrés fig. 2.25, e et e’. Enfin, sur 
la fig. 2.25 f et f’ on voit un couple sphérique guidé de classe IV et 
son signe conventionnel. De même que pour les mécanismes plans, en 
dessinant les couples supérieurs de différentes classes, on doit avoir 
soin de bien montrer les contours exacts des parties qui assurent 
le contact des éléments dans le couple. 

20. Considérons quelques mécanismes tridimensionnels fréquents 
en technique. La figure 2.26, a montre le mécanisme à quatre élé- 
ments ABCD du train d'atterrissage escamotable d'avion. Le cou- 
lisseau 2 se déplace sur un guide fixe Z et met en mouvement par la 
bielle 3 le pied de roue 4 qui pivote autour de l’axe D de l'élément 
fixe Z. Les éléments 2 et Z forment un couple de translation, les 
éléments 2 et 3, 3 et 4 deux couples sphériques, les éléments 4 et Z un 
couple de rotation. Le schéma cinématique du mécanisme est montré 
fig. 2.26, b. En examinant le schéma, on voit que l'élément 3 pos- 
sède un degré de liberté inutile, à savoir: la possibilité de tourner 
autour de son axe longitudinal. Aussi peut-on substituer à un des 
couples B ou C un couple sphérique guidé (fig. 2.25, f et f’). Or, 
puisque ce degré de liberté inutile n’affecte en rien le mouvement 
du mécanisme, on établit le projet du mécanisme avec deux couples 
sphériques pour rendre la construction plus facile. Abstraction faite 
du degré de liberté inutile en question, on écrit la formule de struc- 
ture (2.9) du mécanisme comme suit: 


D — Gn _ Ps er 4P4 —— 3P3 == 2P° — P1=6 .3—5 .2 — 4.1—3 1—=1. 
Ainsi donc, le mécanisme du train d'atterrissage possède un seul 
degré de mobilité. 
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Fig. 2.26. Mécanisme du train Fig. 2.27. Schéma d’un méca- 
d'atterrissage d'avion: a) sché- nisme à engrenage et vis sans 
ma représentant les détails cons- fin. 
tructifss  b) représentation 
adoptée sur les schémas cinéma- 

tiques. 


3°. Sur la figure 2.27 on voit un mécanisme à engrenage et vis 
sans fin. La vis sans fin 2 tournant dans les paliers du bâti Z agit sur 
les galets 3 de la roue 4 qui tourne dans le palier du bâti 7. Les élé- 
ments Z et 2 et les éléments 4 et Z forment deux couples de rotation. 
Puisque le galet 3 entre en contact avec la surface hélicoïdale de la 
vis sans fin ? en un point, les éléments 2? et 4, après une solidarisation 
conventionnelle des galets 3 avec la roue 4, forment un couple de 
classe I. Le mécanisme a comme formule de structure : 

uw = On—5p;—4p,;—3ps — 2ps—p=6-2—5.2—1.1— = 1. 

Le mécanisme à engrenage et vis sans fin considéré possède donc 
un degré de mobilité. 

40. En 1936, l’auteur de ce livre a proposé la formule de structure 
des mécanismes sphériques, c'est-à-dire des mécanismes composés 
des éléments dont les points décrivent des trajectoires situées sur 
les sphères concentriques. Cette formule a pour expression : 


W — 3n — 2ps — Pas. 


De cette façon, pour les mécanismes sphériques reste valable la 
formule de Tchébychev (2.5). 

De la formule (2.5) il découle que les mécanismes sphériques ne 
peuvent comporter que des couples cinématiques des classes V et IV. 
Le fait que la formule (2.5) reste applicable aux mécanismes sphéri- 
ques tient à ce que le mouvement des éléments de ces mécanismes est 
assujetti à trois restrictions générales. 

Du moment que les points des éléments des mécanismes sphériques 
évoluent sur les surfaces des sphères concentriques, lesdits éléments 
sont libres en rotation uniquement et ne peuvent se déplacer en 
translation. Aussi, dans ces mécanismes, ne trouve-t-on que des 
couples de rotation de classe V et des couples supérieurs de classe 
IV dans lesquels le contact a lieu suivant des droites traversant le 
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Fig. 2.28. Modèle d'un méca- Fig. 2.29. Schéma d’un méca- 
nisme sphérique tridimension-  nisme à roues dentées coniques. 
nel. 


centre commun des surfaces concentriques sphériques, en interdisant 
toute translation le long des droites en contact vers le centre commun 
des sphères. 

La figure 2.28 représente un mécanisme sphérique à quatre élé- 
ments dans lequel les éléments 7, 2, 3, 4 forment quatre couples de 
rotation. Les axes de tous les couples concourent en un centre com- 
mun ©. Lorsque l’élément 2 tourne autour de l’axe OA dans le palier 
fixe du bâti 7, l'élément 4 se trouve animé de rotation dans le palier 
du bâti Z (autour de l'axe OD). 

Ce mécanisme a comme formule de structure 


w = Sn — 2ps — pa = 3-3 — 2.4 — 1, 


ce qui signifie que le mécanisme sphérique de la figure 2.28 possède 
un degré de mobilité. 

La figure 2.29 montre un mécanisme à deux roues dentées coni- 
ques. Les axes des roues ? et 3 concourent en un centre commun O. 
Le centre O est aussi le point où convergent toutes les surfaces géné- 
ratrices des dents. Ce mécanisme se rapporte donc aussi aux méca- 
nismes sphériques. Les éléments 7, 2 et 3 forment des couples de 
rotation. Les éléments 2 et 3 constituent un couple supérieur de clas- 
se IV, vu l'absence de déplacement le long des surfaces génératrices 
des dents. 

La formule de structure du mécanisme est : 


w = 3n — 2p;, — p, = 3-2 — 2.2 — 1.1 — 1. 


Le mécanisme possède donc un degré de mobilité. 
9°. Sur la figure 2.30 on voit un 
r mécanisme hélicoïdal à trois éléments. 
7 Les éléments de ce mécanisme ne 
A = peuvent effectuer que deux mouve- 
|. 2 ments: la rotation autour de l’axe 
ni di A — À et la translation suivant ce 
même axe. On a donc quatre restric- 
Fig. 2.30. Modèle d'un mécanis- tions générales imposées aux éléments 
me hélicoïdal à trois éléments. de ce mécanisme. D'où l'on déduit la 
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formule de structure : 
D —= 2n — Ps- 


Après substitution du nombre d'éléments mobiles et de couples 
cinématiques on aura 


w—2.9—3.1—1, 


c'est-à-dire que le mécanisme possède un seul degré de mobilité. 

6°. Nous avons examiné ci-dessus les mécanismes à chaînes 
cinématiques fermées. Dans certaines machines modernes sont utili- 
sés des mécanismes plans et tridimensionnels comportant des chai- 
nes cinématiques non fermées. Ces chaînes sont employées dans les 
manipulateurs mécaniques, dans les robots, les machines à patins et 
dans d’autres dispositifs appelés à remplacer le travail des mains 
et des jambes de l’homme. 

On voit fig. 2.31, a le schéma cinématique du manipulateur du 
type « Mascotte ». La chaîne comporte six éléments mobiles réunis 
en six couples de rotation. L'élément 6 se termine par une pince pre- 
neuse qui peut saisir avec ses mâchoires divers objets. Abstraction 
faite du mouvement des mâchoires de la pince, la formule de structure 
du mécanisme (2.9) aura pour expression: 


w = Gn — 5p; = 6-6 — 5-6 = 6. 


Le mécanisme du manipulateur de ce type possède donc six degrés 
de mobilité. La figure 2.31, b donne un schéma équivalent à six 
degrés de mobilité. Comme dans le schéma principal 2.31, a les axes 
(a, b), (c, d)et (e, f) des couples de rotation se croisent deux à deux 
en O,, O, et O:, il est légitime de remplacer respectivement les 
couples (4, B), (C, D)et (£, F) par des couples sphériques guidés. 


Fig. 2.31. Schémas cinématiques du mécanisme du manipulateur du type 
« Mascotte »: a) schéma principal; b) schéma équivalent. 
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Fig. 2.32. Schémas cinématiques des mécanismes des manipulateurs. 


Le mécanisme sera formé alors par trois éléments constituant des 
couples sphériques guidés. 

Vu la réalisation délicate des couples sphériques guidés, les 
constructeurs préfèrent s’en tenir au schéma principal. 

On rencontre aujourd'hui des mécanismes qui sont constitués 
par des chaînes cinématiques non fermées et qui possèdent un plus 
grand nombre de degrés de mobilité que le mécanisme précédent 
(fig. 2.31, a). Ils peuvent comporter des couples cinématiques des 
classes différentes et réunis de différente façon. Il y a donc une mul- 
titude de variantes de tels mécanismes. 

La figure 2.32 représente deux mécanismes des manipulateurs. 
Le mécanisme du manipulateur du type « Versatran », dont on voit 
le schéma fig. 2.32, a, possède cinq éléments mobiles. Il comporte 
trois couples de rotation 4, D et Æ et deux couples de translation 
B et C. Le nombre de degrés de mobilité est égal à 


w = Gn — 5p; = 6-5—5-5 = 5, 


c.-à-d. que le mécanisme possède cinq degrés de mobilité. 

Sur la figure 2.32, b on voit le schéma du manipulateur à quatre 
éléments mobiles composé de deux couples de rotation À et B, d’un 
couple de translation C et d’un couple sphérique D. Le nombre de 
degrés de mobilité est égal à 

w = 6n — 5p; — 3p; = 6-4 — 5-3 — 3-1 = 6. 


Ce mécanisme a six degrés de mobilité. 
On connaît aussi, en tant que des cas particuliers des mécanismes 
tridimensionnels, certains mécanismes élémentaires plans des mani- 


€) 


Fig. 2.33. Schémas cinématiques des mécanismes plans des manipulateurs et 
des pédipulateurs. 
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me 2.34. Joints mobiles; a) couple Fig. 2.35. Joints mobiles: a) couple 
sphérique guidé; b) joint de Cardan. sphérique ; b) joint sphérique. 


pulateurs (fig. 2.33). On voit sur la figure 2.33, a et b deux manipu- 
lateurs à trois degrés de mobilité, et sur la figure 2.33, c, le schéma 
élémentaire d’une « jambe » artificielle. 

70. Il est commode quelquefois de substituer aux couples ciné- 
matiques des classes I, II, III et IV des chaînes cinématiques équiva- 
lentes formées de couples de classe V. C'est ainsi que le couple sphéri- 
que guidé de la figure 2.34, a peut être remplacé par la chaîne ciné- 
matique de la figure 2.34, b composée de trois éléments qui consti- 
tuent deux couples cinématiques À et B à axes concourants en ©. 
De telles chaînes sont dites joints cinématiques. Le joint cinématique 
représenté sur la figure 2.34, b est le joint de cardan. Sur la figu- 
re 2.35, a on voit un couple sphérique et sur la figure 2.35, b un joint 
mobile équivalent composé de quatre éléments qui forment trois cou- 
ples de rotation À, Bet C à axes concourants en ©. Ce joint est dit 
sphérique. 


CHAPITRE III 
CLASSIFICATION DES MÉCANISMES PLANS 


$ 12. Le principe fondamental de formation de mécanismes 


1°. Le principe fondamental de formation des mécanismes fut 
formulé pour la première fois en 1914 par le savant russe L. Assour. 
Celui-ci a étendu et développé la méthode de formation des mécanis- 
mes par adjonction successive 
des chaînes cinématiques pos- 
sédant des propriétés structu- 
rales déterminées. 

L'application de cette mé- 
thode est facile à suivre en exa- 
minant un mécanisme concret, 
par exemple le mécanisme mon- 


tré sur Ja figure 3.1. H est Fig. 3.1. Modèle d'un mécanisme plan à 
constitué par cinq éléments | six éléments. 
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mobiles formant sept couples cinématiques de classe V. Par con- 
séquent, en vertu de la formule de Tchébychev, le nombre de ses 
degrés de mobilité w est 


ù = 3n — Ip = 3.5 — 2.7 —1, (3.1) 


c'est-à-dire que le mécanisme représenté sur la figure 3.1 possède un 
seul degré de mobilité. Choisissons pour élément menant l’élément 2. 
Le mécanisme sera alors composé d’un élément menant 2 à un degré 
de mobilité, du bâti Z et des éléments menés réunis en une chaîne 
cinématique constituée par les éléments 3, 4, 5 et 6. 

Le processus de formation de ce mécanisme peut être représenté 
comme une adjonction successive à l'élément menant 2? et au bâti Z 
d'une chaîne cinématique composée d'éléments 3 et 4. On obtient 
alors un quadrilatère articulé A BCD possédant un degré de mobilité. 
On ajoute ensuite, à l’élément 4 du mécanisme ABCD et au bâti Z, 
la chaîne cinématique constituée par l'élément 5 et le coulisseau 6. 
On obtient un mécanisme à six éléments, qui possède également 
un degré de mobilité. 

Cherchons maintenant à établir une certaine loi régissant le 
processus de formation du mécanisme. En effet, tout mécanisme a un 
élément fixe (le bâti). Celui de la figure 3.1 a comme bâti l'élément 1. 
Ensuite le mécanisme doit avoir le nombre d'éléments menants 
égal au nombre de ses degrés de mobilité (voir $ 7, 3°). Dans notre 
cas le mécanisme (fig. 3.1) a un seul élément menant 2, car le degré 
de mobilité w du mécanisme, en vertu de (3.1), est w = 1. 

Comme, après l'adjonction des éléments menés 3, 4, 5 et 6, le 
nombre de degrés de mobilité du mécanisme dans son ensemble est 
resté égal à 

w = À, 
on conçoit que la chaine cinématique constituée par les éléments 
menés 3, 4, à et 6 joints à l’élément menant ? et au bâti Z possède 
un degré de mobilité nul par rapport aux éléments auxquels elle 
vient s'ajouter. 

2°. Introduisons la notion de groupe d’Assour. 

Par groupe d'Assour, on entend une chaîne cinématique qui a le 
degré de mobilité nul par rapport aux éléments qui forment des 
couples cinématiques avec les parties libres de ses éléments et qui 
ne peut être décomposée en des chaînes plus élémentaires possédant 
aussi un degré de mobilite nul. 

Si nous reprenons le mécanisme montré sur la figure 3.1, nous ver- 
rons tout de suite que l’ensemble des éléments 3, 4, 5 et 6, bien que 
possédant un degré de mobilité nul, n'est pas un groupe, car il se 
subdivise en deux chaînes cinématiques composées des éléments 3, 
4 et 5, 6 dont chacune a un degré de mobilité nul. En effet, la chaîne 
cinématique BCD est constituée par deux éléments 3 et 4 qui forment 
trois couples cinématiques de rotation B, C et D ; son degré de mobi- 
lité w, est donc égal à 


Wgr = 30 — 2ps =3.2—2-.3—0. 
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Ensuite, la chaîne cinématique ÆG 
comprend deux éléments 4 et 5, qui 
constituent deux couples cinématiques 
de rotation E et Fet un couple de trans- 
lation (le coulisseau 6 et le guide fixe). 
Cette chaîne a le degré de mobilité 
Wy égal à 


Wgr = On —2ps =3.2—2.3=0; 

Fou Fig. 3.2. Schéma d’adjonction 
par conséquent, le mécanisme de Ia d’un groupe de classe II au mé- 
figure 3.1 est formé par adjonction à Canisme du quadrilatère arti- 
l'élément menant 2 et au bâti Z de culé. 
deux groupes: le premier groupe se 
compose d'éléments 3 et 4, et le second. d'éléments # et 6. 

3°. En procédant à l’adjonction successive des groupes, on doit 
se conformer à des règles déterminées. Lorsqu'on forme un méca- 
nisme possédant un seul degré de mobilité, le premier groupe est 
ajouté par les parties libres de ses éléments à l'élément menant et au 
bâti. Les groupes suivants peuvent être joints à n'importe quel élé- 
ment du mécanisme formé, à condition que les éléments du groupe 
soient libres l’un par rapport à l’autre. Soit, par exemple, un méca- 
nisme à quatre éléments ABCD (fig. 3.2) formé par un élément me- 
nant ?, le bâti Z et un groupe constitué par les éléments 3 et 4. Le 
groupe suivant, comprenant les éléments S et 6, peut être joint à 
n'importe quels deux autres éléments du mécanisme, par exemple 
aux éléments 3 et 4 (fig. 3.2), mais non à un seul et même élément. 
En effet, si l’on réunit les éléments 5 et 6 à un seul et même élément, 
par exemple à l'élément 3, le contour F EG’ formé par les éléments 3, 
5 et 6 sera rigide : ce sera une ferme. Il est facile de voir que, pour 
que les éléments du groupe demeurent mobiles par rapport aux élé- 
ments auxquels le groupe est joint, il faut que le contour fermé cons- 
titué par les éléments du groupe et les éléments auxquels ce groupe 
se joint soit mobile. C’est le cas du contour GCFE de la figure 3.2. 


$ 13. Classification structurale 
des mécanismes plans 


1. Actuellement, dans la construction mécanique, on emploie 
très largement les mécanismes plans dont les éléments sont réunis 
en couples des classes IV et V. Pour cette raison, nous allons voir 
plus en détail les principes de leur classification structurale. 

Au $ 12 nous avons établi le principe fondamental de formation 
des mécanismes qui consiste dans l’adjonction successive aux élé- 
ments menants et au bâti des groupes dont le degré de mobilité w,, 
est 


Wyr = 0. (3.2) 
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Fig. 3.3. Schémas des mécanis- Fig. 3.4. Schéma d'un mécanis- 
mes de classe I. me composé. 


Pour les mécanismes plans, dont les éléments forment des cou- 
ples des classes IV et V, cette condition se présente comme suit: 


3n — 2ps — De — 0. (3.3) 

2°. Désignons conventionnellement par mécanisme de classe I 
l'élément menant et le bâti, qui forment un couple cinématique de 
classe V (fig. 3.3). 

La formation de tout mécanisme plan peut être présentée comme 
une adjonction successive de groupes vérifiant la condition (3.3). Par 
exemple, le premier groupe est joint à un mécanisme de classe I 
(à l'élément menant et au bâti), le groupe suivant, soit aux éléments 
du premier groupe, soit en partie aux éléments du premier groupe et 
à l'élément menant ou au bâti, et ainsi de suite. 

Sur la figure 3.4 on voit le schéma du mécanisme formé en ajou- 
tant à un mécanisme de classe I (l'élément menant 2 et le bâti 1) 
les chaînes cinématiques suivantes : la première chaîne constituée 
par les éléments 3, 4, 5 et 6, la deuxième chaîne constituée par les 
éléments 7 et 8 et la troisième chaîne constituée par les éléments 
9 et 10. 

Il est facile de s'assurer que toutes ces chaînes cinématiques vé- 
rifient bien la condition (3.2), c'est-à-dire qu’elles ne se décomposent 
pas en des groupes plus élémentaires et qu'elles représentent à ce 
titre des groupes. Les mécanismes formés en ajoutant plusieurs grou- 
pes à un mécanisme de classe I ont un seul degré de mobilité, parce 
que les groupes ne changent pas le degré de mobilité du mécanisme 
principal auquel ils viennent s'ajouter. 

On forme les mécanismes aussi par l’adjonction des groupes simul- 
tanément à plusieurs mécanismes de classe I. Dans ces cas le degré 
de mobilité des mécanismes ainsi obtenus sera égal au nombre de 
mécanismes de classe I auxquels les groupes sont joints, c’est-à-dire 
au nombre d’éléments menants du mécanisme considéré. Par exem- 
ple, le mécanisme montré sur la figure 3.5 est formé en ajoutant le 
groupe constitué par les éléments 3 et 4 à un mécanisme de classe I, 
tandis que le mécanisme montré sur la figure 3.6 est formé en ajou- 
tant le groupe identique à deux mécanismes de classe I. 

3°. Comme nous avons montré au $ 10, il est possible de substi- 
tuer à tous les couples cinématiques supérieurs des classes IV et V 
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Fig. 3.5. Schéma du mécanisme Fig. 3.6. Schéma du mécanisme 


formé par l’adjonction du grou- formé par l’adjonction du grou- 
pe d'éléments 8 et 4 à l'élément pe d'éléments $ et 4 à deux mé- 
menant 2 et au bâti 1. canismes de classe I constitués 


par les éléments menants 2 et 5 
liés au bâti 1. 


formant le mécanisme plan les chaînes cinématiques qui ne compor- 
tent que des couples de classe V. Les éléments des mécanismes substi- 
tutifs obtenus par le procédé décrit plus haut produiront dans la posi- 
tion considérée des mouvements de la même nature que les mécanis- 
mes d'origine à couples supérieurs. Aussi, en étudiant la classifica- 
tion des mécanismes, peut-on se borner aux seuls mécanismes dont 
tous les couples supérieurs sont remplacés d'avance par des chaînes 
correspondantes composées de couples de classe V. 

11 ressort de la relation (3.3) que la condition à laquelle doivent 


satisfaire les groupes ne comportant que des couples de classe V 
a pour expression : 


3n — 2ps = 0, 
d'où 


Ps = _ R; (3.4) 


ce qui veut dire que le nombre de couples de classe V dans le groupe 
doit être égal à trois moitiés du nombre de ses éléments. 

Puisque les nombres d'éléments et de couples ne peuvent être 
qu'entiers, la condition (3.4) ne sera vérifiée que par les combinai- 
sons suivantes des nombres d'éléments et de couples cinématiques 
dans le groupe (tableau 2): | 


Tableau 2 


‘En se donnant différentes combinaisons de ces nombres vérifiant 
la condition (3.4), on obtient des groupes de formes différentes. 
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£ Tous les groupes ainsi obtenus se divisent 
en classes. On verra plus loin que la division 
des groupes en classes est liée aux méthodes 
d'analyse cinématique et d’analyse des for- 
5 ces propres aux groupes de chaque classe. 
BG, 7m 4. La combinaison la plus simple des 
Se à nombres d'éléments et de couples vérifiant 
Fig. 3.7. Schéma d'un la Condition (3.4) est nr — 2 et ps — 3. Vu 
groupe à deux entraîneurs que tout groupe joint à l’élément menant et 
de première espèce. au bâti constitue une chaîne cinématique fer- 
mée, on peut affirmer que le nombre d'élé- 
ments par lesquels le groupe se joint à ceux-ci ne peut être inférieur à 
deux. Alors dans le groupe élémentaire considéré constitué par trois 
couples cinématiques deux éléments sont disponibles, si bien que le 
groupe a la forme générale montrée sur la figure 3.7. On y voit le 
groupe BCD formé de deux éléments.et de trois couples cinématiques 
de rotation. Ce groupe peut se joindre par B et D à deux éléments 
quelconques k et m du mécanisme. Comme parmi les conditions 
d'adjonction du groupe il y a celle selon laquelle le groupe ne doit 
pas se joindre par ses parties d'extrémité B et D à un seul et même 
élément, on peut joindre le groupe à un mécanisme de classe Ï cons- 
titué par l'élément menant 2 et le bâti Z (fig. 3.5), la partie D s'as- 
sociant à l'élément menant 2 et la partie B, au bâti Z. Le degré de 
mobilité du mécanisme qui en résulte sera égal à l’unité, car on a 
fait l’adjonction à ur mécanisme de classe I. Le même groupe peut 
se joindre tout aussi bien à deux mécanismes de classe I (fig. 3.6), 
mais cette fois le mécanisme aura deux degrés de mobilité. 

Le groupe comprenant deux éléments et trois couples de classe V 
est dit groupe de classe IT de second ordre, ou groupe à deux entraîneurs 
parce que l’adjonction de ce groupe au mécanisme principal est 
opérée par deux entraîneurs BC et DC. 

L'ordre du groupe est déterminé par le nombre de parties des élé- 
ments par lesquels le groupe vient se joindre au mécanisme principal. 
Les mécanismes ne comportant aucun groupe supérieur à la classe II 
sont dits mécanismes de classe II. 


K\ 


Fig. 3.8. Schéma d'un Fig. 3.9. Schéma d’un Fig. 3.10. Schéma d'un 

groupe à deux entraî- groupe à deux entraî- groupe à deux entrai- 

neurs de deuxième es  neurs de troisième es- neurs de quatrième 
pèce. pèce. espèce. 
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Fig. 3.11. Schéma d'un Fig. 3.12. Schéma d’un Fig. 3.13. Schéma du méca- 
groupe à deux entraÿ- groupe à trois entraîÿ- nisme de classe III compre- 
peurs de cinquième es- neurs ne comportant nant un groupe à trois en- 
pèce. que des couples de ro-  traîneurs joint au mécanisme 

tation. de classe I. 


5°. Le groupe montré sur la figure 3.7 comprend deux éléments et 
trois couples de rotation. Une telle combinaison d’éléments et de 
couples sera désignée comme première espèce du groupe de classe II. 

On obtient toutes les autres espèces du groupe de classe II en 
substituant à certains couples de rotation des couples de translation. 

Deuxième espèce : le couple de translation remplace un des couples 
de rotation extrêmes (fig. 3.8). 

Troisième espèce (fig. 3.9): le couple de translation remplace le 
couple de rotation médian. 

Quatrième espèce (fig. 3.10) : les deux couples de rotation extrêmes 
sont remplacés par deux couples de translation. 

Cinquième espèce (fig. 3.11) : les couples de translation remplacent 
un couple extrême et le couple de rotation médian. 

Il peut sembler qu’on puisse aller plus loin et remplacer tous les 
trois couples de rotation par des couples de translation. Or, on s’as- 
sure que dans ce cas après l’adjonction au bâti le groupe aura un 
degré de mobilité, c'est-à-dire deviendra un mécanisme plan ne com- 
portant que des couples de translation (fig. 2.17). Ainsi donc, les 
mécanismes plans comportant des couples de rotation, de transla- 
tion et des couples supérieurs des classes IV et V n’ont que cing espèces 
de groupes de classe IT. 

La plupart des mécanismes modernes employés en technique 
appartiennent aux mécanismes de classe II. 

6°. Envisageons maintenant la deuxième combinaison possible 
des nombres d'éléments et de couples cinématiques formant le 
groupe. En vertu de l'égalité (3.4), le groupe qui aura le nombre sui- 
vant d'éléments devra contenir quatre éléments et six couples de 
classe V. Dans le cadre de cette combinaison, on obtient trois types 
de chaînes cinématiques qui se forment. selon des principes structu- 
raux différents. 

La première chaîne cinématique, montrée sur la fig. 3.12. se 
compos de l'élément EGF comportant trois entraîneurs : EB, GC et 
FD. Cette chaîne représente une chaîne cinématique non fermée 
composée. C’est un groupe de classe III de troisième ordre qui s’ap- 
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pelle groupe à trois entraîneurs. L’adjonction de ce groupe au mécanis- 
me principal se réalise au moyen de trois entraîneurs EB, GC et FD, 
dont les parties B, C et D, dans le cas général, forment des couples 
avec les éléments k, m et [ appartenant au mécanisme principal 

Ce groupe a une particularité : son élément EFG, qui fait partie 
de trois couples cinématiques, forme un contour fermé triangulaire 
rigide que l’on peut considérer comme étant constitué par trois élé- 
ments EG, GF et FE formant les couples cinématiques. On dit que 
l'élément EFG est l'élément de base. Le groupe se joint au mécanisme 
principal par les parties B, Cet D de ses entraîneurs EB, GC et FD 
(fig. 3.13). Le groupe est lié en B à l'élément menant k,etenCetD, 
au bâti m.. : 

Les mécanismes ne comportant aucun groupe supérieur à la 
classe III, troisième ordre, sont dits mécanismes de classe III. 

De cette façon, le mécanisme représenté sur la figure 3.13 est un 
mécansime de classe III. 

7°. La deuxième chaîne cinématique possible comportant quatre 
éléments et six couples inférieurs est montrée fig. 3.14. Cette chaîne 
cinématique fermée se joint aux éléments À et m du mécanisme prin- 
cipal non pas par les parties des entraïneurs mais par les parties 
libres G et B appartenant aux éléments de base EGF et CDB. A la 
différence du groupe précédent, le groupe donné possède, en plus des 
deux éléments de base BCD et EGF formant deux contours rigides, 
encore un contour fermé quadrilatéral mobile CEFD. 

Les groupes comprenant des contours fermés quadrilatéraux se 
rapportent à la classe IV. Donc, le groupe représenté sur la figure 3.15 
est un groupe de classe IV de second ordre, car il se joint au mécanisme 
principal de classe Î par deux parties B et G (fig. 3.15): il est lié en B 
à l'élément: menant 2, et en G, au bâti J. 

Les mécanismes ne comportant aucun groupe supérieur à la clas- 
se IV, second ordre, sont dits mécanismes de classe IV. 

Ainsi donc, le mécanisme représenté sur la figure 3.15 est un 
mécanisme de classe IV. 

Le troisième type possible de la chaîne cinématique à quatre 
éléments et à six couples cinématiques est donné sur la figure 3.16. 
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Fig. 3.14. Schéma d’un Fig. 3.15. Schéma du mé- Fig. 3.16. Chaîne cinéma- 
groupe de classe IV à  canisme declasseIVcom- tique à quatre éléments 
contour fermé. portant un groupe en se divisant en deux grou- 
quadrilatère fermé. pes à deux entraïneurs. 
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Cette chaîne se décompose en deux groupes élémentaires de classe II, 
BCD et EFG; pour cette raison elle se rapporte aux types déjà vus 
et n'apporte rien de nouveau. 

8°. Si le mécanisme comporte des groupes de classes différentes, 
on définit sa classe d'après-le groupe de la classe la plus élevée. Par 
exemple, si un mécanisme est formé de deux groupes, un groupe de 
classe IV et un groupe de classe III, il se rapporte aux mécanismes 
de classe IV. 

En définissant la classe d’un mécanisme, il est nécessaire d’indi- 
quer lesquels des éléments sont menants, car la classe du mécanisme 
peut changer en fonction du choix des éléments menants. Reprenons, 
par exemple, le mécanisme représenté sur la figure 3.13 et choisissons 
pour élément menant non pas l'élément AB mais l'élément DF; 
on se trouve alors en présence d'un mécanisme de classe II, comme 
étant formé de deux groupes de classe II (groupes FGC et EBA). 
Etant donné que les groupes de classe II ne peuvent avoir d’autre 
ordre que le second (groupes à deux entraîneurs) nous n'’indiquerons 
pas par la suite l’ordre du groupe lorsqu'il s’agit d’un groupe de 
classe II. 

90. Si à côté des couples cinématiques inférieurs le mécanisme 
contient également des couples supérieurs, il est toujours possible, 
en faisant usage de la méthode de substitution exposée au $ 10, de 
remplacer tous les couples de cette nature par des chaînes cinémati- 
ques à couples inférieurs, après quoi la détermination de la classe 
et de l’ordre du mécanisme se fait sans difficulté. 

Soit donné, par exemple, un mécanisme dont les éléments ? et 4 
(£ig. 3.17) font partie d’un couple supérieur H, qui représente un 
couple de classe IV. Le couple Æ est dans ce cas formé de deux courbes 
tangentes a et b, la courbe «a étant liée à l'élément 2? et la courbe b, 
à l'élément 4. Faisons passer par le point H une normale commune 
N — N aux deux courbes a et b et marquons sur cette normale les 
points Get F', qui sont les centres de courbure de ces courbes. L'élé- 
ment conventionnel GF, introduit en vue de substituer le couple 
supérieur À, a une longueur égale à 


GF = p1 + Por 


où p. et p, sont les rayons des courbes a et b au point F7, et constitue 
avec l'élément 2 un couple de rotation G, et avec l'élément 4, un 
couple de rotation F. 

Le schéma du mécanisme substitutif est donné fig. 3.18. Dans 
le cas général la longueur de l’élément 6 est variable si p, et p, sont 
différents en différents points des courbes. Dans ce cas les longueurs 
AG, BG, CF et DF des éléments 2 et 4 sont variables aussi. 

Si l'élément 2 est menant, le mécanisme de la figure 3.18 appar- 
tient à la classe III, car dans ce cas il est formé par l'adjonction au 
mécanisme principal — au mécanisme de classe Ï (élément 2 et 
bâti Z) — d’un groupe à trois entraîneurs de classe III constitué par 
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Fig. 3.17. Schéma d’un mécanismecom- Fig. 3.18. Schéma du mécanisme de 
portant un couple supérieur. classe IV substitué au mécanisme de 


la figure 3.17. 


les éléments 3, 4, 5 et 6. Par contre, si c'est l'élément 5 qui est 
menant, le mécanisme appartient à la classe IV, puisqu'il est formé 
par un groupe de classe IV de second ordre composé des éléments 2, 3, 
4 et 6. Ce groupe est joint au mécanisme principal par les parties de 
deux couples À et D. 

Pour diviser les mécanismes en groupes, on recommande la suc- 
cession suivante. 

Soit donné un mécanisme constitué par le bâti, un élément menant 
(ou plusieurs éléments menants) et quelques groupes de classes dif- 
férentes. On commence par essayer de séparer du mécanisme les 
groupes de classe II. Ce faisant, chaque fois qu’un groupe est séparé, 
on doit s'assurer que la chaîne cinématique restée possède le même 
degré de mobilité que le mécanisme primitif et qu'il ne reste aucune 
partie d’un élément qui ne participe à un couple cinématique. Si la 
séparation des groupes de classe II s'avère impossible, on passe aux 
groupes de classe III et l’on essaie de les séparer. Après les groupes 
de classe IIT, on entreprend les mêmes tentatives avec les groupes de 
classe IV, et ainsi de suite. 

Après la séparation de tous les groupes, il doit rester le bâti et le 
ou les éléments menants. 

Exemple 1. La figure 3.19 représente le schéma du mécanisme 
du moteur. On demande de déterminer la classe du mécanisme et 
l'ordre des groupes adjoints. La manivelle 2 forme un couple de rota- 
tion de classe V avec le bâti Z. Ensuite la bielle 3 forme un couple de 
rotation de classe V avec la manivelle 2 et un couple de rotation de 
classe V avec le piston 4. Le piston 4 constitue un couple de transla- 
tion de classe V avec le cylindre qui est solidaire du bâti 7. La bielle 
3 forme un couple de rotation de classe V avec l'élément 5 qui cons- 
titue, à son tour, un couple de rotation de classe V avec l’élément 6. 
L'élément 6 constitue un couple de rotation de classe V avec le bâti 7 
et un couple de rotation de classe V avec la bielle 7 du compresseur. 
La bielle 7 forme un couple de rotation de classe V avec le piston 8 
du compresseur, qui forme, à son tour, un couple de translation de 
classe V avec le cylindre solidaire du bâti Z. De cette façon, le méca- 
nisme est constitué par huit couples de rotation de classe V, deux 
couples de translation de classe V et sept éléments mobiles. 


56 


On a doncn=7et ps —=10. 
Puisque le mécanisme ne 
possède aucun degré de liber- 
té inutile ni aucune liaison 
passive, son degré de mobi- 
lité, d’après la formule de 
Tchébychev, est égal à 

w = 3n — 2ps — p, — 
— 3+7 — 2.10 = 1, 


c'est-à-dire que le mécanis- 
me possède un seul degré de 
mobilité et qu’il doit avoir, 
pour cette raison, un élé- 
ment menant. LL 

Pour déterminer la clas- / 
se du mécanismeet l'Ordre Lie 3 49. schéma du mé- Fig. 3.20. Sché- 
des groupes joints, dessi- Canisme du moteur repré- ma cinématique 
nons le schéma cinématique sentant les détails cons du mécanisme 
du mécanisme en question  tructifs de ses éléments. du moteur re- 
(fig. 3.20). D 

Si l'on choisit comme élé- ES 
ment menant l'élément 2 (la 
manivelle 4B du moteur), le mécanisme doit être rapporté à la classe 
IT, car il est formé de trois groupes de classe 11 dont le premier est com- 
posé des éléments 3 et 4 qui constituent deux couples de rotation £#, 3 
et 3, 4 et un couple de translation 4, Z; c’est un groupe de classe II de 
seconde espèce. Le deuxième groupe réunit les éléments 5 et 6 qui 
forment trois couples de rotation 3, 5; 5, 6 et 6, 1; c’est un groupe de 
classe II de première espèce. Enfin le troisième groupe est constitué 
par les éléments 7 et 8 qui forment deux couples de rotation 6, 
7 et 7, 8 et un couple de translation &, 7; c’est un groupe de classe II 
de seconde espèce. 

Si c’est l'élément & (le piston du compresseur) qui est menant, le 
mécanisme appartient à la classe III, car dans ce cas les éléments. 
menés et les couples qu'ils forment constituent deux groupes, dont 
l’un est un groupe trientraîné de classe II], et l’autre, un groupe de 
classe IT. Le premier groupe réunit les éléments 2, 3, 4 et 5 qui for- 
ment cinq couples de rotation 2, Z; 2, 3; 3, 5; 5, 6 et 3, 4 et un couple 
de translation 4, 1; le deuxième groupe, qui appartient à la classe II, 
première espèce, est composé de deux éléments 6 et 7 qui forment 
trois couples de rotation 6, 1; 6, 7 et 7, 8. 

Enfin, si nous choiïisissons comme élément menant l'élément 4 
(le piston du moteur), le mécanisme appartient à la classe IT. car 
nous avons alors, de même que dans le premier cas, trois groupes de 
classe II. 

Exemple 2. La figure 3.21, «a montre le schéma cinématique du 
mécanisme de distribution à cames du moteur. La came 2, en tour- 
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nant autour de l'axe À, agit sur le ga- 
let 3 monté sur le levier oscillant 4. 
Le levier 4 transmet le mouvement par 
son galet 5 à la soupape 6 mobile dans 
ses guides F. Le mécanisme est formé 
par cinq éléments mobiles, quatre cou- 
ples de rotation de classe V, un couple 
de translation de classe V et deux cou- 
ples de classe IV; les mouvements de 
tous les éléments sont parfaitement 
déterminés. Or, en vertu de la formule 
de Tchébychev on a 


w = Sn — 2ps — Pi — 
=3.9 —2.5 — 2 — 3, 


ce qui signifie que le mécanisme pos- 
sède deux degrés de liberté inutiles 
qui sont traduits par la possibilité de 
rotation des galets 3 et 5 autour de 
| | leurs axes Cet E (fig. 3.21, a). Eneffet, 
je AE Jo. : Fete : nous supprimons la possibilité de 
tique: b) schéma sans galets: ladite rotation, par exemple en ren- 
<) schéma du mécanisme substi- dant les galets solidaires du levier 4, 
tutif. la nature du mouvement du mécanisme 
dans son ensemble ne changera pas. 
Aussi peut-on supprimer les éléments 3 et 5, car leurs dimensions 
n'ont aucune importance pour la cinématique du mécanisme. 

On voit fig. 3.21, b le schéma cinématique du mécanisme après 
la suppression des galets. Pour former le couple cinématique 2, 4 
de classe IV avec la came Z et le levier 4 (en C), on a substitué à la 
courbe de la came 7 le lieu géométrique des positions relatives du 
centre du galet 3, et pour former le couple cinématique 4, 6 de clas- 
se IV avec le levier 4 et la soupape 6 (en £E), on a élevé le plateau 
a — a de la soupape d’une hauteur égale au rayon du galet 5 (nou- 
velle position du plateau: a’ — a”). 

Les galets étant supprimés, le nombre d'éléments mobiles est 
devenu égal à trois (2 = 3), celui de couples de classe V, également 
à trois (ps = 3) et le nombre de couples de classe IV, à deux (p4 = 2). 
Il n’y a maintenant aucun degré de liberté inutile, si bien que la 
formule de structure du mécanisme considéré se présente comme ceci: 


w = 3n — 2ps — py, = 33 — 2-3 — 2 = 1, 


c'est-à-dire que le mécanisme a un seul degré de mobilité. 

Pour déterminer la classe du mécanisme et l’ordre des groupes 
joints, il est nécessaire d'abord de substituer à tous les couples 
supérieurs de classe IV des chaînes cinématiques à couples inférieurs 
de classe V. Pour remplacer le couple 2, 4 de classe IV (fig. 3.21, b), 
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on fait passer par le point de contact C des éléments 2 et 4 la normale 
N — N au profil de la came 2, et l’on relie le point PB, centre de 
courbure de ce profil en C, au point À. Le segment de droite BC 
est un élément conventionnel 3 qui constitue deux couples de rota- 
tion 4, 3 et 2, 3 de classe V. 

Pour remplacer le couple 4, 6 de classe IV, on introduit un élé- 
ment conventionnel 5 (le coulisseau) qui forme un couple de rota- 
tion 4, S de classe V et un couple de translation 5, 6 également de 
classe V. Après l'introduction des éléments conventionnels indiqués 
qui viennent se substituer aux couples supérieurs, nous avons obtenu 
un mécanisme substitutif, dont on voit le schéma cinématique sur la 
figure 3.21, c. 

Si l'élément menant est l’élément 2, la chaîne cinématique formée 
par les éléments mobiles 3, 4, 5 et 6 se décompose en deux groupes de 
classe IT : l’un est constitué par les éléments 3 et 4 qui forment trois 
couples de rotation 2, 3; 3, 4 et 4, 1; l’autre réunit les éléments 5 
et 6 qui forment un couple de rotation 4, 5 et deux couples de transla- 
tion 5, 6 et 6, I. Le premier est un groupe de première espèce, le 
deuxième, un groupe de cinquième espèce. 

Si c'est l'élément 6 qui est menant, la chaîne cinématique formée 
par les éléments menés 5, 4, 3 et 2 se divise en deux groupes de clas- 
se IT, dont l’un, réunissant les éléments 2 et 3, appartient à la pre- 
mière espèce, et l’autre, composé des éléments 4 et 5, à la seconde 
espèce. 

Si l'élément menant est l'élément 4, nous retrouvons à nouveau 
deux groupes de classe IT: un groupe est de première espèce (élé- 
ments 2 et 3), l’autre groupe, de cinquième espèce (éléments 5 et 6). 

Donc, quel que soit l’élément menant, le mécanisme considéré 
appartient toujours à la classe II. 

Pour déterminer le degré de mobilité du mécanisme substitutif, 
dans lequel tous les couples supérieurs sont remplacés par des chaî- 
nes cinématiques à couples inférieurs (fig. 3.21 c), faisons usage de la 
formule de Tchébychev. La formule de structure du mécanisme sera : 


w = 3n — 2ps = 35 — 2.7 — À, 


car on a dans le schéma cinématique (fig. 3.21, c) nr — 5, ps = 7 
et D, — 0. 

Le mécanisme possède donc un seul degré de mobilité et doit 
avoir, pour cette raison, un seul élément menant. 


DEUXIÈME SECTION 
ANALYSE CINÉMATIQUE DES MÉCANISMES 


CHAPITRE IV 


ÉTUDE CINEMATIQUE DES MÉCANISMES PLANS À LEVIERS 
AR LA MÉTHODE GRAPHIQUE 


$ 14. Les centroïdes dans les mouvements absolu 
et relatif 


1°. Le problème essentiel de la cinématique des mécanismes est 
l'étude du mouvement des éléments des mécanismes, indépendamment 
des forces qui agissent sur ces éléments. 

On sait du cours de la Mécanique théorique que le mouvement plan 
d’un corps solide (d’un élément du mécanisme) peut être assimilé, 
à chaque instant, à une rotation autour d'un point appelé centre 
instantané de rotation. Nous pouvons considérer le mouvement des 
éléments dans les mécanismes par rapport au bâti ou par rapport 
à n’importe lequel des autres éléments du mécanisme. Si nous consi- 
dérons le mouvement de l’élément par rapport au bâti comme le 
mouvement absolu, nous disons que le centre instantané de rotation 
correspondant est le centre instantané de rotation dans le mouvement 
absolu de l'élément considéré. Si l'élément est considéré dans son 
mouvement par rapport à n'importe quel autre élément mobile du 
mécanisme, nous disons que le centre 
instantané de rotation correspondant 
est le centre instantané de rotation dans 
le mouvement relatif des éléments con- 
sidérés. 

La figure 4.1 représente le schéma 
du mécanisme d’un quadrilatère arti- 
£ culé. Les centres instantanés de rota- 

Dr tion des éléments 2 et 4 par rapport 

au bâti Z se confondent avec les points 

D A lo nt A et D respectivement. Désignons ces 
tres instantanés de rotation. centres par P.,et P,, respectivement. 
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Le centre instantané de rotation de l'élément 3 par rapport à l’élé- 
ment 2 est le point B, que nous désignons par P.. Enfin, le centre 
instantané de rotation P,4 de l'élément 4 par rapport à l'élément 3 
se confond avec le point C. 

20. Pour trouver le centre instantané de rotation de l'élément 3 
par rapport au bâti Z, on prolonge les droites BA et CD : leur point 
de croisement est le centre instantané de rotation P., de l'élément 3 
par rapport au bâti Z. On sait de la mécanique théorique que le centre 
instantané de rotation se situe à l'intersection des perpendiculaires 
aux directions des vitesses des points de l’élément. Dans le mécanisme 
représenté fig. 4.1 les droites AB et DC sont justement les perpendi- 
culaires aux vecteurs vitesses des points B et C. 

Les centres instantanés P, P,, et P., dont les indices repré- 
sentent les combinaisons des chiffres 1, 2, 3 deux par deux, s’alignent 
sur une même droite. C'est aussi le cas des centres instantanés P,:, 
Pu et Pa, dont les indices représentent les combinaisons des chif- 
fres 14, 3 et 4 deux par deux. Cela résulte du théorème bien connu de 
mécanique sur la composition de deux rotations autour des axes paral- 
lèles : la rotation résultante a lieu autour d’un axe qui se situe dans 
le plan des deux autres axes et qui est parallèle à ces derniers. On 
peut faire usage de cette propriété, par exemple, pour rechercher le 
centre instantané de rotation P,. dans le mouvement relatif de 
l'élément 4 par rapport à l'élément 2. Le centre instantané de rota- 
tion P,, doit se trouver en même temps sur la droite reliant les 
centres instantanés P4 et P,4 et sur celle reliant les centres P., 
et P,:, c'est-à-dire que le centre instantané de rotation P,, se situe 
à l'intersection des droites CB et DA. Cette propriété des centres 
instantanés de rotation a été définie pour la première fois par le 
savant britannique Kennedy. 

30. La propriété montrée des centres instantanés de rotation 
permet de rechercher tous les centres 
instantanés de rotation dans le méca- 
nisme donné. Soit donné un mécanisme 
à coulisseau et manivelle (fig. 4.2). Dé- 
signons les centres instantanés de rota: 4 
tion dans les points À, B et C par P., / 
Ps ot P,s. Le centre instantané P,, / 
se situe à l'infini sur la droite perpen- 
diculaire à l’axe de translation x — zx 
du coulisseau 4. Relions entre eux les 
centres instantanés de rotation P., et 
P;: et prolongeons la droite P,,P. 
jusqu'à l'intersection en Pa avec la | 
droite P,3P 4, c’est-à-dire avec la droi- 
te perpendiculaire au guide z — z (le 
point P,, est à l'infini). Nous obtenons A L 2. Schéma du nn pere 
le centre instantané de rotation PA de nent men ne avec 


j k indication des centres instanta- 
l'élément 3 par rapport à l'élément 7. nés de rotation. 
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Fig. 4.3. Schéma du mé- Fig. 4.4. Schéma du mé- Fig. 4.5. Schéma du 
canisme à coulisse à un  canisme à coulisse à deux uns à came 
couple de translation avec couples de translation avec ne des 
indication des centres ins- avec indication des cen- centres instantanés de 
tantanés de rotation. tres instantanés de rota- rotation. 
tion. 


Pour déterminer le centre instantané de rotation P,, dans le mou- 
vement de l’élément 4 par rapport à l’élément 3, relions entre eux 
les centres instantanés de rotation P,,et P4 et prolongeons cette 
droite jusqu'à l’intersection en P,, avec la droite réunissant les cen- 
tres instantanés de rotation P., et P,,, c'est-à-dire avec la droite 
menée par le point P., perpendiculairement au guide + — x. 

Les figures 4.3 et 4.4 représentent les centres instantanés de rota- 
tion de deux mécanismes à coulisse. Le centre instantané de rota- 
tion P3 (fig. 4.4) se trouve à l'infini et se situe sur la droite reliant 
les centres P, et P,s 

La figure 4.5 montre un mécanisme à came. Le centre instantané 
de rotation P.,, de l’élément 2 par rapport au bâti 7 se trouve au 
point À. Le centre instantané de rotation P.. de l’élément 3 par 
rapport à l'élément 2 se situe sur la normale nr — n dressée en C 
au profil de la came 2, c’est-à-dire sur la droite perpendiculaire à la 
droite a — a. Le centre instantané de rotation P., de l'élément 3 
par rapport à l’élément 7 est à l’infini sur la droite perpendiculaire 
à l’axe y — y de translation de l’élément 3. Aussi le centre instantané 
de rotation P.. de l'élément 3 par rapport à l’élément 2 se trouve-t-il 
à l'intersection de la droite P.,P., reliant les centres instantanés 
Pa et Pan avec la normale nr — n menée par le point C. 

4°. De la mécanique théorique, on sait que le lieu géométrique 
des centres instantanés de rotation est une courbe appelée centroïde. 

La figure 4.6 montre le mécanisme à quatre éléments articulés 
d’un antiparallélogramme dont les éléments opposés sont égaux 
deux à deux. On demande de construire la centroiïide dans le mouve- 
ment de l'élément 2 par rapport à l’élément 4. Admettons que l’élé- 
ment 4 soit fixe (considérons-le comme le. bâti). Le centre instantané 
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de rotation P.,, se situe à l’inter- 
section des droites AB et CD. Fai- 
sons tourner l’élément AB d'un 
tour complet. Le lieu géométrique 
des points P., forme la centroïde 
CS, qui est en l'occurrence une 
ellipse de foyers en À et D. Puis- 
que c’est l'élément 4 que nous 
avons choisi comme bâti, la cen- 
troïide C{ appartient à cet élément 
et peut en être rendue solidaire. 
Si l’on demande de construire la 
centroide dans le mouvement a SE 
l'élément 4 par rapport à l'élé- Lie D porto 
ment 2, ne til au bâti Srèmme articulé avec indication des 


RÉ centroïdes dans le mouvement relatif 
l'élément Z2et nous cherchons tou- des éléments 2 et 4. 


tes les positions successives du 

centre instantané P,,. La courbe C5, qui représente une ellipse 
ayant ses foyers en C et B, sera la centroïde dans le mouvement de 
l'élément 4 par rapport à l’élément 2. Appartenant à l'élément 2, 
la centroide C# peut en être rendue solidaire. À ce moment-là tous. 
les mouvements de l'élément 2 par rapport à l'élément 4, et récipro- 
quement, tous les mouvements de l'élément 4 par rapport à l'élément 2? 
peuvent être réalisés par roulement sans glissement des centroïdes 
construites C$% et C# l’une sur l'autre. En fonction de l'élément du 
mécanisme ABCD choisi pour bâti, les centroïdes C£ et C#5 peuvent 
avoir lieu ou bien dans le mouvement absolu, ou bien dans le mou- 
vement relatif de l’élément. Ainsi, en immobilisant l'élément 4 
et la centroïde C%% qui en est solidaire, nous pouvons représenter le 
mouvement absolu de l'élément 2 comme le roulement sans glisse- 
ment de la centroïde mobile C# (roulante) sur la centroïde fixe C£ 
(base). 

Ainsi, les centroïdes C%5 et C3 jouent dans ce cas respectivement 
le rôle de roulante et de base dans le mouvement absolu de l’élé- 
ment 2. Réciproquement, si nous immobilisons l'élément 2, la cen- 
troïde C%% sera la base et la centroïde C# la roulante dans le mouve- 
ment absolu de l'élément 4. 

Si nous immobilisons maintenant un des éléments 7 ou 3, les 
deux centroïdes C£ et C£ deviennent roulantes. Leur roulement 
relatif reproduira le mouvement relatif des éléments 2 et 4. Les 
centroïdes C% et C4 seront les centroïdes dans le mouvement relatif. 

Si l’on immobilise l'élément 7, la centroïde C% tournera autour 
de l’axe À, et la centroïde C# autour de l'axe B. La rotation des élé- 
ments {et 2 autour des axes À et B suivant la loi de l’antiparallélo- 
gramme articulé peut donc être reproduite également en emmanchant 
sur ces axes deux roues de frictions elliptiques ayant comme profils 
les centroïdes C% et C£Æ, substituant de cette façon au mécanisme 
de l’antiparallélogramme articulé le mécanisme des roues de friction 
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elliptiques. Le mouvement décrit est possible à condition que soit 
assurée la liaison entre les centroïdes permettant leur mouvement 
sans glissement. 

5°. Comme on l’a montré plus haut, il est possible de rechercher 
sur tout mécanisme et en toute position tous les centres instantanés 
de rotation dans les mouvements absolu et relatif de ses éléments. 
Donc, si un mécanisme produit un mouvement quelconque, on peut 
toujours reproduire le même mouvement des éléments à l’aide d’un 
autre mécanisme conçu sous la forme de deux centroïdes conjuguées. 

Par exemple, la transmission du mouvement entre les manivel- 
les AD et CB de l’antiparallélogramme articulé de la figure 4.6 peut 
être reproduite par deux roues de friction elliptiques, les lois du 
mouvement des éléments restant les mêmes que dans le mécanisme de 
l'antiparallélogramme articulé. Les mécanismes dans lesquels la 
transmission du mouvement est réalisée par des centroïdes sont 
appelés mécanismes centroïdaux. En pratique, il est rare qu’un méca- 
nisme centroïdal produise intégralement tout le mouvement désiré, 
les centroïdes se présentant quelquefois sous la forme de courbes de 
profil compliqué (comportant des points doubles, des points à l’infini, 
etc.). 


$ 15. Cinématique des éléments menants 
des mécanismes 


1°. L'étude cinématique d’un mécanisme, c’est-à-dire l'étude 
du mouvement des éléments du mécanisme sans tenir compte des 
forces qui produisent ce mouvement, se réduit essentiellement 
à trois problèmes suivants: 

a) recherche des espaces parcourus par les éléments et des trajec- 
toires suivies par les points des éléments, 

b) recherche des vitesses des points isolés des éléments et des 
vitesses angulaires des éléments, 

c) recherche des accélérations des points isolés des éléments et des 
accélérations angulaires des éléments. 

Si le mécanisme possède un seul degré de mobilité, alors les 
espaces, les vitesses et les accélérations des éléments menés et des 
points du mécanisme sont fonctions des espaces, des vitesses et des 
accélérations de l’un des éléments du mécanisme, considéré comme 
menant. Si le mécanisme a plusieurs degrés de mobilité, les espaces, 
les vitesses et les accélérations des éléments menés et des points du 
mécanisme sont fonctions des espaces, des vitesses et des accélérations 
correspondants des éléments du mécanisme considérés comme menants. 
Le nombre d'éléments menants doit être égal au nombre de degrés de 
mobilité du mécanisme, ou, ce qui revient au même, au nombre de 
coordonnées généralisées du mécanisme. 

20, Voyons tout d’abord de quelle façon peuvent être définies 
les lois de mouvement des éléments menants. Dans la suite, nous 
appellerons ces lois fonctions des espaces, fonctions des vitesses et 
fonctions des accélérations. 
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Élément 
menant 


a) ô) 


Fig. 4.7. Schémas des éléments menants: a) l'élément forme avec le bâti un cou- 
ple de rotation; b) l'élément forme avec le bâti un couple de translation. 


La fonction des espaces peut être définie, par exemple, sous forme 
analytique, c’est-à-dire qu'elle définit l’espace parcouru par l’élé- 
ment menant en fonction du temps. 

Si l'élément menant constitue un couple de rotation avec le bâti 
(fig. 4.7, a), on donne la fonction @ =  (t), où est l’angle de rota- 
tion de l’élément menant dans le système de coordonnées fixe xzOy 
lié au bâti et { le temps. Si l’élément menant forme un couple de 
translation (fig. 4.7, b), on donne la fonction s = s(t), où s est 
l'espace parcouru par un point quelconque À de l’élément menant 
dans le système de coordonnées fixe zOy lié au bâti et { le temps. 

Les fonctions @ = œ (t) et s = s(t) peuvent aussi être définies 
graphiquement, sous forme de courbes (fig. 4.8), en portant en ordon- 
née les angles de rotation œ (fig. 4.8, a) ou les espaces s (fig. 4.8, b) 
à une échelle choisie 4, ou u, et en abscisse, le temps t à une échelle 
choisie lu. 

A l’aide de ces courbes (fig. 4.8), on détermine aisément la valeur 
numérique de l’angle œ ou de l’espace s pendant tout laps de temps 
désiré. Prenons, par exemple, un point à sur la courbe de la figu- 
re 4.8, a; l’angle de rotation ®, de l'élément menant à partir de la 
position initiale, avec œ@ égal à q, —= 0, se détermine comme suit: 


Pi — Po = Hç'b, 
où b est un segment mesuré en mm. 
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Fig. 4.8. Courbes des mouvements demandés de l'élément menant : a) courbe des 
déplacements angulaires; b) =ourbe des déplacements linéaires. 
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De même, le temps t; pendant lequel l'élément menant a tourné 
de l'angle o, est égal à 


Li — lo = l1a, 


où a est un segment mesuré en mm. 

30. Dans certains problèmes de construction, la loi du mouve- 
ment de l’élément menant peut être définie sous la forme de fonc- 
tions des vitesses © = & (f) ou v = v (t). 

Alors le passage de la fonction des vitesses aux fonctions des 
espaces se réalise par le calcul des intégrales 


l; 


t; 
Pi — Po = | o(t)d, si—s=— | v (t) dt, (4.1) 
to to 


Où Por So Et {o Sont l'angle, l’espace et le temps correspondant à la 
position initiale de l'élément menant. 

Enfin, si la loi du mouvement de l’élément menant est définie 
sous la forme des fonctions des accélérations & = & ({) ou a = a (t), 
on passe aux fonctions des vitesses en calculant les intégrales 


ti ti 
O; — Oo = | e(t)dt, vi—v— { a (t) dt, (4.2} 


to lo 


où @y Lo et , Sont la vitesse angulaire, la vitesse linéaire et le temps 
correspondant à la position initiale de l'élément menant. 

Après avoir trouvé les fonctions des vitesses à l’aide des égalités 
(4.2), on peut chercher aussi les fonctions des espaces en employant 
les égalités (4.1). Ainsi donc, la recherche des fonctions des espaces 
a partir des fonctions données des vitesses se réduit au calcul de 
l'une des intégrales (4.1), et quand on donne la fonction des accélé- 
rations, au calcul successif de deux intégrales (4.2) et (4.1). En résu- 
mé, si la loi du mouvement de l'élément menant est définie par 
les fonctions des vitesses ou des accélérations et si les conditions 
initiales sont connues, on peut toujours passer aux fonctions des 
espaces. 


$ 16. Vitesses et accélérations analogues 


1°. Pendant l'étude cinématique des mécanismes. il est commode 
d'exprimer les vitesses et les accélérations des éléments menés et de 
leurs points en fonction de la rotation q ou de l'espace s parcouru 
par l'élément menant. 

Par exemple, si l’angle de rotation œ; d'un k-ième élément est 
donné sous la forme de la fonction œ, = 4 (p), la vitesse angulaire 
wo, de cet élément peut être exprimée comme suit: 


Le dx dx dp © dr 


dt — dg à pr TR (4.8) 
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où © est la vitesse angulaire de l’élément menant, mesurée en rd/s, 


#? d Ld e e e 
et Op —= x = 2Tk est la vitesse angulaire sans dimension du 


d 
k-ième élément. La vitesse angulaire sans dimension «, est appelée 
vitesse angulaire analogue du k-ième élément. 

La vitesse angulaire réelle w; est donc égale au produit de la 
vitesse angulaire w de l'élément menant par la vitesse angulaire 
analogue w, du k-ième élément. 

Dérivant l'équation (4.3) par rapport au temps {, nous obtenons 
la valeur de l'accélération angulaire e, du k-ième élément. On a 


do d _. y do __ de dp dw 
= = ar (O0) 07 He OT Op — 


do : , 
— @? rs + EOy = D7Ey + Etwy = pr tepr (4.4) 


2. On déduit de façon analogue les équations de la vitesse et de 
l'accélération d’un point quelconque m du k-ième élément. Soit 
Tm le rayon vecteur définissant la position de m. De la mécanique 
théorique on sait que la vitesse v,, et l’accélération «a, du point m 
s'obtiennent en dérivant deux fois de suite le rayon vecteur r,, 
par rapport au temps £. Il vient 


= OT = OT m; (4.5) 


où ow est la vitesse angulaire de l'élément menant mesurée en rd/s 
Li 


’ dr : x À 
et To = Tm TS est la vitesse analogue du point m, mesurée en 


unités de longueur. Aïinsi donc, la vitesse réelle ,, du point m est 
le produit de la vitesse angulaire w de l’élément menant par la vitesse 
analogue 2, du point m. 

Dérivant (4.5) par rapport au temps f, nous obtenons l’accéléra- 
tion an du point m. Dans le cas général l'accélération «,, a quatre 
composantes : l'accélération normale orientée le long du rayon vec- 
teur +, vers son origine, l'accélération tangentielle perpendiculaire 
au rayon vecteur 7m, l'accélération relative orientée suivant lerayon 
vecteur r,, et, enfin, l'accélération de Coriolis perpendiculaire au 
rayon vecteur 7h. 

A l’aide de l'égalité (4.5), on a 


düm __ d LL. du do __ dy dp , dv 
Ame = ge (OU) 0 TH Vo ST on Lou — 
dv Le 2 , 
= pa + EU =D FE = Tn rem. (4.6) 


Dans l’équation (4.6) les quantités w et e sont la vitesse et l'accé- 
lération angulaires de l'élément menant. Les grandeurs «° et & 
figurant dans l'équation (4.6) se mesurent en s-*. La vitesse ee 1 


ve se mesure en unités de longueur. La quantité a, = rx = 
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est l'accélération analogue du point m, mesurée elle aussi en unités 
de longueur. 

On peut donc toujours exprimer les vitesses et les accélérations 
des éléments et de leurs points en fonction des vitesses et des accélé- 
rations analogues correspondantes et de la vitesse et de l’accéléra- 
tion angulaires de l'élément menant du mécanisme. Si la loi du mou- 
vement de l’élément menant est définie sous la forme des fonctions 
s = s (p), avec s l’espace parcouru par l’élément menant, on cherche 
les vitesses et les accélérations analogues de manière semblable. 

3°. Puisque les vitesses et les accélérations analogues dépendent 
uniquement de la coordonnée généralisée et ne dépendent pas du 
temps, l'étude cinématique du mécanisme peut être réalisée avec 
des moyens purement géométriques. A cet effet, si l'élément menant 
forme un couple de rotation, on le tourne d'un angle et l’on cherche 
les espaces parcourus par les autres éléments. Ensuite, si l'on veut 
connaître les vitesses et les accélérations d’un k-ième élément et de 
son point m, on cherche les vitesses et les accélérations analogues 
De Er Vo et a et on les porte dans les équations (4.3), (4.4), (4.5), 
(4.6). 

L'élément menant tournant à une vitesse angulaire w constante, 
son accélération angulaire & est nulle ; on en tire les formules suivan- 
tes des vitesses et des accélérations du k-ième élément et de son 
point m: 


Où = OO ps (4.7) 
E — QE (4.8) 
Um — OU: (4.9) 
Am —= OA. (4.10) 


Le mouvement de l'élément menant du mécanisme avec la vitesse 
angulaire w = const et 8 = 0 porte le nom de mouvement permanent 
ou fondamental du mécanisme. 

Prenant dans les égalités (4.3) à (4.6) la vitesse angulaire © = 0, 
les vitesses ©, et v, s’annulent aussi, et les égalités (4.4) et (4.6) 
deviennent: 


Eh = EOw (4.11) 
Am = Eye (4.12) 


Le mouvement de l'élément menant décrit par les égalités (4.11) 
et (4.12) porte le nom de mouvement initial. 

En mouvement initial du mécanisme la vitesse angulaire w de 
l'élément menant est égale à zéro ; il en résulte que ses accélérations 
normales, relatives et de Coriolis sont aussi égales à zéro. Ainsi donc, 
en mouvement initial, les éléments et les points du mécanisme n'ont 
que des accélérations angulaires et tangentielles, dont les lignes 
d'action se confondent avec celles des vitesses des points correspon- 
dants des éléments. 
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De cette façon, on peut considérer le mouvement réel de tout 
mécanisme, dans le cas général, comme étant composé d'un mouve- 
ment permanent et d'un mouvement initial. Les égalités (4.3) à (4.6) 
deviennent alors : 


On = Oh (4.13) 
Ep — Eh + Eh, (4.14) 
Un = Un (4.15) 
Am = a, + a. (4.16) 


Procédant à l’étude du mécanisme en mouvement permanent et 
faisant intervenir les valeurs obtenues des vitesses analogues © 


et Ve, on recherche à l'aide de (4.11) et de (4.12) les valeurs de e; 


et de a, et, en les portant dans les égalités (4.3) à (4.6), on déter- 
mine les vitesses et les accélérations réelles des éléments du méca- 
nisme. 

C'est N. Joukovski qui a proposé de considérer le mouvement du 
mécanisme comme étant composé par un mouvement permanent et un 
mouvement initial. 

La possibilité de considérer séparément les mouvements perma- 
nent et initial du mécanisme est fondamentale lors de l’étude ciné- 
matique et dynamique des mécanismes. Grâce à cette méthode, au 
cours de l'étude cinématique, on arrive à définir les positions, les 
vitesses et les accélérations des éléments en fonction de la coordonnée 
généralisée du mécanisme, et non en fonction du temps. La loi 
réelle de variation de la coordonnée généralisée en fonction du 
temps dépend des forces qui sollicitent le mécanisme et qui y pren- 
nent naissance et ne peut être définie qu'une fois l’étude dynamique 
terminée. Ayant défini, à la suite d’une telle étude, la loi de varia- 
tion d’une coordonnée généralisée, par exemple de l’angle de rota- 
tion q de l'élément menant en fonction du temps t, @ = q (t), on 


trouve la vitesse angulaire de cet élément «w ME AE p (t) et son 


accélération angulaire e& =T- o (i). Ceci fait, on cherche les 


vitesses et les accélérations réelles de tous les éléments du mécanisme 
en se servant des formules (4.3) et (4.4) et des valeurs des vitesses 
et des accélérations analogues obtenues au cours de l’étude cinéma- 
tique. 


$ 17. Détermination des positions des éléments 
des groupes et tracé des trajectoires suivies 
par les points des éléments des mécanismes 
1°. Pour résoudre le problème des positions des éléments du méca- 
nisme (établir le plan du mécanisme), on doit connaître le schéma 


cinématique du mécanisme et la fonction des espacesfparcourus par 
l'élément menant pour le mécanisme à un seul degré de mobilité, 
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Fig. 4.9, Schéma du mécanisme à six éléments constitué par le bâti 1, l'élément 
menant 2 et deux groupes à deux entraîneurs 3, 4 et 5, 6. 


ou les fonctions des espaces parcourus par les éléments menants, pour 
les mécanismes à plusieurs degrés de mobilité. 

Afin de déterminer les positions des éléments du mécanisme, on 
construit son schéma cinématique. Dans le cas de l’étude graphique, 
la construction doit se faire à une échelle choisie à l'avance. Con- 
venons de désigner le facteur d'échelle de construction du schéma 
du mécanisme par u,: c’est le nombre de mètres de la nature repré- 
sentés par un millimètre sur le schéma, 1 mm —+pum. Donc, pour 
connaître la longueur réelle d'un segment quelconque représenté 
sur le schéma, il suffit de mesurer ce segment en millimètres et de 
multiplier la longueur obtenue par la quantité pu, choisie. 

Comme on l’a montré au $ 16, pour l’étude cinématique du méca- 
nisme, il suffit d'analyser d’abord le mouvement permanent et 
d'admettre que le mouvement de l'élément menant a lieu à une vitesse 
constante. Nous allons donc admettre dans la suite, au cours de 
l'étude cinématique du mécanisme, que le mouvement de son élé- 
ment menant est toujours uniforme ; s’il n’en est pas ainsi en réalité, 
alors, après le mouvement permanent, on portera l'attention sur le 
mouvement initial du mécanisme. 

20. Le problème des positions du mécanisme peut être résolu soit 
par la méthode graphique, soit par la méthode analytique. 

Dans ce paragraphe nous allons décrire la méthode graphique de 
résolution du problème des plans des positions des éléments du méca- 
nisme sur l'exemple d’un mécanisme à six éléments de classe II 
montré sur la figure 4.9. L'élément menant 2 du mécanisme tourne 
autour d’un axe fixe À. L’angle de rotation œ, est la coordonnée 
généralisée du mécanisme. L'élément 3 forme deux couples de rota- 
tion B, et C, avec l'élément 2 et l’élément 4 qui tourne autour d'un 
axe fixe D. L'élément 5 constitue deux couples de rotation E;, et F, 
avec l’élément 4 et le coulisseau 6 qui glissent suivant l'axe B, a 
de l'élément 3. 
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Si l’on admet que le mouvement permanent du mécanisme a lieu 
avec une vitesse angulaire constante, le point B, parcourt successive- 
ment les positions B;,, B:, B:, . . ., uniformément espacées sur la 
circonférence b tracée du centre À et ayant le rayon AB,. Les lon- 
gueurs des éléments 3 et 4 étant données, l'élément 4 peut occuper 
deux positions : DC, et DC,, car la circonférence d tracée du point B, 
comme centre, peut couper la circonférence c en deux points C,; 
et C,. On obtient donc, dans le cas général, deux mécanismes articulés 
à quatre éléments : le mécanisme de contour AB,C.D et le mécanisme 
de contour AB,C,D. On remarque sans peine que le contour du pre- 
mier mécanisme est parcouru dans la successions AB,C,DA, ou, 
pour ainsi dire, dans le sens horaire, tandis que le second mécanisme 
est parcouru dans la succession 4 B,C; DA, ou dans le sens antihoraire. 
Cette possibilité d'obtenir deux mécanismes distincts avec les mêmes 
dimensions des éléments porte le nom de conditions de montage. 
Les deux mécanismes obtenus ont des propriétés cinématiques diffé- 
rentes. Par exemple, dans le mécanisme AB,C,DA les éléments 2 
et 4 ont les vitesses angulaires de même signe, tandis que dans le 
mécanisme AB,C;DA les signes sont différents. On est donc obligé 
de retenir une configuration déterminée du mécanisme en fonction 
du problème de construction à résoudre. Dans notre exemple ce sera 
le mécanisme de contour AB,C,DA. Alors, des deux angles ®, et 
, qui définissent la position de l’élément 4, nous allons considérer 
l'angle m,, c'est-à-dire chercher la fonction de transmission 


Pa — Pa (2). (4.17) 
Réciproquement, pour l'élément 3 nous chercherons la fonction de 
transmission 

Ps — Ps (Pe)- (4.18) 


D'une façon analogue, après l’adjonction du groupe à deux entraî- 
neurs composé des éléments 5 et 6 nous avons deux positions possibles 
des coulisseaux 6 et 6”, car les circonférences e de rayon E,F, coupent 
la droite B,a en deux points F, et F,. Nous choisissons la position 
dans laquelle le contour est parcouru dans le sens horaire avec la 
succession £,F,C,E;. Alors la fonction de transmission de l'élément 5 
sera 


Ps — Ps (Pa). (4.19) 


Réciproquement, la fonction de transmission pour le point F, 
du coulisseau 6 sera 


Sr = Sp (Pa). (4.20) 


3°. L'ordre de construction du plan des positions du mécanisme 
sera donc le suivant. 

Marquons d'abord sur le dessin (fig. 4.9) deux axes fixes À et D. 
Puis traçons la circonférence b de rayon égal à la longueur de l'élé- 
ment AB ; c'est le lieu géométrique des points B. Sur cette circon- 
férence, marquons les positions B,, B:, Bs, ... du point B pour 
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lesquelles on démande de savoir les po- 
sitions des autres éléments du méca- 
nisme. Sur la figure 4.9 les construc- 
tions nécessaires sont faites pour la 
position de la manivelle AB définie par 
le point B.. 

Pour situer le point C, on trace du 
centre D une circonférence c qui repré- 
sente le premier lieu géométrique des 
Fig. 4.10. Schéma d'un groupe points C,et du centre B,, une circon- 
FO nes de première  férence d de rayon B,C, quiest le deu- 

PRE: xième lieu géométrique des points C. 

C'est le point d’intersection C, des cir- 

conférences c et d qui définit la position du point C,. Après avoir tracé 

la droite C,D de l’élément 4,'on situe sans difficulté le point Æ. Donc, 

pour le deuxième groupe bientraîné EF sont connues les positions 

cinématiques extrêmes: de l’axe Æ et de l’axe B,a du 
guide. 

Il reste à trouver la position de l'axe F,. A cet effet, on trace une 
circonférence e du centre Æ. Le point d’intersection de la circonfé- 
rence e avec la droite B,a définit la position du point F.. 

Le problème de construction des plans des positions des élé- 
ments du mécanisme de classe IT est réduit, de cette façon, à la recher- 
che successive des positions des éléments des groupes bientraînés 
pour lesquels on connaît les positions des parties extrêmes des couples 
cinématiques. Nous allons aborder ce problème séparément pour le 
groupe de chaque espèce. 

40. Soit donné un groupe de classe II comportant trois couples 
de rotation B, Cet D (un groupe de première espèce). D'après ce qui 
précède, les positions des points B et D sont connues, puisque les 
éléments 2 et 3 constituent par leurs parties extrêmes B et D des 
couples cinématiques avec les éléments Z et 4 du mécanisme princi- 
pal ; le problème se réduit donc à situer le point C (fig. 4.10). 

On procède comme suit. Désunissant la charnière en C, on considè- 
re le mouvement possible de ce point. Le point B occupant une posi- 
tion bien déterminée, le point C, qui se trouve à une distance cons- 
tante BC de B, ne peut décrire qu’une circonférence À — À de rayon 
BC. D'une façon parfaitement analogue, en raison de la constance 
de la distance DC, le point C ne peut décrire autour de D qu’une 
circonférence n — n de rayon DC. De cette façon, le point C admet 
comme lieu géométrique de ses positions possibles deux arcs de 
circonférences À — À et n — n. Les positions réelles du point C sont 
fournies par les points d’intersection de ces circonférences. Puisque, 

dans le cas général, deux circonférences se coupent en deux points, 
on a deux points C”’ et C”. 

On fait le choix de la position réelle en se basant sur la condition 
de la succession ininterrompue des positions du point C (continuité 
de la trajectoire) pendant le mouvement de tout le mécanisme. 


12 


Si les circonférences À — À et n — n n'ont pas de points d'inter- 
section, cela signifie que, pour les dimensions données des éléments, 
le groupe ne peut être adjoint au mécanisme principal en position 
donnée, et que si l’adjonction se réalise toutefois en une autre posi- 
tion quelconque, le mécanisme comportant un tel groupe ne pourra 
occuper la position considérée. 

Les plans des positions des groupes de classe IT à couples de trans- 
lation se construisent de façon analogue, à l’aide du compas et de la 
règle, par la méthode des lieux géométriques, représentés ici par les 
circonférences À — À et n — n. 

5°. La méthode des lieux géométriques peut servir aussi pour la 
recherche des positions des mécanismes plans de classe III. A la 
différence des mécanismes de classe IT, dans les mécanismes de clas- 
se TITI ces lieux géométriques peuvent se présenter non seulement sous 
la forme de circonférences ou de droites, mais aussi de courbes d'ordres 
supérieurs. 

Soit donné, par exemple, un groupe trientraîné de classe III 
BCDEFG (fig. 4.11). Les positions des points B, E et G sont connues, 
car le groupe forme par ses parties extrêmes B, E et G des couples 
cinématiques avec les éléments 7, 5 et 7 du mécanisme principal. On 
demande de savoir les positions des autres points. 

De la même façon que pour les mécanismes de classe II, nous 
désunissons une des charnières de l'élément de base 3, par exemple la 
charnière en F. Les systèmes d'éléments BCDE et GF reçoivent alors 
chacun un degré de mobilité; si l’on immobilise les éléments 7, 5 
et 7, ces deux systèmes se transforment en une sorte de mécanismes 
autonomes à un seul degré de mobilité. Le système BCDE (fig. 4.12) 
devient un mécanisme de classe II, et le système GF, un mécanisme 
de classe I. Construisons maintenant la trajectoire À — À du point F 
appartenant à la bielle CD du mécanisme articulé à quatre éléments 
BCDE, cette trajectoire étant appelée courbe de bielle. Construisons 
ensuite la trajectoire n — n du point F de l'élément GF ; c'est un arc 
de circonférence de rayon GF. Le point F admet donc comme lieux 
géométriques de ses positions possibles la courbe À — À et l’arc de 
circonférence n — n. Les positions réelles possibles du point F se- 


Fig. 4.11. Schéma d’un groupe Fig. 4.12. Pour la recherche des 
à trois entraîneurs. positions des éléments du groupe 
à trois entraîneurs. 
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Fig. 4.13. Schéma du mécanisme d’un quadrilatère articulé représentant les 
courbes de bielles de quelques points. 


Fig. 4.14. Mécanisme de la faneuse: 7 — bielle; 2 — manivelle: 3 — élément 
dont le point E décrit la trajectoire &æ — &; 4 — levier oscillant : 5 — roue. 


Fig. 4.15. Mécanisme du pétrin mélan- Fig. 4.16. Mécanisme articulé de Tché- 
eur: 71 — bâti; 2—manivelle; 3—  bychev de guidage approximatif: 7— 
ielle terminée par le bras dont le point bâti; 2 — manivelle; 8 — bielle dont 

E décrit la trajectoire &« — &æ;4—le- le point Æ décrit la trajectoire a—a; 

vier oscillant; 5 — pétrin. 4 — levier oscillant. 


situent aux points d’intersection F” et F” de ces deux lieux géométri- 
ques. Les courbes de bielles étant des courbes d'ordres supérieurs, 
il est possible d'obtenir, dans le cas général, plusieurs points en 
lesquels ces courbes coupent la circonférence. Il est évident que pour 
choisir parmi ces points d’intersection le point réel on fait usage 
de la condition de succession des positions du point } pendant le 
mouvement du groupe. Une fois le point F situé, on cherche les 
positions réelles de tous les autres éléments du mécanisme. La métho- 
de d'ouverture de la charnière convient pour la recherche des posi- 
tions de tous les points de tout mécanisme de classe III. 

6°. Si l’on a réussi à trouver les positions des éléments du méca- 
nisme pour un assez grand nombre de positions données de l’élément 
menant, on peut tracer les trajectoires suivies par des points isolés 
du mécanisme. Soit à tracer la trajectoire du point Æ du mécanisme 
du quadrilatère articulé représenté sur la figure 4.13. Partageons la 
trajectoire du point B en douze parties égales et cherchons les posi- 
tions respectives du point C. Réunissant en chacune de ces positions 
les points B et C, cherchons sur l'élément BC la position du point £. 
Traçant une courbe par les positions successives de Æ, nous obtenons 
la trajectoire de E. 

En plus de la trajectoire du point Æ, on voit sur la figure 4.13 
les trajectoires décrites par différents points solidaires de la bielle BC. 

Comme on l’a signalé plus haut, les trajectoires des points appar- 
tenant à une bielle sont appelées courbes de bielles. 

Les courbes de bielles sont actuellement très employées dans la 
technique pour la production du mouvement des organes de travail 
de divers machines et mécanismes. C'est le cas, par exemple, du 
mécanisme de la faneuse (fig. 4.14), du pétrin (fig. 4.15), etc. Les 
courbes de bielles sont fréquemment utilisées dans les mécanismes 
de P. Tchébychev (fig. 4.16). Les courbes de bielles du quadrilatère 
articulé de la forme générale (fig. 4.13) sont des courbes algébriques 
du sixième ordre. Les courbes de bielles du mécanisme à coulisseau 
et manivelle sont des courbes algébriques du quatrième ordre. 


$ 18. Détermination des vitesses et des accélérations 
dans les groupes de classe IT par la méthode des épures 


1°. Dans les groupes de classe IT, les vitesses et les accélérations 
peuvent être cherchées par la méthode des épures des vitesses et des 
accélérations. Etant donné que les mécanismes de classe II se forment 
par adjonction successive des groupes, nous allons décrirela méthode 
des épures pour les différentes espèces des groupes de classe II. Pareil- 
lement au problème des plans des mécanismes, on connaît ici les 
vitesses et les accélérations de celles des parties des éléments for- 
mant des couples cinématiques par lesquelles le groupese joint au 
mécanisme principal. Il s’agit de chercher les vitesses et les accélé- 
rations des différents points du groupe et les vitesses et accéléra- 
tions angulaires des éléments. 


75 


€ p c 


ô) c) d 


Fig. 4.17. Groupe à deux entraîneurs de première espèce: a) schéma; cinémati- 
que ; b) épurc des vitesses; c) épure des vitesses tournée.  : 


2°. Soit un groupe de classe II de première espèce, constitué 
par deux éléments qui forment trois couples cinématiques (fig. 4.17). 

De façon analogue au problème des positions des groupes, on 
connaît ici les vecteurs vitesses des points B et D des parties extré- 
mes du groupe, par lesquelles les éléments 2 et 3 constituent les 
couples cinématiques avec les éléments Z et 4 du mécanisme princi- 
pal, c'est-à-dire les vitesses v, et v,. On demande de savoir le vec- 
teur vitesse ve. du point C. 

On peut toujours décomposer le mouvement du point € en mou- 
vement d'entraînement (une translation) avec la vitesse du point B 
ou du point D et en mouvement relatif (une rotation) respective- 
ment autour de B ou de D. Alors les équations vectorielles de la 
vitesse vd, du point C deviennent: 


Vc=VB+Vcm  Vc—=Vp+ Ven: (4.24) 


où Le, V8 et vn sont respectivement les vecteurs vitesses absolues 
des points C, Bet Det oc et ve, sont les vecteurs vitesses du point 
C par rapport à B et à D. 

Des équations (4.21) on tire 


Ve + Vcz= Un + Vope (4.22) 


Dans (4.21) les vecteurs vitesses vw et vh sont connus en module et 
en direction. Par contre, les vecteurs vitesses vcg et ven ne sont 
connus qu’en direction. Le vecteur vitesse vck de C par rapport 
à B est perpendiculaire à la droite BC, tandis que le vecteur vitesse 
ven de C par rapport à D est perpendiculaire à la droite DC. 

Donc, dans l'équation (4.22) on ignore seulement les modules 
des vecteurs vitesses vcz et cp; ils seront déterminés par la cons- 
truction de l’épure des vitesses (fig. 4.17). 

Choisissons un point p comme pôle de l’épure des vitesses. Portons 
à partir de ce point les segments (pb) et (pd) figurant les vitesses vz 
et v, des points B et D à une échelle quelconque u,, telle que 1 mm + 
— pu, m/s. La valeur de l'échelle u, est choisie de façon à faciliter 
les calculs et à rendre commode le tracé des vecteurs vitesses. 

Pour connaître les valeurs réelles des vitesses des points B et D, 
multiplions les segments (pb) et (pd) mesurés en millimètres par 
l'échelle adoptée u, qui montre combien d'unités de vitesse sont 
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figurées par le millimètre du segment correspondant. On a 


TB = Lo (pb), Vp = Ur (Pà). 


Après avoir porté les segments (pb) et (pd), nous traçons par bet d 
les droites supports des vecteurs vitesses relatives vos et ven per- 
pendiculairement aux droites BC et DC (fig. 4.17, a). Le point C 
définit l’extrémité du vecteur vitesse absolue ve. du point C du 
groupe. La vitesse vc, en vertu de (4.21), a pour expression le seg- 
ment (pc) qui relie le pôle p au point c obtenu. La valeur de cette 
vitesse est 


Ve = LU (pc). 


Les segments (bc) et (dc) figurent les vitesses relatives 08 et don 
à la même échelle, en sorte que 


Vcs =Uo (bc), Vcn—= (dc). 


Les directions des vecteurs sur la figure 4.17, b doivent être marquées 
de façon à verifier les équations (4.21). 

Les triangles pbc et pdc sont appelés épures des vitesses des élé- 
ments 2 et 3, et la figure pbcdp est l’épure des vitesses du groupe BCD. 
Le point p de l'épure est l’origine ou le pôle de l'épure des vitesses. 

Pour faciliter le tracé de l’épure des vitesses de tous les éléments 
du groupe, on fait quelquefois tourner conventionnellement l’'épure 
de 90° dans un sens quelconque. Les vecteurs vitesses relatives ve 
et vcp seront alors parallèles aux droites BC et DC. Une telle épure 
est dite épure des vitesses tournée. La figure 4.17, c représente l'épure 
des vitesses tournée, sur laquelle les directions de toutes les vitesses 
sont tournées de 90° dans le sens antihoraire. 

A l’aide de l’épure des vitesses, on peut déterminer les vitesses 
angulaires w, et w, des éléments 2 et 3. Les valeurs de ces vitesses 
sont déduites des égalités 


U U 
lol= Ù | ©s | — Ù (4.23) 
où /, et /, sont les longueurs BC et DC des éléments 2 et 3. 

Supposons que le groupe BCD soit tracé à une certaine échelle u;, 
qui exprime le nombre de mètres de la nature figurés par un milli- 
mètre du segment sur le dessin. En portant dans les équations (4.23) 
les modules des vitesses ve 8 et cp, représentés à l'échelle u, comme 
des segments correspondants de l’épure des vitesses, et les longueurs 
des éléments BC et DC exprimées à l’échelle y, nous avons 


__ Ho (bc) _ Ho(de) 
lœæl= ec: lel=- 50): 


Le rapport des vitesses u,/u, a pour dimension la s-1. 

Les directions des vitesses angulaires w, et w, peuvent être défi- 
nies comme suit. En appliquant mentalement les vecteurs 68 
et ven au point C, on remarque que la rotation de l'élément 2 a lieu 
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dans le sens horaire, et celle de l’élément 3, dans le sens antihoraire 
(fig. 4.17, a). 

Pour déterminer la vitesse d’un point quelconque E situé sur 
l'axe de l'élément BC (fig. 4.17, a), on a l'équation vectorielle 


Ve = VB + VE. (4.24) 


En conformité avec cette équation, nous traçons par le point b 
de l’épure des vitesses la direction du vecteur vitesse relative vzp 
du point £ autour du point B. Comme la vitesse relative de tout 
point situé sur l’axe BC de l'élément 2 est perpendiculaire à BC, 
il est évident que la direction du vecteur vitesse v., se confond avec 
celle du vecteur vitesse vcs, si bien que le segment (be) de l'’épure 
des vitesses définissant la vitesse vs; a la même direction que le 
segment (bc). 

La longueur du segment définissant la vitesse v-£ est obtenue 
comme suit. On a 


Vcs = Orlrc (4.25) 
et 

Ver = Ole. (4.26) 
Divisant (4.26) par (4.25) membre à membre, on a 

VEB IE 

en re (4.27) 


De l'équation (4.27) il résulte que les vitesses des points £ et C par 
rapport au point B sont directement proportionnelles aux distances 
séparant ces points de B. En substituant aux vitesses les segments 
correspondants de l’épure des vitesses, on obtient 


Lo (be) _ lBE 
Ho (bc) lgc ? 


d'où 
lBr 
(Le) = (bc) Try (4.28) 


I1 ressort de (4.28) que pour déterminer la longueur du segment 
de l’épure des vitesses figurant la vitesse relative vs, il faut diviser 
le segment (bc) figurant sur l’épure des vitesses la vitesse relative v,c 
en même proportion que le point Æ divise l’élément 2 sur le schéma 
du groupe (fig. 4.17, a). 

Portant le segment obtenu (be) sur l'épure des vitesses (fig. 4.17, b} 
et reliant le point obtenu à l’origine de l’épure p, nous obtenons le 
segment (pe) qui figure à l’échelle u, la vitesse totale v£ du point, 
c’est-à-dire 

VE — Mo (pe). 


Pour déterminer la vitesse d’un point quelconque F de l'élé- 
ment 3 (fig. 4.17, a), nous écrivons les équations vectorielles sui- 
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vantes : 


Vr=VD+rp; | (4.29) 
dr = Vc+Vrc ‘ 


et nous en tirons 
Vo +Vrp = Vc+Urc:. 


Les vecteurs vitesses v, et ve des points D et C sont connus en 
module et en direction, et les vecteurs vitesses vkh et vkc ne sont 
connus qu’en direction. Le vecteur vitesse v-#hn est perpendiculaire 
au segment (FD), et le vecteur vitesse vkc l’est au segment (FC). 
Sur l'épure des vitesses, nous traçons une droite issue du point d 
et perpendiculaire à la droite FD et une autre droite issue de c et 
perpendiculaire à FC. C'est le point d’intersection f des deux droites 
(fig. 4.17, b) qui détermine l'extrémité du vecteur vitesse totale vr 
du point F. Pour avoir le segment de l'épure figurant la vitesse vr, 
il faut relier l’origine p de l’épure au point f. Sa longueur est 


Ur = lo (pf)- 


En regardant le triangle cfd de l’épure des vitesses (fig. 4.17, b} 
et le triangle CFD construit sur l'élément (fig. 4.17, a), on remarque 
que les segments (cf), (fd) et (dc) sont respectivement perpendiculai- 
res aux segments (CF), (FD) et (DC): 


(cf) L'(CF); (d) L (FD); (dc) L[(DC). 


De cette façon, le triangle cfd de l’épure des vitesses représentant 
les vitesses relatives vrc, vrp et von est semblable au triangle CFD 
du groupe sur son schéma et est tourné de 90° par rapport à ce dernier. 
Grâce à cette propriété de similitude de la figure des vitesses rela- 
tives sur l’épure des vitesses à la figure de l'élément sur le schéma 
du mécanisme, on peut déterminer les vitesses de n'importe quels 
points de cet élément non à l’aide d'équations mais par une construc- 
tion graphique. Notons, que pour contrôler le tracé correct des figu- 
res semblables sur l’épure, il suffit de surveiller l'ordre successif 
des lettres sur le schéma et sur l’épure des vitesses. Par exemple, si, 
le contour de l'élément étant parcouru dans le sens horaire, l'ordre 
des lettres sur le schéma est € — D — F, cet ordre doit être conservé 
sur l’épure des vitesses, c’est-à-dire que les lettres doivent se suivre 
dans l'ordre c — d — f. 

Tous les vecteurs vitesses absolues des points des éléments ont 
pour origine le point p de l’épure des vitesses, et tous les vecteurs 
vitesses relatives relient entre eux les extrémités des vecteurs vites- 
ses absolues. Lorsqu'on construit les figures semblables sur les épures 
des vitesses tournées, les côtés des figures semblables s'avèrent 
parallèles un à un (fig. 4.17, c). 

3°. Lors de la recherche des accélérations dans le groupe de clas- 
se II de première espèce (fig. 4.18, a), on connaît les vecteurs accélé- 
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rations absolues a, et «a, des points B 
et D. On suppose en outre que l'épure 
des vitesses du groupe est déjà cons- 
truite ; les vitesses deîtous les éléments 
du groupe sont donc considérées com- 
me connues. Pour déterminer l'accélé- 
ration &.ç du point C, de même que pour 
déterminer la vitesse v. du point C, 
nous décomposons son mouvement en 
mouvement d'entraînement (une trans- 
lation) avec les vitesses et {les accélé- 
rations des points B et D en mouve- 
ment relatif (une rotation) autour de 
ces points. L’accélération &@+ du point 
C s’exprimera alors par les équations 


Fig. 4.18. Groupe à deux entrai-  vectorielles suivantes : 
neurs de première espèce: a) 


schéma cinématique; b) épure = a a* a! 
des accélérations. F n Ts + Ace 
ac=4p+ Ant 6m (4.30) 


où aëg et aën sont les accélérations normales dans le mouvement 
relatif et abs et «bn sont les accélérations tangentielles dans le 
même mouvement. La résolution du système d'équations (4.30) 
donne 


ag+atn+ ag = An + Ep + Ecp- (4.31) 


Dans l'équation (4.31) sont connus les modules et les directions des 
vecteurs a; et a, des points B et D. On peut déterminer les vecteurs 
accélérations normales aëz et aën dans le mouvement relatif. Les 
valeurs de ces accélérations sont égales à 


2 2 
V (2, 
CB æ CD 2 
n ns RSS n — es —— 


Les vitesses vec: et ven et les vitesses angulaires w, et o4 se 
cherchent sur l’épure des vitesses tracée ; les longueurs /, et !, des 
éléments 2 et 3 sont relevées sur le schéma. En substituant dans les 
égalités obtenues les longueurs transposées de l’épure des vitesses 
à l'échelle u, et du schéma à l'échelle u,, on a 


ui (bc)? NC 
ap —= (BC). —= Ua (br), dGp De (DC) — Ha (dns), (4.32) 


où les segments (bc) et (dc) doivent être pris de l’épure des vitesses 
et u est l'échelle de l’épure des accélérations, telle que 1 mm — 
+ Ha m/s?. 

De même que dans le cas des vitesses, le choix de l'échelle u, 
de l’épure des accélérations est guidé par les considérations de commo- 
dité des calculs et des tracés. 
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Ainsi, pour déterminer la valeur réelle d'une accélération, il 
suffit de prendre le segment correspondant sur l’épure des accélé- 
rations et de multiplier sa longueur en millimètres par l'échelle pu, 
qui montre combien d'unités d'accélération sont figurées par un 
millimètre du segment. 

Le vecteur accélération a«aëg est dirigé du point C au pointB 
parallèlement à BC, et le vecteur accélération a&p est dirigé du 
point C au point D parallèlement à CD. On connaît donc les valeurs 
et les directions des accélérations normales aëg et ap. Par contre, 
les vecteurs aëg et afp ne sont connus qu'en direction. Le premier 
est perpendiculaire à BC, le second, à CD. On voit que dans l'équa- 
tion (4. 31) nous n ’ignorons que les modules des vecteurs accéléra- 
tions aëg et «bp. On les cherche par le tracé suivant. 

Choisissons pour pôle de l'épure des accélérations le point x 
(fig. 4.18, b) et portons de ce point les segments (xb) et (xd) figurant 
à l'échelle u, les accélérations des points B et D. Ensuite, à l’aide 
des équations (4.32). calculons les valeurs des accélérations «a£s 
et aGp et portons, à partir des points b et d, des segments (bn.) et 
(dn;) qui représentent ces accélérations à l'échelle u,. Des points », 
et nr, obtenus, traçons les droites supports des vecteurs accélérations 
tangentielles ag et an perpendiculairement à BC et à CD. Le 
point d’intersection de ces droites est le lieu de l’extrémité du vecteur 
accélération absolue «4 du point C, si bien que 


ac = Ua (x). 


Les figures construites nbn, c et xdn.c sont appelées épures des accé- 
lérations des éléments 2 et 3, et la figure abn.cn.dn tout entière est 
l’épure des accélérations du groupe BCD. Le point x est l'origine ou le 
pôle de l'épure des accélérations. 

En reliant les points b et d de l’épure au point c, on obtient les 
vecteurs accélérations relatives complets ac et @cp. Il vient 


ac —=Ma(bc), acp —=Ma (dc). 


Les modules des accélérations angulaires e, et 8, des éléments BC 
et CD seront 


t 
acB 


{ 
a 
els, el. (4.33) 


Portant dans l'égalité (4.33) les segments correspondants transpo- 
sés de l’épure des accélérations et du schéma, on a 


Ha (ec) — Ha(nse) 
ele (80) ? [esl= ui (DC) 


Le rapport des échelles ,/u, a pour dimension la s-*. 

Les directions des accélérations angulaires e. et 8, se déterminent 
comme suit. En faisant partir mentalement les vecteurs a£g et abp 
du point C (fig. 4.18, a), on remarque que la direction de £, coïncide 
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avec le sens de marche des aiguilles d’une montre, tandis que la direc- 
tion de £e, est inverse. 

Pour déterminer l'accélération d’un point quelconque E situé 
sur l’axe de l’élément BC (fig. 4.18, a), utilisons l'équation 


Ar=Gp+üpn. (4.34) 


On sait de la Mécanique théorique que, lorsqu'un corps est animé 
d’un mouvement de rotation plan autour d’un point, les accéléra- 
tions de tous les points du corps sont proportionnelles aux rayons 
vecteurs reliant les points considérés au centre de rotation, et les 
directions de ces accélérations forment avec ces rayons vecteurs un 


angle constant u ayant pour équation 
£ 
BU—=—T) 


où & est l’accélération angulaire et w la vitesse angulaire du corps. 

Etant donné que le mouvement relatif de l'élément Z autour du 
point B est une rotation, il est évident que les accélérations relatives 
de tous les points de l’élément 2 formeront avec les rayons vecteurs 
issus de B un angle constant u vérifiant la relation 


De (4.35) 


Par conséquent, la direction du vecteur a; doit se confondre sur 
l'épure des accélérations avec celle du vecteur ac, c'est-à-dire avec 
la direction du segment (bc) (fig. 4.18, b). En ce qui concerne la 
longueur du segment (be) qui représente sur l'épure des accélérations 
l'accélération as, on la cherche en tenant compte de la proportion- 
nalité des accélérations aux rayons vecteurs: 


GEB __ lEB 
EE = EE. (4.36) 


Portant dans la proportion (4.36) les segments correspondants de 
l’épure des vitesses, on a 
Ha (be) _ lEB 
Ha (bc) lc ? 


d’où 
(be) = (bc) 52. (4.37) 


Il ressort de la formule (4.37) que pour trouver la longueur du 
segment de l’épure des accélérations figurant l'accélération rela- 
tive asp, il suffit de diviser le segment de l’épure représentant l’accé- 
lération relative &c-, en même proportion que le point Æ divise 
l’élément 2 sur le schéma. Portant le segment (be) de longueur calcu- 
lée sur le plan et reliant le point e au point x, on obtient le segment 
(ne) qui exprime à l'échelle u, l’accélération absolue du point E£, 


GE — Ua (ne). 
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Pour déterminer l’accéléra- 
tion d’un point quelconque F 
solidaire de l'élément 3 (fig. 

4.18, a), on peut faire usage de a) 
la règle de similitude exposée ci- 
dessus. À cet effet on construit 
sur le segment (cd) de l’épure des 
accélérations le triangle cdf sem- 
blable au triangle CDF sur le 
schéma mais tourné par rapport 
à ce dernier d’un angle u défini 
par la formule (4.35). Du moment | 
que tous les côtés du triangle cdf 2 
sont tournés d’un angle constant 

par rapport au triangle CDPF, il PA 
est commode de construire le 

triangle semblable sur l'épure des Fig. 4.19. Groupe à deux entraïneurs 
accélérations en mesurant les an- one Fa a)  . cinema 
gles que forment entre euxles cô- ANR OP OUES CES ILES 

tés adjacents DC, DF et CD, CF. 

Lors du parcours du contour cdf dans un sens quelconque, l’ordre 
des lettres doit ètre le même que sur le contour CDF. 

De la même façon que dans le cas des vitesses, les vecteurs accé- 
lérations absolues de tous les points des éléments ont leur origine 
au pôle x de l’'épure des vitesses, tandis que les vecteurs accéléra- 
tions relatives relient entre elles les extrémités des vecteurs accélé- 
rations absolues. 

49. Considérons le tracé des épures des vitesses et des accélérations 
dans le cas où le groupe contient un couple de translation; par 
exemple, le groupe de classe IT de seconde espèce (fig. 4.19, a) com- 
. porte un couple de translation D et deux couples de rotation B et C 
disposés l’un après l’autre. L'élément 2 constitue un couple de rota- 
tion B avec l’élément Z appartenant au mécanisme principal, tandis 
que l'élément 3 forme un couple de translation D avec l'élément 4 
appartenant au mécanisme principal. On connaît le vecteur vitesse v; 
du point B et les vecteurs vitesses de tous les points appartenant 
à l'élément 4. On connaît donc aussi la vitesse angulaire w, de cet 
élément. L'élément 3 glisse suivant l'axe x — x du guide appartenant 
à l'élément 4. Représentons l’élément 4 sous la forme d'un plan S 
et désignons par C, son point qui coïncide avec le point C pour la 
position donnée. Le vecteur vitesse v., du point C, est connu, parce 


que ce point appartient à l’élément 4. Alors pour déterminer ve — 
vecteur vitesse du point € — il suffit de résoudre ensemble deux 
équations vectorielles 


Lec=Tr+Vcm Te—=VCA+VCCu (4.38) 


C 


ce qui donne 
Us + Les = VC + CCC: (4.39) 
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Dans les équations (4.38) et (4.39) #cc, est le vecteur vitesse du 
point C par rapport à l’élément 4, et ., le vecteur vitesse du point C 
par rapport au point B. 

Dans l'équation (4.39) les vecteurs vitesses +, et Vc, des points B 
et C, sont connus en module et en direction. Les vecteurs vitesses 
relatives vor et Vcc, ne sont connus qu'en direction. Pour détermi- 
ner les valeurs des vitesses wc», Vcc, et la vitesse vc du point C, 
on construit l’épure des vitesses. A cet effet, on choisit un point 
arbitraire p (fig. 4.19, b) comme pôle de l'épure des vitesses et l’on 
trace à partir de ce point les vecteurs vitesses +, et rc, des points B 
et C,; sous forme de segments (pb) et (pc.) qui figurent ces vitesses 
à l'échelle adoptée u,. Puis on mène par b une droite dans la direction 
du vecteur vitesse v-A perpendiculairement à la droite BC (fig. 4.19, a), 
et par C, une droite dans la direction du vecteur vitesse relative Ucc, 
parallèlement à l'axe de translation x — x du couple D. Le point 
d’intersection C de ces droites définit l'extrémité du vecteur vitesse 
vc du point C. On cherche la valeur de la vitesse ve par la formule 


Vc = Uy (pc). 


Les vitesses des autres points de l’élément se cherchent de la 
même façon que ci-dessus. La vitesse angulaire w. de l'élément 2 
peut être calculée comme précédemment. La vitesse angulaire de 
l'élément 3 qui forme avec l'élément 4 un couple de translation est 
égale à la vitesse angulaire &w, de l'élément 4, c’est-à-dire que 


Og = O4: 

La vitesse d'un point quelconque F de l'élément 3 (fig. 4.19, a) 
peut être déterminée à l’aide de l’équationAvectorielle 

Up = UF, + VFFs- (4.40) 

. On connaît le vecteur vitesse & F, du point F,, car ce dernier appar- 

tient au plan S, donc à l'élément 4. La vitesse v;-, est égale à la 


vitesse vcc,, puisque l'élément 3 se déplace en translation par rap- 


port à l'élément 4 et que, par conséquent, tous les points de l’élé- 
ment 3 ont les mêmes vitesses par rapport à l'élément 4. Aussi 
peut-on récrire l'équation (4.40): 


Ur = VF + UCCe: (4.41) 


Conformément à l'équation (4.41), menons du point 4 (fig. 4.19,b) 
un segment (f,f) égal et parallèle au segment (cac). Le segment résul- 
tant (pf) représente justement la vitesse absolue dupoint F à l’échelle 


u, adoptée: 
Ur = Lo (pf). 


5°. Quand il s’agit de chercher les accélérations dans un groupe 
de classe II de seconde espèce, on procède de la même façon que dans 
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le cas du problème des vitesses, 
c'est-à-dire qu'on suppose con- 
nues l'accélération &;, du point B 
(fig. 4.20, a) et les accélérations 
de tous les points de l'élément 4, 
et, par suite, l'accélération an- 
gulaire e, de cet élément. Faisons 
le plan S solidaire de l'élément 4 
et cherchons sur le plan le point 
C4 qui se confond en position 
donnée avec le point C (fig. 
4.20, a). On connaît les vecteurs 
accélérations a£etac, des points 
B et C4. 

On déduit l'accélération du 
point € des équations 


ac=ap+ a+ alp | Fig. 4.20. Groupe à deux entraîneurs 


de seconde espèce: a) schéma cinéma- 
ac-- ac, + ae, + ac tique; b) épure des accélérations. 
(4.42) 

L'’accélération relative acc, est l'accélération du point C par 
rapport au plan S appartenant à l’élément 4. Du moment que l'axe 
x — x du guide, de même que le plan S$, est animé d’un mouvement 
composé de rotation et de translation, la seconde équation (4.42) 
doit contenir, en plus de l'accélération relative acc, aussi l'accé- 
lération de Coriolis aéc.. Resolvant ensemble les équations (4.42), 
on obtient 


ap+ ain + tp = Au taée + Ebcs (4.43) 

Dans l'équation (4.43) les vecteurs accélérations a; et &c, Sont 

connus. On déduit la valeur de l'accélération a£s de l'expression 
VOB 


p? (bc)? 
aCB — ee Dl — EC — La (bn), 


où (bc) et (BC) sont les segments pris sur l’épure des vitesses et sur 
le schéma du mécanisme ; u,, u, et u, sont les échelles des longueurs, 
des vitesses et des accélérations. Le vecteur ac, va de C à B paral- 
lèlement à BC. 

On sait de la Mécanique théorique que la valeur de l’accéléra- 


tion de Coriolis acc, s'exprime comme suit: 
déc, = 218 vec = 210, | (cc), (4.44) 


le segment (c4c) étant tiré de l'épure des vitesses (fig. 4.20, b). La 
direction du vecteur accélération de Coriolis se cherche par des procé- 
dés usuels d’algèbre vectorielle. On a 


dec, —— 20, X VCCs° (4.45) 
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I1 ressort de (4.45) que le vecteur aéc, est situé dans le plan du 
mouvement du mécanisme ; donc, pour savoir sa direction, il suffit 
de tourner de 90° Tec, — Vecteur vitesse du point C par rapport au 


plan S — dans le sens dicté par la vitesse angulaire w,. Le vecteur 
aéc, est donc perpendiculaire à l’axe x — x du guide. Pour déterminer 
son module, il suffit de porter dans la formule (4.44) la vitesse angu- 
laire donnée wo, et la longueur du segment (c,c) figurant la vitesse 
dec, à l'échelle u, sur l'épure des vitesses. 


Les vecteurs accélérations as et a6c, figurant dans l'équation 
(4.43) ne sont connus qu'en direction. Le premier vecteur acs est 
perpendiculaire à BC, et le second vecteur a£c, est parallèle à à l'axe 
de guidage z — x du couple de translation D. Ainsi donc, on n'ignore 
dans (4.43) que les valeurs des accélérations «és et aëc.. Pour leur 
recherche, on trace l’épure des accélérations. A cet effet, on choisit 
un point arbitraire x comme pôle de l’épure des accélérations 
(fig. 4.20, b) et l'on mène, à partir de ce point, les segments (xb) 
et (1c,;) qui représentent les accélérations connues des points B 
et C,, as et ac à l'échelle adoptée u,. Ensuite on détermine les 


accélérations aëg at aéc, et on les matérialise à l'échelle , sous 
forme de ten (bn) et (cake). À partir des points n et 4 on trace les 
droites dans les directions des accélérations aés et a£c.. L'accéléra- 
tion a6c, est parallèle à l” axe de guidage zx — z du couple de transla- 
tion D, et l'accélération ag est perpendiculaire à BC. Le point 
d'intersection c de ces deux droites définit l'extrémité du vecteur 
accélération absolue &a< du point C. La valeur de l’accélération 
absolue ac du point C est égale à 


ac = Ma (nc). 


La valeur de l'accélération angulaire #. de l'élément 2 est 


at 
CB == Pa vec). (nc) 
BR — w(80) 


|| — 


La direction de cette accélération est cherchée de la même façon 
que dans le groupe précédent. L'’accélération angulaire e, de l’élé- 
ment 3 est 84 — e,, parce que l'élément 3 forme avec l'élément 4 
un couple de translation. 

L'accélération de tout point se trouvant sur la droite BC de 
l'élément 2 est cherchée par des tracés analogues à ceux qu'on a faits 
pour l'étude du groupe de première espèce, c’est-à-dire en faisant 
usage du principe de similitude des figures sur l'épure des accéléra- 
tions et sur le schéma du mécanisme. 

On peut déduire l'accélération d’un point arbitraire F apparte- 
nant à l'élément 3 des équations 


ap= art ap Far (4.46) 
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L'accélération ak, du point F, appartenant au plan S est connue, car 
les accélérations de tous les points de l'élément 4 sont données. La 
valeur de l’accélération ar, est 


app, —=2|@ | UrF4 = 2 | O4 | UCCs — cs 


parce que Urr, = Vcc,- L'accélération afr, est égale à ar, — acc: 
puisque l'élément 3 est animé d’un mouvement de translation par 
rapport à l'élément 4. L'’équation (4.46) s'écrit alors comme suit: 


ar = Gr + Gé + cs: (4.47) 


Les vecteurs du second membre de (4.47) étant connus, on trouve 
sans peine le vecteur a- comme leur somme géométrique. A cet effet, 
on porte du point f, (fig. 4.20, b) un segment (f,k’) égal et parallèle 
au segment (c;k). Puis on porte à partir du point k’ un segment (k'f) 
égal et parallèle au segment (kc). Le segment résultant (xf) repré- 
sente à l’échelle u, l'accélération absolue du point F, 


Gr = Ua (nf). 


Nous avons considéré ci-dessus en détail les problèmes de recherche 
des vitesses et des accélérations dans les groupes de classe IT des pre- 
mière et seconde espèces. Pour les groupes d’autres espèces appartenant 
à la classe IT, on écrit les équations et on trace les épures des vitesses 
et des accélérations de façon analogue. 

6°. Lorsqu'on procède à l'analyse cinématique des groupes de 
classe II comportant des couples de translation, il est commode de 
transformer les schémas de ces groupes de telle façon que les axes de 
translation passent par le centre de rotation. On voit aisément 
(fig. 4.21) qu'il est toujours possible de déplacer l’axe de glissement 
z — x de l'élément 3 (fig. 4.21, a) parallèlement à lui-même de façon 
à le faire passer par le centre du couple de rotation C (fig. 4.21, b) sans 
que les vitesses et les accélérations de l'élément 3 changent. 

Une transformation analogue est possible dans le cas d’un groupe 
de classe II de troisième espèce (fig. 4.22); ici l'axe x — x de l'élé- 
ment 2 passe par le centre du couple de rotation D (fig.4. 22, b). 

La figure 4.23, b montre la transformation d’un groupe de classe II 
de quatrième espèce. Ici les axes z — zx et y — y des éléments Z et 4 
(fig. 4.23, a) traversent le centre du couple de rotation C. Enfin, 
sur la figure 4.24, b l’axe x — x de l'élément 3 (fig. 4.24, a) est amené 
à passer par le centre du couple de rotation B. 

Facilitant l'établissement des schémas cinématiques et le tracé 
des épures des vitesses et des accélérations des groupes, les transfor- 
mations en question ne changent pas les propriétés cinématiques 
des groupes étudiés. 
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Fig. 4.22. Schéma de transformation d'un groupe de classe II de troisième 
espèce. 


Fig. 4.23. Schéma de transformation re groupe de classe II de quatrième 
espèce. 
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Fig. 4.24. Schéma de transformation d'un groupe de classe II de cinquième 
espèce. 


$ 19. Détermination des vitesses et des accélérations 
dans les groupes de classe III par la méthode 
des épures 


1°. Dans les mécanismes de classe III, les vitesses et les accélé- 
rations peuvent être déterminées par la méthode dite des points singu- 
liers ou des points d’'Assour, d’après le nom du savant russe L. Assour 
qui a proposé cette méthode. 

Commençons l'étude de cette méthode sur l'exemple d'un problè- 
me de recherche des vitesses et des accélérations dans un groupe de 
classe IIT à trois entraîneurs. 

Soit donné un groupe de classe III à trois entraîneurs, dans lequel 
tous les couples cinématiques sont des couples de rotation (fig. 4.25, a). 
On connaît les vitesses et les accélérations des points B, C et D des 
parties extrêmes par lesquelles les entraîneurs 4, à et 6 forment des 
couples de rotation avec les éléments Z, 2 et 3 du mécanisme princi- 
pal. On demande de rechercher les vitesses et les accélérations des 
éléments du groupe. 

Traçons les prolongements des axes des entraîneurs 4 et 5 jusqu'à 
leur intersection dans le point S,, que nous considérons comme appar- 
tenant à l’élément de base 7. Ceci fait, prenons un point arbitraire p 
sur le plan et portons à partir de ce point les segments (pb), (pc) 
et (pd) (fig. 4.25, b) qui représentent à l'échelle choisie u, les vitesses 
connues des points B, C et D. La vitesse vs du point S,, qui est 


1 
considéré comme appartenant à l'élément 7, se laisse déduire des 


95 
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Fig. 4.25. Groupe à trois entraîneurs comportant trois couples de rotation: 
a) schéma cinématique; b) épure des vitesses; c) épure des accélérations. 
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æéquations 


VS = VE + USE = Op + Ver + VSIEs L (4.48) 


Vs — Ur + VS:r = Vc + Vrc + VSir- 


Dans les équations (4.48) les deux derniers vecteurs de chacune des 
équations sont dirigés suivant une même droite, car les deux vecteurs 
sont perpendiculaires aux directions communes S,B ou S,C, c'’est- 
à-dire que le vecteur vs,8 = Ver + Vs, est perpendiculaire à S.B, 
et le vecteur vsc = vrc + vs,r est perpendiculaire à S,C. 

Utilisant l'équation (4.48), on mène par le point b de l’épure des 
vitesses une droite dans la direction de la vitesse &, $; perpendiculai- 
rement à S.B, et par le point e de l’épure des vitesses, une autre droite 
dans la direction du vecteur vitesse vs perpendiculairement à S,C. 
Le point d’intersection s, de ces deux droites sur l’épure des vitesses 
(fig. 4.28, b) définit l'extrémité du vecteur vitesse vs du point S;. 
La valeur de la vitesse de ce point est 


Usi == Lo (PS1). 


Relions ensuite par une droite le point S, avec le point G et 
mettons en équations la vitesse du point G 


Ve VS +VESn Te = Up + Vocp- (4.49) 


Utilisant les équations (4.49), on mène par les points s, et d de 
l’épure des vitesses les droites dont les directions sont celles des 
vitesses vs,c et von et qui sont respectivement perpendiculaires 
à GS, et à GD. Le point d’intersection g de ces deux droites définit 
l'extrémité du vecteur vitesse vG du point G. La valeur de la vitesse 
Uc est 


VG = Ur (P8). 
Connaissant la vitesse du point G, on déduit la vitesse du point £ 
de l'équation 
VE =VG+VEc VE = Vs +VEs. (4.50) 
La vitesse v- du point Fest déterminée par la similitude du triangle 


egf de l’épure des vitesses au triangle EGF du schéma, ou d’après 
les équations 


Vr—=Ve+Ucr  Vr=Vc+Vrc. (4.51) 


La construction de toutes ces vitesses est montrée sur la figure 4.25, b. 

Le point S, d'’intersection des axes de deux entraîneurs est dit 
point singulier. Le point singulier s'obtient par l'intersection des axes 
de n'importe quels deux entraîneurs (fig. 4.25, b). De cette façon, 
-on peut obtenir dans un groupe à trois entraîneurs trois points singu- 
liers S,, S, et S, et construire l’épure des vitesses sur n'importe le- 
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quel de ces points. Le choix de tel ou tel point est guidé par les con- 
sidérations de commodité du tracé. 

Il est à noter que les points S,, S. et S4 appartiennent à l'élément 
de base EGF et non aux entraîneurs dont les axes se coupent en ces 
points. 

Dans le cas où tous les trois axes se coupent en un même point, 
les points singuliers se confondent, et le groupe se voit doté d’une 
mobilité instantanée supplémentaire. 

20. Le problème des accélérations dans le groupe de classe III 
à trois entraîneurs est résolu d’une façon analogue au problème des 
vitesses. On emploie ici, de même que pour la recherche des vitesses, 
un point singulier S, appartenant à l'élément 7 (fig. 4.25, a). Comme 
point singulier, on peut choisir n'importe lequel des trois points sin- 
guliers. Les accélérations de tous les points du groupe se construisent 
comme suit. On choisit sur le plan un point arbitraire 1 (fig. 4.25, c) 
comme pôle de l'épure des accélérations et on trace à partir de ce 
point les segments (xb), (nc) et (xd) qui représentent à l'échelle u, 
les accélérations az, ac et a D des points B, C et D. L'accélération 
&s, du point singulier S, se déduit des équations 


Le ñn n t { == n { 
As = Apt dip td iet bp ASE BF pt sp 


ñn ñn { t a n t 
as, — Ac 1 Ærc us art arc + Ls,r GE ac+ act sc: 


| (4.52) 


Dans les équations (4.52) les sommes des accélérations normales 
et tangentielles sont désignées, pour abréger, par leurs vecteurs 
résultants ar, ac et @$,s, @$,c, Car tous les termes ont même 
direction. 

Les valeurs des accélérations relatives normales s’obtiennent par 
le procédé habituel des équations 

2 2 2 Pr 
= 7 SE — LE , Me = : 
BE ES: CF FS1 

Les directions de ces vecteurs se cherchent aussi par des méthodes 
connues. Puisque tous les termes de chacune des sommes des accélé- 
rations tangentielles ont même direction, on peut se passer de la 
détermination de chacun de ces termes. Il suffit de tracer les supports 
des vecteurs accélérations tangentielles par les extrémités des vec- 
teurs accélérations normales résultants @$,8 et a$,c dans les direc- 
tions perpendiculaires aux vecteurs accélérations normales indiqués. 
A cet effet, on porte à partir des points b et c les segments (bn.) et 
{cr,) qui figurent à l’échelle adoptée u, les accélérations aÿ,g et a$,c- 

Ensuite on mène par les points n. et #7, deux droites dans les 
directions des accélérations aé,g et aë,c qui sont respectivement 
perpendiculaires à S,B et à S,C. Le point d’intersection s, de ces 
droites définit l'extrémité du vecteur accélération absolue «s, 
du point S,, qui a pour valeur 


GS = La (TS). 
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L'accélération du point G s'obtient des équations 


aç = s; + dés, + A cs} ac —=@dp + Gp + aGp: (4.53) 


A partir des points det s, de l’épure des accélérations, on porte les 
segments (dn.,) et (sn) qui représentent à l'échelle u, les accéléra- 
tions a%n et aës,. Puis on trace par les points n, et n, les droites 
dans les directions des accélérations tangentielles @6s, et &6p 
perpendiculaires aux segments GS, et GD. Le point d'intersection g 
de ces droites définit l'extrémité du vecteur accélération absolue «ac 
du point G. Connaissant l'accélération ac du point G, on trouve sans 
peine celles des autres points du groupe. Par exemple, l'accélération 
du point Æ se déduit des équations 


ae=aç+aic+ato 4e Art ain + Ep. (4.54) 


L'accélération du point F est déterminée par similitude entre le 
triangle egf de l’épure des accélérations et le triangle £GF du schéma. 

Exemple. La figure 4.26, a montre le schéma cinématique d’un 
mécanisme à six éléments de classe IT, construit à l’échelle 1 mm— 
— 1, m. Il s'agit de chercher les vitesses et les accélérations des élé- 
ments du mécanisme si la manivelle 2 tourne à la vitesse angulaire 
wo et à l'accélération angulaire e.,. Le mécanisme est formé par 
l'adjonction à la manivelle 2 de deux groupes de classe II : un groupe 
de seconde espèce constitué par les éléments 3 et 4, et un groupe de 
troisième espèce constitué par les éléments 5 et 6. Désignons par C’; 
et E, les points de l'élément Z et de l’élément 6 qui se confondent, 
dans la position considérée, avec les points C et E. 


ë) 


Fig. 4.26. Mécanisme à six éléments: a) schéma cinématique ; b) épure des vites- 
ses; c) épure des accélérations en mouvement permanent ; d) idem, en mouve- 
ment initial. 
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Pour le groupe BC. les vitesses des éléments se définissent par un 
système d'équations suivant : 


Le= V8 + Ve: Vc = VC + VCCi 
ou 
Ug + Vcs = VC + VCCi- 


Comme ve, = 0, on a ve = 08 + Les = Vcc.. 

Pour les accélérations des éléments du groupe BC, on a un système 
d'équations suivant : 

_— t De 
dc — Ag+ Ain + Acm Œac— ac + Léo + TG 
ou 
n lu (% ar 
A+ dr + lc Ait la + Acc 


Etant donné que l'axe de guidage x — x est fixe, on a l’accélé- 
ration de Coriolis égale à zéro, aéc, = 0. L'équation pour les accé- 
lérations des éléments du groupe BC s'écrit alors définitivement : 

ac—Gr+ ant tp = bc 

Pour le groupe ED, les vitesses des éléments se définissent par 
un système d'équations suivant: 


TEg = VD F VE D: VEs = VE + VE(E: 
ou 


Tp + VESD = VE + VEE- 
Comme v, = 0, il vient 
TEs = VEsD = VE + VEsE: 
Les accélérations des éléments du groupe ED ont pour équations 
Es =Ap+ a£,p + GE pt dE, = AE + ae Tt ŒpE 
ou 
an+aip+ Ep ete t he: 
Comme ab = 0, on a 
dE = Ain + dep AE TEE + EE: 


Considérons le mouvement permanent du mécanisme ($ 16), c'est- 
à-dire le mouvement pendant lequel la vitesse angulaire w. de la 
manivelle 2 est constante, w, = const. 

Pour tracer l’épure des vitesses du mouvement permanent, pre- 
nons un point quelconque p (fig. 4.26, b) et matérialisons à l'échelle 
bo. à partir de ce point, les vitesses v, et v- des points B et E sous 
orme de segments (pb) et (pe). Ces vitesses ont respectivement pour 
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valeurs : 
Up =|@]lag—|@|pu (AB) = u, (pb), 
Vg=|@%|l4r = |@ | (AE) =, (pe), 


où u, est l'échelle de représentation des longueurs des éléments du 
mécanisme. Si l’on choisit les segments (pb) et (pe) de façon à vérifier 
les égalités (pb) = (4B) et (pe) = (AE), l’on aura l'échelle pu, des 
vitesses égale à 

Ho — @ebi- 

Les segments (pb) et (pe) sont tracés dans la direction perpendicu- 
laire à l’axe BE de l'élément 2. On trace ensuite par le point b une 
droite dans la direction de la vitesse wc, perpendiculairement 
à l’axe BC de l'élément 3, et par le point p une autre droite dans la 
direction de la vitesse vec parallèlement à l'axe de guidage x — z. 
Le point d'intersection c de ces droites définit l'extrémité du 
vecteur vitesse wc du point C. La valeur de la vitesse < est 


Uc = Ur (pc). 


Les vitesses v, et un étant nulles, les points a et d qui les repré- 
sentent se confondent avec l'origine de l’épure des vitesses. Ensuite, 
on mène par le point e une droite dans la direction de la vitesse 
DE,E parallèlement à l’axe Dy du guide appartenant à l'élément 6, 
et par le point p une droite dans la direction de la vitesse VE,D 
perpendiculairement à Dy. Le point d'intersection e, de ces droites 
définit l'extrémité du vecteur vitesse v- du point E4 appartenant 
à l'élément 6. 

La valeur de la vitesse Up, St 


VEs — Lo (PEe)- 


Pour tracer l’épure des accélérations du mouvement permanent, on 
porte à partir d’un point quelconque x (fig. 4.26, c) les segments (x1b) 
et (ne) qui représentent à l'échelle u, les accélérations a; et a+. 
Comme il s’agit du mouvement permanent du mécanisme, les accé- 
lérations @a;, et &£ des points B et Æ sont seulement normales et ont 
leurs valeurs égales à: 


ap= Wilas = Qu (AB) = pa (nb), 
ap = Oil == © (AE) = Ua (ne). 


Choisissant les segments (nb) et (ne) respectivement égaux à (4B) 
et à (AE), on a l'échelle des accélérations u, égale à pp, = wi. 

Puisque les accélérations a; et a- des points B et E en mouve- 
ment permanent sont des accélérations normales, on trace les seg- 
ments (xb) et (re) parallèlement à l’axe BE de l'élément 2. L'’accé- 
lération a; est dirigée du point B au point À, et l'accélération a;, 
du point Æ au point À. Puis on mène par le point b une droite pa- 
rallèle à l’axe BC de l'élément 3 et l’on prend sur cette droite le 
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segment (bn,) qui représente l'accélération aëzs. Le vecteur a£g est 
dirigé du point C au point B et a pour module 


vs _ H(bc)? 2, (bc)? 


GB Tes EC M (BC — le(s). 

Puisque, d'après ce qui précède, on a , = ou, = Œ5u, la 
longueur du segment (bn) est égale à 

__ (bc)? 
(ns) AS (BC) d 

On mène par le point n, une droite dans la direction de l'accélé- 
ration aË8 perpendiculairement à BC. Puis on mène par le point x 
une droite dans la direction de l'accélération a£c, parallèlement 
à l'axe x — x. Le point d’intersection c des deux droites définit 
l'extrémité du vecteur accélération ac du point C. La valeur de 
l'accélération ac est 


ac = be (nc) = ou (nc). 


Ensuite on fait passer par le point e une droite dans la direction 
de l’accélération de Coriolis GË, E perpendiculairement à l'axe Dy. 
La valeur de l'accélération “ag se déduit de la formule 


H eg) (ee 
ar = 2lolvnr-2 pps = 2-5 Peer 4, (eh). 

On matérialise le au . (ek) sur la droite tracée dans la 
direction que l’on détermine à l’aide de la règle connue de la Mécani- 
que théorique suivant laquelle, pour savoir la direction de l'accélé- 
ration de Coriolis a%r,, il suffit de tourner le vecteur vitesse relative 
ver (fig. 4.26, b) de 90° dans le sens de la vitesse angulaire w, de 
l'élément 6. 

Par le point À on mène une droite dans la direction de l'accélé- 
ration a£%,£ parallèlement à l’axe Dy. Puis on prend, parallèlement 
à l’axe Dy, un segment (nn) issu du point x et représentant l’accélé- 
ration normale a£,p, dont la valeur est égale à 


n Es) _ Hope) 3 (pe? 
D en MD) MED) Fe (He). 


Le vecteur a%, va du point E au point D. 

Par le point, n; obtenu, on mène une droite dans la direction de 
l'accélération a£,p perpendiculairement à l’axe Dy. Le point d’inter- 
section €, des droites tracées dans les directions des accélérations 
ak,s et ab,p définit l'extrémité du vecteur accélération absolue ar... 

Cette accélération a pour valeur 


4 = Ha (Tee) — pus (nes). 


Pour tenir compte . l'influence de l'accélération angulaire e, 
sur les propriétés cinématiques du mécanisme, considérons le mou- 
vement initial du mécanisme. Comme on l’a montré au $ 16, les vites- 
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ses de tous les éléments du mécanisme animé d’un tel mouvement 
sont égales à zéro. Donc, pour étudier le mouvement initial du méca- 
nisme, il suffit de tracer l’épure des accélérations du mouvement ini- 
tial. Comme dans le mouvement initial, toutes les accélérations 
normales et de Coriolis sont nulles, les équations nécessaires à la 
construction de l’épure des accélérations se présenteront comme suit : 
pour le groupe BC 
ti 

acc Apt Cp 
et pour le groupe DE 

D —_ pti — ni ri 

di, Grp GE t RE" 


L'indice « i » désigne les vecteurs accélérations en mouvement initial. 

Pour la recherche des accélérations des éléments du mécanisme en 
mouvement initial, il est possible d'utiliser l’épure des accélérations 
déjà construite (fig. 4.26), étant donné que les vecteurs accélérations 
tangentielles et relatives sont parallèles aux vecteurs vitesses cor- 
respondants. On a 


az Il Up) al I VcB: arc, I T'CCi 
aë, I VE: ap Il T'EeD: ai ] VE el QUE Il V'EGE°. 


Si l'on choisit le point p (fig. 4.26, b) comme origine de l’épure 
des accélérations en mouvement initial, et si l’on prend le segment 


figurant le vecteur accélération a3 égal à (pb°) — (pb), il vient 
ak = p3 (pb°) = pe (pb), 


où 5 est l'échelle de l'épure des accélérations en mouvement initial. 
On aura respectivement 


ai, — = ae, — la (pc) = pa (pc), ae —= da (b°c°) = pa (bc), 
a, = re Ha (pes) = Ua (pes); a, = la (pe°) = la (pe), 
ARE — pa (ete,) — jo (ees). 
Ainsi donc, lorsqu'on recherche les accélérations des éléments du 
mécanisme en mouvement initial, on peut se passer de la construc- 


tion d'une nouvelle épure des accélérations en reprenant l'épure des 
vitesses tracée précédemment (fig. 4.26, b). Des conditions 


ag = ap = Esp (AB) = pe (pb°),  (pb°) = (pb) = (AB) 
il découle que l'échelle u£ est ts à 
Ua = &flr = es Ha) 


car M = Oil. 
Sur la figure 4.26, d sont représentés en trait continu les segments 
(xc), (xb), (xe) et (nes) figurant à l’échelle u, les accélérations des 
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points C, B, E et E; en mouvement permanent. On y a ajouté les 
segments (cc), (bb°), (ee?) et (ee!) tracés en pointillé, qui représen- 
tent les accélérations a, ab, a, ak, à l'échelle u,. Les accélérations 
réelles des points C, B, E et Æ;, compte tenu du caractère non uni- 
forme de la rotation de l’élément menant, sont égales à (fig. 4.26, d) 


ac = Ha (rc), Gp = Ma (xb°), 

Gp =Ma(te), Gr, = Ma (164). 
Lorsqu'on étudie la cinématique des mécanismes en vue d’appli- 
cations, il est commode d’adopter la vitesse angulaire w. de l’élé- 


ment menant en mouvement permanent égale à w, — 1 s”'. Les 
échelles u;, u, et p vérifient alors la condition 


Hi — Mo — Ha- 

Après avoir tracé l’épure des vitesses et des accélérations dans 
l'hypothèse de w, — 1 s”!, on détermine sans difficulté les vitesses et 
les accélérations réelles en fonction de w. et de e, données (voir $ 16). 
Les épures des vitesses et des accélérations qu’on voit sur la figure 
4.26, b et c peuvent être assimilées aux épures des vitesses analogues 
et des accélérations analogues. 


$ 20. Centre instantané des accélérations 
et rayon de courbure de la trajectoire 


1°. Au $ 14 nous avons étudié le problème de la recherche des 
centres instantanés de rotation des éléments des mécanismes. Dans 
le cas des mécanismes à éléments multiples, ce problème devient plus 
compliqué du fait que, pour trouver le centre instantané de rotation 
d'un élément intermédiaire du mécanisme, on est amené générale- 
ment à chercher les centres instantanés de tous les autres éléments. 
Aussi y a-t-il intérêt, quelquefois, à chercher la position du centre 
instantané de rotation d'un élément à l’aide de son épure des vites- 
ses. si l’on en a construit une. 

Pour cela, on peut se servir de la condition suivant laquelle la 
vitesse du point de l’élément, qui se confond au moment considéré 
avec son centre instantané de ro- 
tation. est nulle. La définition du 
centre instantané de rotation de 
l’élément se réduit alors à la re- 
cherche du point de l'élément 
dont la vitesse au moment con- 
sidéré est nulle. 

Soit donné l'élément BC, et 
on connaît les vitesses +, et ce 


de ses points B et C (fig. 4.27, a). 
On construit l’épure des vitesses 
de l’élément (fig. 4.27, b). On cher- 
che ensuite le point de l'élément 


1—0117 


Fig. 4.27. Pour la recherche du cen- 

tre instantané de rotation de l'élé- 

ment : a) schéma de l'élément avec son 

centre instantané de rotation ; b) épure 
des vitesses de l'élément. 
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dont la vitesse au moment considéré est nulle. Il est évident que la 
vitesse de ce point se représente sur l’épure des vitesses par un vecteur 
de longueur zéro, donc par un vecteur qui coïncide avec le pôle p 
de l’épure des vitesses. Comme on l’a montré plus haut, la figure qui 
représente sur l’épure des vitesses les vitesses des points isolés d’un 
élément est semblable à la figure représentant l'élément lui-même 
et est tournée par rapport à cette dernière de 90°. On peut alors trou- 
ver sur l’élément BC un point P tel que son vecteur vitesse se confon- 
de sur l’épure des vitesses avec le point p. Pour le faire, il suffit de 
construire sur cet élément (fig. 4.27, a) un triangle BCP semblable 
au triangle bcp de l'épure (fig. 4.27, b). On mène du point B une 
droite perpendiculaire au segment (bp) de l’épure, et du point C, 
une autre droite perpendiculaire au segment (cp) de l’épure. Le point 
d'intersection P de ces deux droites est justement celui dont la vitesse 
du moment est égale à zéro, vp = 0. Puisque le point P obtenu se 
confond avec le centre instantané de rotation de l'élément BC, on 
peut exprimer les vitesses v, et ve. des points B et C de cet élément 
de la façon suivante: 


Vr=|@|lpg et vc=|w|lpc, 


où o est la vitesse angulaire de l’élément BC (fig. 4.27, a). La valeur 
de la vitesse d'un point D quelconque de l'élément BC se calcule 
par la formule 

Up =|@|lpp; 
quant à sa direction, elle est perpendiculaire au segment PD. 

20. Par analogie au centre instantané de rotation de l'élément 
dans le cas général de son mouvement, on peut trouver le point de 
l'élément dont l'accélération à l’instant donné est nulle. Ce point est 
dit centre instantané des accélérations. On peut toujours déterminer la 
position de ce point sur l’élément si l’on connaît l'épure des accélé- 
rations de cet élément. Soient donnés par exemple un élément BC 
(fig. 4.28, a) et son épure des accélérations bc (fig. 4.28, b). En 
vertu des propriétés de l’épure des accélérations, le point x de l'élé- 
ment, dont l'accélération est égale à zéro, se représente sur l’épure 


Fig. 4.28. Pour la recherche du centre instantané des accélérations de l'élément : 
a) schéma de l'élément avec son centre instantané des accélérations: b) épure 
des accélérations. 
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des accélérations par un vecteur de longueur nulle qui coïncide avec 
le point x de l’épure. Pour rechercher sur l’élément BC le point 
dépourvu de toute accélération, on construit sur cet élément une 
figure BCII semblable à la figure bcx de l’épure. Le point II obtenu 
(fig. 4.28, a) est justement le centre instantané des accélérations, 
parce que, en vertu de la similitude des triangles BCII et bex, ae 
célération du point II est égale à zéro, an= 0. 

La construction de la figure semblable BCTI peut se faire d’ après 
les angles pet 1 qu’on mesure sur l’épure des accélérations (fig. 4.28, b) 
Le point d'’intersection II des droites BII et CII est le centre instan- 
tané des accélérations. Lorsque les contours des triangles BCTI et bc 
sont parcourus dans un même sens, l'ordre successif des lettres doit 
rester le même. 

Comme on l’a montré plus haut ($ 18, 30, 40), le vecteur accélé- 
ration relative vw. est tourné par rapport à l'élément BC d'un angle y 
que l’on calcule par la formule 

CA 


tgu= 7, (4.55) 


où € est l'accélération angulaire de l'élément BC et w sa vitesse 
angulaire. De cette façon, le côté bc du triangle bex forme avec le côté 
BC du triangle BCII un angle u. Comme les triangles bex et BCTI 
sont semblables, les côtés xb et xe forment avec les côtés IIB et IIC 
le même angle u; de même, le vecteur a; forme un angle u avec le 
côté BII, et le vecteur a. un angle u avec le côté CII. Le vecteur accé- 
lération absolue de tout autre point de l'élément est incliné du 
même angle u sur le rayon vecteur reliant ce point avec le point II. 

On peut toujours exprimer l'accélération de tout point de l’élé- 
ment en la décomposant en accélération du mouvement d'entraîne- 
ment (translation) égale à celle du point II et en accélération du mou- 
vement relatif (rotation) autour de ce point. Par exemple, le vecteur 
accélération a; du point B se présente sous la forme d'une série géo- 
métrique suivante: 

as Qu + Gin + in = Bn + CBn 

où an— 

Le vecteur accélération an est dirigé du point B vers le point II, 


alors que le vecteur accélération &æpn est perpendiculaire au segment 
BIT (fig. 4.28, a). Comme 


an — = lp et abn = elpn, 
la valeur de l’accélération absolue du point B est égale à 
az =V (an) + (ain) = ln Vo +e. (4.56) 


D'une manière analogue, la valeur de l'accélération du point C 
est égale à 


ac = Ml, (4.57) 
où la constante m est égale à m = Vw* + e. 


Les accélérations abso- 
lues de tous les points de 
l'élément sont donc propor- 
tionnelles aux distances sé- 
parant ces points du centre 
instantané des accélérations. 

Il est évident que le 


| di mouvement du point de 
ÿ 3 l'élément, qui se confond 
dz A avec le centre II et dont 


le l'accélération est nulle, peut 


Re dia de être assimilé à un mouve- 
ig. 4.29. Pour la recherche rayo - : : 
courbure de la trajectoire du point D : a) sché- RS ete uniforme, Lu 
ma de l'élément; 6) épure des vitesses de des infiniment petitsde troi- 
l'élément ; c) épure des accélérations de l'élé- sième ordre près. 


ment. 3°. Montrons à présent la 
méthode de recherche du cen- 
tre de courbure p d’un point quelconque D de l’élément BC (fig. 4.29, a) 
dont on a construit l’épure des vitesses (fig. 4.29, b) et l’épure des 
accélérations (fig. 4.29, c). Le centre de courbure est situé sur la 
droite Dn tracée par le point D (fig. 4.29, a) perpendiculairement au 
vecteur vitesse v,. autrement dit perpendiculairement au segment 
(pd) de l’épure des vitesses (fig. 4.29, b). La droite Dn est normale 
à la trajectoire du point considéré à l'instant donné et traverse le 
centre instantané de rotation P de l'élément BC. Le vecteur accélé- 
ration absolue a, du point D se présente sur l'épure des accélérations 
comme le segment (xd) (fig. 4.29, c). Décomposons le vecteur &, sui- 
vant la direction Dr et la direction perpendiculaire à celle-ci. La 
composante dirigée suivant Dn est l'accélération normale a du 
point D. On a 


ar =D, (4.58) 
d'où l’on tire la longueur du rayon de courbure p. Il vient 
= (4.59) 
4D 


Connaissant p, on cherche la position du centre de courbure © de Ja 
trajectoire du point D. 


$ 21. Construction des diagrammes cinématiques 


1°. Au cours de l'analyse cinématique des mécanismes, il est 
nécessaire de considérer le cycle complet de mouvement du mécanisme 
en question. Pour cela, on procède à l’étude analytique ou graphique 
des espaces, vitesses et accélérations pour diverses positions du 
mécanisme suffisamment rapprochées l’une de l'autre. Les valeurs 
obtenues des grandeurs cinématiques peuvent être mises en tables 
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ou utilisées pour le tracé des cour- 
bes appelées diagrammes cinéma- 
tiques. 

Ilexiste plusieurs sortes dedia- 
grammes cinématiques, en fonc- 
tion de la nature du mouvement 
des éléments ou des points isolés Fig. 4.30. Schéma cinématique du mé- 
du mécanisme. Dansles problèmes  canisme à coulisseau et manivelle. 
pratiques de la théorie des méca- 
nismes, le diagramme cinématique est, en général, une traduction 
graphique de la variation de l’un des paramètres cinématiques de 
l'élément : espace parcouru, vitesse ou accélération d'un point de 
l'élément du mécanisme analysé en fonction du temps ou de l’espace 
parcouru par l'élément menant du mécanisme, donc en fonction de 
la coordonnée généralisée. 

Par exemple, pour un mécanisme à coulisseau et manivelle 
(fig. 4.30), les espaces sc, les vitesses ve et les accélérations ac du 
point C animé d’un mouvement rectiligne s'expriment aisément 
par des diagrammes cinématiques qui traduisent la variation de ces 
grandeurs en fonction du temps { ou de la coordonnée généralisée 
D, C'est-à-dire qu’on trace les courbes des fonctions 


Se =Se(th ve—=velt)}, ac =act(t), (4.60) 


ou 
Sc = Sc(Pe), Ve = Vc(Ps)) Ac = ac (Ps) (4.61) 
si l’on a choisi comme coordonnée généralisée l’angle de rotation , 
de l'élément 2. 
Dans certains cas on est amené à tracer les courbes d’autres fonc- 
tions, telles que 


Ve = Ve(sce) ou ac =ac (sc). (4.62) 


Les fonctions (4.62) se déduisent des fonctions (4.60) par élimi- 
nation du paramètre { entre les première et deuxième fonctions, ou 
bien entre les première et troisième fonctions. 

S'il s’agit d'analyser les angles de rotation w,, les vitesses angu- 
laires ©, et les accélérations angulaires €, de la bielle 3 (fig. 4.30), 
on peut tracer Îles courbes représentatives des fonctions 


Ps —= Pat), &s = st), Es — Es (t) 
ou 
Ps = Pa (Pre, Os — Da (Per), Es — Es (De), 
ainsi que des fonctions 
Og — O3(Ps) OU Es — Es (Ps). 


20. Considérons, à titre d'exemple, la construction de diagrammes 
cinématiques de sc = sect), ve = vet) et ac = act) pour le 
cas du mouvement permanent du point € du mécanisme à coulis- 
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Fig. 4.31. Mécanisme à coulisseau et manivelle : a) schéma cinématique; b) cour- 
bes représentatives des fonctions sc = sc (t), ve = ve (t) et ac = ac (t). 


seau et manivelle ABC, c'est-à-dire pour le cas où la manivelle tour- 
ne à une vitesse angulaire w, constante (fig. 4.31, a). Pour le faire, 
on matérialise les espaces parcourus par les points B et C'en employant 
les méthodes décrites au $ 17. Le calcul des espaces parcourus par 
le point C se fait avantageusement en comptant à partir de la posi- 
tion extrême gauche du coulisseau. On trace deux axes de coordon- 
nées (fig. 4.31, b), et l’on porte en abscisse un segment de Z mm qui 
traduit à l'échelle u, la durée T d’un tour complet de la manivelle, 
en sorte que 


= pit, (4.63) 


où nr est le nombre de tours par minute de la manivelle. De l'éga- 
lité (4.63) on tire l'échelle u,; du temps. On a 


60 
M: (4.64) 


On partage le segment [ en douze parties égales, et l’on porte en des 
points correspondants Z, 2, 3, . .. les élongations du point C, ou 
les espaces parcourus par ce point (fig. 4.31, a) à partir de la posi- 
tion extrême gauche C, du coulisseau. C'est ainsi qu'on porte au point 
2 (fig. 4.31, b) parallèlement à l’axe des ordonnées, le segment (C;:C2), 
au point 3 le segment (C:C3), et ainsi de suite. Si l’on prend les 
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segments (C1C2), (C:1Cs), - . . directement sur le schéma (fig. 4.31, a), 
l'échelle du tracé de sc = sc (t) suivant l’axe des ordonnées sera 
égale à l’échelle u,, donc à l'échelle du schéma. A partir de la posi- 
tion C7, lorsque le point C vient dans sa position extrême droite 
(fig. 4.31, a), les élongations (C3Cs), (C3C9) se retranchent de l’ordon- 
née (C,C7) portée en position C;, si bien qu'au moment où la mani- 
velle 2 regagne sa position initiale, l’ordonnée de la courbe sç = 
— Se (t) devient égale à zéro. La courbe obtenue est la courbe des 
élongations du point C à partir de la position extrême gauche du cou- 
lisseau. S'il s’agit de tracer la courbe des espaces parcourus par le 
point C, il convient d'ajouter, à partir de la position C;, les élonga- 
tions (C7C»), (Cr3C9) au segment (C,C;) tracé précédemment. Sur la 
figure 4.31, b cette partie de la courbe des espaces est tracée en 
pointillé. 

Etant donné que la manivelle tourne à une vitesse angulaire we 
constante, on peut admettre qu'on a en abscisses non pas le temps £ 
mais les angles de rotation w, de l'élément 2, ce qui signifie que les 
diagrammes de sc = sect), ve = vett), ac = act) sont autant 
ceux de Se = Se (@+), Ve = ve(®e), ac = ac(p.)- L'échelle de 
ces diagrammes suivant l’axe des abscisses sera égale à 


2x 
Hp— 


la longueur en millimètres du segment ! étant mesurée sur le dessin. 

3°. Pour construire les diagrammes de ve = ve (t) et de ac = 
= ac (t), on prend sur l’épure des vitesses et l’épure des accéléra- 
tions les segments représentatifs de la vitesse ve et de l’accéléra- 
tion ac et on les porte en ordonnée en des points Z, 2, 3, ... tout 
en tenant compte du signe de la vitesse ve. et de l’accélération ac 
(fig. 4.31, b). Si les segments sont pris directement sur les épures des 
vitesses et des accélérations, les échelles des ordonnées des courbes 
de ve = vç (t) et de ac = ac (t) seront égales aux échelles u, et 
des épures des vitesses et des accélérations. Ce seront aussi les dia- 
grammes de vec = vec (p.) et de ac = ac (@2). 

Il y a des cas où les courbes de ve = v4 (sc) et de ac = ac (sc) 
se construisent aisément sur le schéma du mécanisme lui-même 
(fig. 4.32). A cet effet on situe l’origine des coordonnées en C, et 
l'on prend sur les ordonnées dressées en C;, C2, Ca, . . . les segments 
tirés des épures des vitesses et des accélérations qui figurent les 
vitesses ve et les accélérations aç du point C. La courbe de ac — 
= ac (sc) est la même pour la course du coulisseau de gauche à droite 
et de droite à gauche, si l’on fait abstraction du signe de l’accélé- 
ration ac. Si l’on admet comme accélérations positives celles dont 
les directions coïncident avec les directions des vitesses correspon- 
dantes, et négatives quand leurs directions sont opposées, la courbe 
de ac = ac (sc) traduisant la course du coulisseau 4 de droite à 
gauche se construit comme il est montré sur la figure 4.32 en trait 
pointillé. 
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= vr(sc) 


Fig. 4.32. Schéma du mécanisme à coulisseau et manivelle avec les courbes su- 
perposées des vitesses et des accélérations du coulisseau. 
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pie 4.33. Mécanisme à coulisseau et manivelle: a) schéma cinématique; 
b) hodographe de la vitesse du point EÆ : c) hodographe de l'accélération du 
point E. 


! 


mme rd S1, 


Imm+ rd S 


Fig. 4.34.Courbes dela vitesse angulaire et de l’accélération angulaire de la biel- 
le 3 du mécanisme à coulisseau et manivelle dont le schéma est représenté sur 
la figure 4.32, a. 


49. Dans les exemples que l’on vient de considérer le mouvement 
du point est rectiligne. Pour les points animés d’un mouvement 
curviligne, il est plus commode de construire les diagrammes ciné- 
matiques qui fournissent non seulement les valeurs absolues des 
vitesses et des accélérations des points mais aussi les directions des 
vecteurs vitesses absolues et accélérations absolues. A cet effet on 
trace les vecteurs vitesses et accélérations, tirés des épures des vites- 
ses et des accélérations, à partir des pôles p et x communs en con- 
servant leur direction réelle. Ceci fait, on relie les extrémités de tous 
les vecteurs par une courbe régulière : le diagramme obtenu s’ap- 
pelle respectivement hodographe de la vitesse et hodographe de l’ac- 
célération. 

On voit sur la figure 4.33, b et c les hodographes de la vitesse et 
de l’accélération du point Æ de la bielle du mécanisme à coulisseau 
et manivelle À BC représenté sur la figure 4.33, a. 

La construction des diagrammes des angles de rotation q.. des 
vitesses angulaires w, et des accélérations angulaires e, de la bielle 3 
du mécanisme ABC (fig. 4,31, a) est réalisée par des méthodes ana- 
logues, en se servant du schéma du mécanisme et de ses épures des 
vitesses et des accélérations. 

Sur la figure 4.34 sont tracées les courbes de variation de la vitesse 
angulaire w, et de l’accélération angulaire e, en fonction du tempst 
ou de l’angle de rotation . de la bielle 2, c’est-à-dire les courbes de 
O3 = © (1), Es = Es (1) ou de @s3 = &3(pe), Es — es (p2) pour la 
bielle 3 du mécanisme ABC (fig. 4.31). 

La méthode de construction des diagrammes cinématiques que 
nous venons d'expliquer pour le mécanisme à manivelle et coulis- 
seau est valable pour tout mécanisme plan, qu'il contienne des cou- 
ples cinématiques inférieurs ou supérieurs. 


$ 22. Etude cinématique des mécanismes 
par la méthode des diagrammes 


19. La méthode des diagrammes cinématiques peut être utilisée 
pour l’étude cinématique des mécanismes. Donnons un exemple d’étu- 
de d’un mécanisme concret par la méthode des diagrammes ciné- 
matiques. Soit à construire, par exemple, les diagrammes de sc — 
= Se (m2), ve = ve (ep) et ac = ac (pe) pour le point C de la tige 3 
du mécanisme à came montré sur la figure 4.35 dans le mouvement 
permanent du mécanisme, sachant que la came tourne à une vitesse 
angulaire constante w.. On cherche les élongations du point C à 
partir de sa position extrême inférieure (position J). A cet effet, on 
mène des rayons A1, A2, A3, . .., par le centre À de rotation de la 
came 2 sous des angles @ égaux. Si l’on trace du centre À un arc de 
cercle de rayon AC de telle façon qu'il coupe l’axe de translation de 
l'élément 3, le segment (1 — 2") sera égal à l’espace parcouru par 
l'élément 3 lorsque la came 2, tournant de l’angle op, passe de sa pre- 
mière position à la deuxième. De même, le segment (1 — 3") sera 
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égal à l’espace parcouru par l’élé- 
ment 3 pendant la rotation de la 
came de l’angle 2 lors du passage 
de la première à la troisième posi- 
tion, et ainsi de suite. 

Après avoir déterminé lesélon- 
gations (7 — 2"), (1 — 3°), (1— 
— 4"), ..., on construit la cour- 
be de sc = Sc (2) à des échelles 
Me et u. arbitrairement choisies 
(fig. 4.36). 

Pour tracer le diagramme de 
la vitesse analogue vc = ve (op), 
on emploie la relation 


— sc _ dlsc(®] 

20 do (4.65) 
qui permet de déterminer les vi- 
Fig. 4.35. Schéma du mécanisme à ca- teSSes VC par dérivation graphique 
me avec la tige animée d'un mouve- de la courbe de Sc—=Sc (p). Pour 

ment de translation. le faire, on trace le prolongement 

à gauche de l'axe des abscisses 

(fig. 4.36) et l’on porte un segment (01) égal à 4 mm. Ensuite on mè- 

ne des tangentes aux points Z, 2’, 3°, 4", ...de la courbe de 

se = sc (t) et l’on trace par le point © des rayons O1", O2”, 03",..., 

parallèles aux tangentes tracées. Les rayons O7", O2”, O3", ..., 

couperont sur l'axe sc des segments (7 — 2”), (1 — 37), (1 —4" 

proportionnels aux vitesses v, dans les positions J, 2, 3, 4, 5, ... 
On a 


Uc 


Ve = Fete te, (4.66) 


où « est l’inclinaison de la tangente au point correspondant de la 
courbe de sc = sc (p2). Multiplions et divisons l'expression (4.66) 


{mm —/4S Imm — pra 


Fig. 4.36, Courbe de l'espace parcouru par la tige du mécanisme dont le schéma 
est bte) re sur la figure 4.35. 
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par k mm. Il vient 
= (le: . 


Or, la quantité k tg & pour les tangentes tracées en différents points 
est égale à la longueur des segments (7 — 2°), (1 — 3"), (1 — 4", 
que les rayons O2”, 03", O4", ..., coupent sur l'axe de s4. 
Donc, les vitesses v. sont proportionnelles aux segments (1 — 2", 
(1 — 37), (1—47,..., mesurés en millimètres. De l'équation 
(4.67) on tire la valeur de l'échelle u, des vitesses: 


8 -rd”1 
bo = ÈS — . (4.68) 


Les segments obtenus, proportionnels à la vitesse vc du point C, 
sont portés sur les ordonnées correspondantes du diagramme de 
Ve = Ve(pe) (fig. 4.37). 

Pour la construction du diagramme de ac = ac (9), on emploie 
la relation 
dre __ dfvc(t] 
qui permet de rechercher les accélérations aç par dérivation graphi- 
que de la courbe de ve = ve (p) (fig. 4.37). Pour cela, de même 
que dans le cas des vitesses ve, on prend un SE el O'1 (fig. 4.37) 
de longueur égale à À mm ; dans les points 2”, 3”, 4”, . .. de la courbe 


ac = 


Fig. 4.37. Courbe de la re a la mr Ps du RS dont le schéma est repré- 
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de uc — vc(v.) on mène des tangentes, puis on fait passer par le 
point O” des rayons 0'2”, 0'3", . .., parallèles à ces tangentes. 
On a 


& = 


Ho po 
Le tg B HE ktgp, (4.70) 
où f est l’inclinaison de la tangente tracée au point correspondant 
de la courbe de ve — ve (@.). Puisque la quantité k tg B pour les 
tangentes tracées en des points différents est égale aux segments 
(1 — 2"), (1 — 3), (1 — 47), . .., les accélérations sont égales aux 
segments (27 — 2”), (1 — 3”), (1 — 4”), etc. mesurés en millimètres 
et multipliés par l'échelle u, qu'on déduit des formules (4.70) et 
(4.68) : 
Up _ Ma m-rd”* 

Uu = UoË — ra — nm e (4.71) 
Les segments obtenus, proportionnels à l’accélération ac du point C, 
sont portés'sur les ordonnées correspondantes du diagramme de 
ac — ac(P:) (fig. 4.38). 

La méthode de la dérivation graphique n'est pas très précise. 
Aussi ne sera-t-elle employée que pour la détermination approxi- 
mative des vitesses et des accélérations. Pour contrôler l'exactitude 
du tracé, on se rappellera que, pour des raisons bien évidentes, la 
vitesse ve doit s'annuler (fig. 4.37, position 7) au moment où l’élon- 
gation sc (fig. 4.36) passe par sa valeur maximale ; de même, l’accé- 


Fig. 4.38. Courbe de l'accélération de la tige du mécanisme dont le schéma est 
représenté sur la figure 4.35. 
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lération ac s’annule lorsque la 
vitesse ve atteint son maximum, 
etc. 

29. Pour le mécanisme que l'on 
vient de considérer, le problème 
de recherche des vitesses et des 
accélérations s'est réduit à une 
double dérivation graphique de 
la courbe des élongations donnée. 
Dans nombre de problèmes de la 
théorie des mécanismes on est 
amené à procéder par intégration 
graphique. Soit donné par exem- 
ple (fig. 4,39, a) le diagramme de 
l'accélération ac d'un point 
quelconque du mécanisme, animé 
d'un mouvement rectiligne, en 
fonction du temps t. On demande 
de construire les diagrammes de 
ve = VC (t) et de sc—=sc (t). On 
partage l'axe des abscisses (fig. 
4.39, a) en parties égales et l’on 
fait passer par les points Z. 2,3, … 


ô) 


€) 


FO 2 CE VW SE LT 
mm + L,S 


Fig. 4.39. Pour l'intégration graphi- 
que des courbes: a) courbe de l’accé- 
lération d’un point animé d'un mou- 
vement rectiligne; b) courbe de sa 
vitesse ; c) courbe de son parcours. 


les ordonnées (1 — 1"), (2 — 2”), 
(3 — 3”), ... L'accroissement de 
At = tt: — t, est égal à 


la vitesse ve pendant le temps 


a 


UCa — VCy = | acdt. (4.72) 
{1 

L'intégrale du second membre de la relation (4.72) peut être 
exprimée en fonction de l'aire [7722] mm*° limitée par l’axe des 
abscisses, les ordonnées (1 — 1”), (2 — 2") et la courbe de ac = ac (t) 
(fig. 4.39, a), en multipliant cette aire par le produit des échelles 

et lu. Ïl vient 
UCÿ — VCi = Ma-paire [71°2721. 


(4.73) 

On peut déterminer l’aire [77/'2’2] à l’aide d'un planimètre, en 
superposant un quadrillage millimétre sur la courbe de ac = ac (t), 
en construisant la courbe sur le papier millimétré, ou bien en subs- 
tituant à l'aire [Z7°2’2] un rectangle ou trapèze d'aire égale. En 
portant dans l’égalité (4.73) la valeur de l'aire en millimétres carrés, 
on obtient l'accroissement de la vitesse vc pendant le temps At — 
— {, — t,. Si dans la position Z la vitesse Ve, était égale à zéro 
(fig. 4.39, b), la vitesse ve, dans la position 2 est 

UCe = Ma-Ur-aire [/1°2°2]. 


Portons la valeur obtenue de la vitesse v,. à l’échelle u, sur 
l'ordonnée dressée en 2 (fig. 4.39, b) sous la forme d'un segment de 
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longueur (2 — 2’) mm. On a 
UCs = Ho (2— 2"). 
Puis on calcule l'aire [2233] (fig. 4.39, a). On a 


ts 
VCs — VUCs = | acdt=p"praire [22733]. 
t2 


Portons la valeur obtenue de l’accroissement de la vitesse ve 
pendant le temps f, — t{, sous la forme d’un segment (3 — 3”) sur 
l’ordonnée tracée en 3 (fig. 4.39, b), en ajoutant au segment (3° — 3°) 
le segment (2 — 2’). Après avoir effectué les mêmes constructions 
pour les intervalles de temps suivants, on obtient le diagramme de 
ve = Ve (t). Pour améliorer la précision du calcul, on peut compter 
les aires en commençant par la position Z. La vitesse Ve, (ig. 4.39, b) 


sera alors déduite de la condition 
{3 
Les = | ag dt =ha-usraire [11'5'3]= pu (3—3"). 
{1 


La vitesse v., se cherche en partant de la condition 


la 
Lou = | acdt=ha-uraire [21‘4'4]—u, (4—4"), 
{1 


etc. Les segments correspondants (3 — 3"), (4 — 4’), . .. sont por- 
tés sur les ordonnées dressées aux points 3, 4, ..., (fig. 4.39, b). 
On construit de façon analogue le diagramme de sc = sc (t) 
(fig. 4.39, c) par intégration graphique du diagramme de ve = ve (t) 
(fig. 4.39, b). 
On aura pour les mêmes intervalles de temps At 


{2 
cs = | vodt=po-ps-aire [1122]=p,(2—2"), 
LE 


{3 
ses = | vodt=pe-peraire [11°8°3] pu, (3— 3"), 
{1 
en calculant les aires [7722], [11°3°31, . . . sur le diagramme de 
ve = (vc(t) (fig. 4.39, b) et en portant les segments (2 — 2”), 
(3 — 3"), ...à l'échelle u, sur les ordonnées du diagramme de 
Se = Se (t) (fig. 4.39, c). 
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CHAPITRE V 


ETUDE CINÉMATIQUE DES MECANISMES PLANS À LEVIERS 
PAR LA MÉTHODE ANALYTIQUE 


$ 23. Mécanisme du quadrilatère articulé 


19. Au chapitre IV nous avons exposé les méthodes graphiques 
d'analyse cinématique des mécanismes plans. Les méthodes graphi- 
ques sont évidentes et universelles, car elles permettent de déter- 
miner les positions, les vitesses et les accélérations des éléments des 
mécanismes de toute structure. Or, les méthodes graphiques ne per- 
mettent pas toujours d'obtenir le degré de précision nécessaire dans 
certains problèmes concrets d'analyse des mécanismes. En pareils 
cas il est préférable de faire usage des méthodes analytiques, qui 
permettent d'effectuer l'étude de la cinématique des mécanismes 
avec toute la précision voulue. En outre, les relations analytiques 
permettent de mettre en évidence la liaison entre les paramètres 
cinématiques du mécanisme et ses paramètres métriques, c'est-à- 
dire les dimensions des éléments. Le rôle des méthodes analytiques 
d'analyse cinématique des mécanismes a pris ces dernières années 
une importance particulière pour cette raison que, disposant des 
relations analytiques entre les principaux paramètres cinématiques 
et structuraux du mécanisme, on peut toujours établir un programme 
de calculs pour une calculatrice et obtenir ainsi tous les résultats 
voulus. Nous allons aborder les méthodes analytiques d’études des 
mécanismes en considérant le cas du quadrilatère articulé. 

20, Comme nous l’avons montré ci-dessus ($ 17, 3°), l’adjonction 
d’un groupe bientraîné BCD constitué par les éléments 3 et 4 à 
l'élément menant 2 et au bâti Z (fig. 5.1) permet la formation de 
deux triangles, BCD et BC'D, symétriquement disposés par rapport 
à la droite BD. Ainsi donc, les différents modes d’'adijonction du 
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Fig. 5.1. Mécanisme du quadrilatère articulé avec deux contours vectoriels. 
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Fig. 5.2. Pour la recherche des positions des éléments dans le mécanisme du qua- 
drilatère articulé. 


groupe bientraîné aboutissent à la formation de deux différents méca- 
nismes articulés à quatre éléments: ABCD et ABC"D. Si le montage 
est réalisé de telle sorte que les axes des éléments du mécanisme 
constituent le contour ABC'D, les positions des éléments 2, 3 et 4 
du mécanisme seront définies respectivement par les angles @., ®s 
et y, (fig. 5.1). Si les axes des éléments forment le contour ABCD, 
les positions des éléments 2, 3 et 4 se définissent par les angles p:, 
p, et p, (fig. 5.1). La droite BD et l'inclinaison , de cette droite sur 
l'axe Az sont communes aux deux contours ABCD et ABC"D. 

3°. Pour l'étude analytique des mécanismes plans, nous préco- 
nisons la méthode des contours vectoriels mise au point par V. Zi- 
noviev. Ainsi, pour le cas représenté sur la figure 5.1, il est commode 
de chercher la solution du problème des positions des éléments en 
divisant le contour fermé À BCD en deux triangles ABD et BCD. 
De même, le contour fermé ABC'D sera divisé en deux triangles 
ABD et BC'D.On peut alors toujours écrire pour ces contours les 
équations vectorielles suivantes: 

pour le contour ABD 


Z+s—717, = 0, (5.1) 

pour le contour CD 
ZIas— — ss —=0 (5.2) 

et pour le contour BC'D 
1 —1,—8—=0, (5.3) 


où s est le vecteur de module variable qui définit les positions des 
points B et D. 

Considérons le cas du montage de Îla figure 5.2. Ce contour, par- 
couru dans le sens.-horaire, donne lieu à l’ordre successif suivant des 
lettres: BCDB. Cet ordre des lettres du contour doit être conservé 
pendant que l'élément 2 effectue une révolution complète. 

Projetons les vecteurs de l'équation (5.1) sur les axes de coor- 
données Az et Ay. On a 


LL, cos p, + s cos p, — L = 0 (5.4) 
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et 


l, sin pe + s sin q, = (0. (5.5) 
Des équations (5.4) et (5.5) on tire 
__ —ksings 
18 Ps = hour (5.6) 


Pour connaître le quadrant trigonométrique dans lequel est situé 
l'angle ,, il suffit de remarquer le signe du numérateur et du déno- 
minateur de (5.6), proportionnels à sin @. et à cos .. Ensuite, on 
déduit sans peine de l'équation (5.5) le module du vecteur s. Il vient 


$S = — L sing, . (5.7) 


Considérons maintenant le triangle BCD. Les inclinaisons des 


vecteurs Z, et Z, sur le vecteur s seront désignées respectivement par 
P3s et Pus- 
On a deux équations suivantes: 


I +s+ 2liscos ps (5.8) 
et 
Li — 15 +57 — 21ss cos Psse (5.9) 
Des équations (5.8) et (5.9): on tire les angles @s, et qi. Il vient 
—12—$s 
Dés = ATCCOS ——— (5.10) 
et 
F3s — ATCCOS HAE. (5.11) 


Dans le cas général les angles ,, et ps, peuvent avoir le signe 
positif ou négatif, donc satisfaire aux deux versions de montage pos- 
sibles (fig. 5.1). Puisque nous avons convenu de considérer le monta- 
ge BCDB (fig. 5.2), les angles p,, et ps, seront toujours de même 


signe et le vecteur Z, sera toujours au-dessus du vecteur s. 
Il vient ensuite 


Pas — Pi — Ps (9.12) 
et 

Pss = Ps — Par (5.13) 
d'où 

Pa = Pis + Ps (5.14) 
et 

Ps == Pss + Ps (5.15) 


Ainsi, si les longueurs des éléments du mécanisme et l'angle de 
rotation . de l'élément 2 sont connus, on arrive toujours à déter- 


miner pour toute position de l'élément 2 les angles ; et p,, donc 
les positions des éléments 3 et 4. 
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La méthode de recherche des angles ®, et p, à l’aide des fonctions 
intermédiaires de ®;, ss Pas et S se prête aisément à la mise en pro- 
gramme et à l'introduction dans la machine. 

49. Les fonctions de position de l'élément 3 ou de l'élément 4 
sont faciles à déterminer. Par exemple, on tire la fonction de posi- 
tion Pa — Pa (2) de l’équation (5.14). En substituant dans cette 
Ar les valeurs de ®,, et de œ, tirées de (5.10) et de (5.6), on 
obtient 


_ Es — L sin Qe 
My — Des + Ps — arccos EE + arctg Te co8 eh e (5.16) 
Portant dans l'équation (5.16) la valeur de s obtenue par résolution 
du triangle ABD (fig. 5.2) et égale à 


s=V B+IE—2ILL cos qe, 
on reçoit 


+ I£ — 1? — 13 —+ 2lilo COS Pa 
2 V + LEÈ—2lile COS Pe 


La fonction de position @3 = ®s (p.) se cherche de façon analogue. 

Exemple. Considérons le mécanisme du quadrilatère articulé 
ABCD dont on voit le schéma fig. 5.2. 

Trouvons les inclinaisons ®, et y, des éléments 3 et 4 du méca- 
nisme ABCD sur le bâti si les longueurs des éléments sont respec- 
tivement L, — 24, L, — 6, l, — 25 et L, — 12 et si la manivelle AB 
fait un angle ®. — 45° avec le bâti. 

De l'équation (5.6) on a 


Harctg #0. (5.17) 


P, = arccos Ts cos pe + 


— lo Sin Po — (6: sin 45° — 4.24 = 0 244 
, . 


Puisque le numérateur, proportionnel à sin q., est nee et le déno- 
minateur, proportionnel à cos q., est positif, le vecteur s se situe 
dans le quatrième quadrant et l’angle ®, est 


p, — 360° — 12° — 348. 


Le module du vecteur s, en vertu de l'équation (5.7), est égal à 


Sin Ps sin 45° 
.. Er 1 sin, =|- 6 “sin (12°) — 20,4. 


Les angles ®,, et os, sont déduits des équations (5.10) et (5.11). 
On a 


et 
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Par conséquent,  %,, = 
— 82°10" et pas — 2840’. Les 
angles v,et y, seront respec- 
tivement 


Pa — Pes + Ps = 82°10°— 
— 12° —70°10° 


et Fig. 5.3. Pour la recherche des vitesses 


_ — 9420) — et accélérations dans le mécanisme du 
Ps — ds po quadrilatère articulé. 


5°. Pour la recherche des vitesses et des accélérations des élé- 
ments du mécanisme du quadrilatère articulé (fig. 5.3), on écrit 
l'équation vectorielle exprimant le caractère fermé du contour ABCD. 


On a 
A + lo+ls — La - (5.18) 
En projetant cette équation sur les axes Az et Ay, on obtient 
— li + 1 cos po + la cos ps — 1, cos mp 


. (5.19) 
L sin Po + le sin Ps — le sin Pa 


OÙ De, Pa et p, sont les angles que forment les axes des éléments 2, 
3 et 4 avec l'axe Az. 

Pour rechercher les vitesses angulaires analogues ©, et ©, des 
éléments 3 et 4, dérivons les équations (5.19) par rapport à la coor- 
donnée généralisée ®.. Il vient 


— l,sinç:—/,sin Ps = = — |, sin pe Te. 
(5.20) 
L COS P2+ 3 cos Ps < 


gs = la COS Pa es 
Du moment que dps/dp: — ise, est vitesse angulaire analogue w; 
de l'élément 3 et que d,/dp: = i,, est la vitesse angulaire analo- 
gue wo, de l’élément 4 (voir $ 16), on a 


L Sin D — igols Sin Ps = éçolg SIN M, 
P2— tsots SIN Ps — Lot Pi | (5.21) 


L, COS Po + igols COS Pa = igols COS Qu. 


Les quantités is. et i,. figurant dans l'équation (5.21) s'appellent 
aussi rapports de vitesses, car elles sont égales aux rapports des vites- 
ses angulaires &3 et ©, à la vitesse angulaire de l'élément menant. 
On a 


dps __ dpsldt __ os 


l2 — dPa dPejdt Ge 


et 


= Ps  dPildt Se 
7 dpe dpe/dt Os | 
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Retranchons des angles figurant dans la première équation (5.21) 
l'angle commun ;, ce qui revient à tourner les axes de coordonnées 
zAy (fig. 5.3) d’un angle commun .. On a 


Le Sin (P2 — Ps) = ivoly Sin (Pi — Pa), 


d'où l’on déduit l'expression de i,. pour la vitesse angulaire «4 
analogue : 


_ lo — 


lo Sin (Qo — 3) 

Le Sin (Ps — 3) 6) 
Après avoir effectué une transformation analogue de la même 

équation par. la rotation des axes de coordonnées de l'angle 4, 

on obtient l'expression de is. pour la vitesse angulaire ©, analogue : 


Lo Sin (Po — Pc) 5.23 
l3 Sin (Ps —P4) (2.23) 
Pour rechercher les accélérations angulaires €, et e, des élé- 
ments 3 et 4, dérivons les équations (5.21) par rapport à la coordonnée 
généralisée q., ce qui donne les équations 
le COS P2+ itls COS Ps + isols Sin Ps = ifoly COS Pa + dsl Sin Pa, 
— l, Sin Pr — ils Sin Ps + isrls COS Ps — (5.24) 
= — lil Sin Pi + él, COS pa, 
OÙ igo et is sont les vitesses angulaires analogues, i. et i,, sont les 
accélérations angulaires analogues, égales aux dérivées des vitesses 
angulaires analogues correspondantes is, et i,» par rapport à la coor- 
donnée généralisée. | 
On obtient les valeurs des accélérations angulaires analogues à, 


et à, en tournant successivement les axes de coordonnées de l’angle ; 
et de l’angle ®,. Il vient 


Lao = — 


j = lo COS (Po — P3) + iS2l3 — iToly COS (Ps — Ps) (5.25) 
: L, Sin (4 — Ps) | 
= Lo COS (Pa — Pa) — fée ly + als COS (Ps — Ps) | (5.26) 


— l sin (Pa —P:) 
Conformément aux formules (4.3) et (4.4), les vitesses vraies os, 
©, et les accélérations vraies e, et e, des éléments 3 et 4 sont égales à 
. . . ., . 2 -” ° 
O3 — pig, Mi plus Es —Qoiige + Erin Ex — D'ilge + Exly2s 
où &, et e sont la vitesse angulaire donnée et l'accélération angu- 
laire donnée de l'élément 2. 


$ 24. Mécanismes à coulisseau et manivelle 


1°. Un autre mécanisme à quatre éléments, fort répandu en tech- 
nique, est le mécanisme à coulisseau et manivelle (fig. 5.4). 

De même que dans le cas du quadrilatère articulé, nous considé- 
rerons le montage du mécanisme au cours duquel l’ordre O0ABCO 
est conservé lors du parcours dans le sens horaire. 
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Fig. 5.4. Schéma du mécanisme à coulisseau et manivelle dans lequel l'axe de 
guidage ne passe pas par l’axe de rotation de la manivelle. 


Pour rechercher les vitesses et les accélérations des éléments, 
représentons le contour OUABCO comme la somme des vecteurs 


a +i+ ls = %c. (5.27) 
Projetant cette équation vectorielle sur les axes Oz et Oy, on a 


L COS Po + l3C0S Ts = Ze, | 
a + L sin o + l3 sin ps = (0. 62 
De la seconde équation (5.28) il découle que 
fie = im (5.29) 


ls 


Il est facile de voir que le vecteur Z, ne peut se situer que dans le 
premier ou dans le quatrième quadrant, si bien que cos ®, est tou- 
jours positif. 

De la première équation (5.28) on tire la valeur de l’espace ze 
parcouru par le coulisseau : 


ze = 12005 + ls / 1 — (22e). (5.30) 


Dans certains cas il est plus commode de mesurer l’espace par- 
couru par le coulisseau 4 à partir de la position extrême droite du 
mécanisme, lorsque le point C se trouve en C, (fig. 5.4). 

L'espace x sera alors égal à 


z=OCo—zc=V(l2+ 13) — a?— 1 cos p. — 
LV 1-(2S8te). (6.1) 


20. Pour déduire les équations des vitesses angulaires et des 
accélérations angulaires, procédons à une double dérivation des 
équations (5.28) par rapport à la coordonnée généralisée p.. 

Pour la vitesse angulaire «, de la bielle 3 et la vitesse linéaire ve 
du coulisseau 4, on a 


— L Sin Pr—ixls Sins =Vc,s  l2C0S P2+ isrls COS ps —0, (5.32) 
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Fig. 5.5. Schéma du mécanisme à coulisseau et manivelle dans lequel l'axe de 
guidage passe par l'axe de rotation de la manivelle. 


où ise — dps/dp: et ve, = drc/dp, sont les vitesses analogues cor- 
respondantes. On détermine la vitesse analogue 17,28 de la première 
équation (5.32) en y portant la valeur de la vitesse angulaire analo- 
gue is. de la bielle 3 tirée de la seconde équation (5.32). Il vient 


__ le COS Ps __ 7 Sin (P3— 2) 
PAT COS Ps et UC —= L cop . (5.33) 


32 
Pour déterminer l'accélération angulaire analogue i:, de la biel- 


le 3 et l’accélération linéaire analogue ac AU coulisseau 4, faisons la 
dérivation des équations (5.32) par rapport à œ.: 


— L) COS Po — 1513 COS Ps — sels Sin Ps — AC | 


— l, sin Pa — ihls sin Pa + ésol 3 COS Pa = 0, (5.34) 


où in, — diss/dp, et ac, = dvc/d. sont les accélérations analogues. 
De la seconde équation (5.34) on tire la valeur de l'accélération 
angulaire analogue 
. Lo Sin Fo + i$el3 Sin P3 
2 Lcosps ? (5.35) 
Après avoir déterminé l'accélération angulaire analogue i.., 
on porte sa valeur dans la première équation (5.34) et l’on obtient 
l'accélération linéaire analogue Co 
Les vraies vitesses ve, w4 et les vraies accélérations a+, e, sont 
égales à 


‘ __ 2 2: . 
Ve = Ocy  Os—Oolg, Ac—Dilc, FEV: Es — Wilge + Enlses 


où w. et e. sont les vitesses et les accélérations angulaires connues 
de l’élément 2. 

Si l’axe de guidage Az du coulisseau 4 (fig. 5.5) passe par le point 
A, la quantité a dans la seconde équation (5.28) s’annule, si bien 
que l'équation (5.29) devient 


sin P3 — + Sin Po. (5.36) 
Les équations (5.32) à (5.35) restent inchangées. 
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Les espaces parcourus ze et z sont —. respectivement à 


ze = lac0s qa+ ls / 1 — À À sin£ qu (5.37) 
et 


Z=(l+l3) — le cos Po — la DÆ — + sin? Po. (5.38) 


Pour la recherche des vitesses et des accélérations analogues des 
mécanismes, on fait usage des équations (5.32) à (5.35). 

30. Dans certains calculs pratiques, on peut rechercher les va- 
leurs de zx, VC ©t 4Cy à l’aide d'équations id RE due 


on a recours aux formules approchées quand À — ne Re TC "est-à- 


dire lorsque la longueur de la bielle 3 (fig. 5.5) est  siblesient plus 
grande que celle de la manivelle 2. Pour obtenir les formules appro- 
chées pour z, ve, et ac, ; développons en série le radical figurant dans 
les équations (5.38) selon la formule du binôme de Newton. Il vient 


( 1 — +-sin? o)* = (1— A2 sin? p)'/2:=— 


—1— + M sin? p— + À* sin‘ m—... (5.39) 


Si l'on se borne à deux premiers termes de la série (5.39) et si l’on 
prend en considération que 


sin? > + (1 — cos 2), 


on peut écrire l'équation des espaces parcourus z sous la forme sui- 
vante : 


z=b | (1+2%) — (cos p:+ + cos 2q) |. (5.40) 


L'on aura, en conséquence, pour la vitesse analogue Ve, et pour l'ac- 
célération analogue Co les formules suivantes: 


co = l2 (sin qe ++ sin 2ç2) (5.41) 
et 
AC = L, (cos > + À cos 2m). (5.42) 


40. Les mécanismes à coulisseau et manivelle sont très large- 
ment utilisés dans les machines comportant des dispositifs hydrauli- 
ques ou pneumatiques. On voit sur la figure 5.6. le mécanisme dont 
le piston 4 coulisse dans un cylindre fixe H. L'élément menant est 
ici le piston 4; aussi, comme coordonnée généralisée, doit-on choi- 
sir l’espace ze parcouru par le point C de la tige du piston 4. 

L'équation vectorielle traduisant le caractère fermé du con- 
tour OABCO sera ici la même que pour le mécanisme montré sur la 
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Fig. 5.6. Schéma du mécanisme à coulisseau et manivelle avec le coulisseau 
menant. 


figure 5.4; le mécanisme de la figure 5.6 vérifie donc les équations 
(5.27), (5.28) et (5.29). Il ressort de l'équation (5.29) que 


lo sin? 4 . : : 
cos g=V 1 — Re = E—(Lsing+a). (5.43) 


Portant l'expression (5.43) dans la première équation (5.28), on 
obtient 


| L cos po +V E—(Lsinp+a)} =tre (5.44) 
et ensuite 
L COS Pr — ze = — V —(L sin p + a). (5.45) 


Elevons au carré le premier et le second membres de l'équation 
(5.45); au bout de quelques transformations fort simples, il vient 


2ltc (= Sin P2 — COS qu) = —— a— re. (5.46) 
Il résulte de la figure 5.6 que 
a = æ 
FA = tg Œ. (5.47) 
On récrit alors l’équation (5.46) comme suit: 
21,xe (tg « sin qp, — cos p.) = C? — ré, (5.48) 


où la constante C est égale à 
C=É—E— a. 
De l'équation (5.48) on obtient 


2lrc 


= COS (& + p2) = C?— r$. (5.49) 
Comme 
1 | r 
cos œ _ . (5.50) 
Vi+tga a? 
Vire 
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l'équation (5.49) devient 


COS (& + P2) = 


(5.51) 


d'où l’on peut déduire l'expression définitive de l’angle w, de rota- 
tion de l'élément 2 en fonction de l’espace variable x parcouru par 
le piston 4 le long de l’axe Ox. On a 


ri — C? 
UV ze 


Pour le mécanisme central à coulisseau et manivelle on a a = O0, 
et l'équation (5.52) devient 


P2 — — arctg = + arccos (5.52) 


Po = ATCCOS ——— |, (5.53) 


La vitesse angulaire analogue q: et l'accélération angulaire analo- 
gue p; peuvent être obtenues en fonction de la coordonnée généra- 
lisée ze par double dérivation des expressions (5.52) ou (5.53). 


$ 25. Mécanismes à coulisses 


40, Venons-en à la détermination des espaces, des vitesses et des 
accélérations des éléments du mécanisme à coulisse représenté sur 
la figure 5.7. Pour le contour vectoriel ABCA,ona 


Z += la. (5.54) 

Les projections sur les axes de coordonnées xBy ont pour -équa- 

tions 
L, COS Pa = La COS Pa; 

L + L sin ps = lj sin pa (5.55) 

Pour avoir l'angle œ,, divisons la 


seconde équation par la première. Il 
vient 


I La Si a = 
tgq= tie, (5.56) 

D'après l'angle ,, on cherche la 
longueur /, : 


l =V Ë + l — 2ll sin Ps. 
La recherche des vitesses analo- 5.7. Schéma cinématique du 


gues des éléments d'un mécanisme se RTE A coulisses sous forme 
fait par dérivation de l’équation (5.55) d'un contour vectoriel fermé. 


121 


par rapport à la coordonnée généralisée ®@.. Il vient 
— l2 Sin Pe = — égale Sin Pi + (Ucsc)s COS Pr, | 
l2 COS Pa — lin COS M, + (Lcsc)o Sin Pa, 


où iso — d,/d, est la vitesse angulaire analogue de l'élément 4, 
et ve,c = duc.c/dæ. est la vitesse relative analogue de glissement 
de l’élément 4 suivant l’axe du coulisseau 3. 

Retranchons des angles de la première et de la seconde équa- 
tions l’angle @,. On obtient 


(vaic)g — — Le Sin (P2 — 4), (9.58) 
. Lo 
Lo — Dire (P2— pi). (5.99) 


(5.57) 


Pour trouver les accélérations des éléments du mécanisme, fai- 
sons la dérivation de l'équation (5.57) par rapport à la coordonnée 


généralisée : : 
— 1, cos po — — il, cos pi — il, Sin p, — 

— (dé, cJo Sin Pi + (45, cho COS Pas 
— L, sin Poe = — El Sin Pi + cols COS Pi + 

(08 che COS Pi + (a, co Sin ae 


En retranchant des angles de la première et de la seconde équa- 
tions (5.60) l’angle ,, on obtient 


(5.60) 


(a, che = digly — lo COS (P2— pi), (5.61) 
: La Si a — 
Here (aC,c)o + Le Sin (Pa —P5) (5.62) 


Li | 


où i:,, (acc) et (acc) sont les analogues correspondants de l’accé- 
lération angulaire, de l'accélération 
de Coriolis et de l'accélération rela- 
tive. La vitesse angulaire w. et l'accé- 
lération angulaire €, étant données, 
on cherche les valeurs vraies des vi- 
tesses et des accélérations des éléments 
du mécanisme par la méthode décri- 
te au $ 16. 

20. On emploie dans les pompes 
hydrauliques rotatives à palettes tour- 
nantes, ainsi que dans divers méca- 
nismes d'entraînement du type hy- 
draulique ou pneumatique, les méca- 
nismes dans lesquels le piston menant 
Fig. 5.8. Schéma du mécanisme . sur la bielle glisse dans un cylindre 
à coulisse avec le piston menant oscillant ou tournant appartenant à 

fixé sur la bielle. l'élément 4 (fig. 5.8). Dans ce méca- 
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nisme, le rôle de coordonnée généralisée est joué par la longueur 
variable BC = s. Le caractère fermé du contour ABCA est exprimé 
par l'équation vectorielle 


1 +s+a—0. (5.63) 


. Projetons les vecteurs de l’équation (5.63) sur les axes Cz et Cy. 
vient. 


Lo COS s cos Pa — 0, 
2 COS Po + Ps | (5.64) 


L Sin pe + s Sin ps + a == 0. 
De la première des équations (5.64) on tire 


a LL û 2 o 
cos q= —-288. ou sinq,=}/ 1-8, (5.65) 


Portant l’expression de sin æ, dans la seconde des équations (5.64), 


on à 
Lsing+a——#Y s2— Ii cos? q. (5.66) 


Elevons au carré les deux membres de l'égalité (5.66) : 
EE sin? q, + a? + 21,a sin pe = $° — LE COS? pe. (5.67) 

De l'équation (5.67) on déduit 

2 af 


d'où 
= garcCsin RE ot 
F2 dé 2als 


(5.69) 

Pour déterminer les vitesses analogues . — d./ds et les accélé- 
rations analogues q; — d’./ds?, il est nécessaire de dériver deux 
fois l'équation (5.69) par rapport à la coordonnée généralisée s. 

30. Cherchons les espaces, les accélérations et les vitesses des 
éléments du mécanisme montré sur la fig. 5.9. Menons le prolonge- 
ment de l’axe Cf du guide B jusqu’à 
ce qu'il vienne couper l'axe Ay en E 
et représentons le contour AECA com- 
me la somme des vecteurs 


a +zc= ls. (5.70) 


En projetant cette équation vecto- 
rielle sur les axes de coordonnées, on a 


y 


Ze = laCOS ps et a —le Sin Ps. 


(5.71) 
Des équations (5.71) on tire 
Ze = à COt£ Po (5.72) 
et 
L — { (5.73) Fig. 5.9. Schéma du mécanisme 


Sin Go ° à coulisse avec deux coulisseaux. 
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Fig. 5.10. Schéma du mécanisme à Fig. 5.11. Schéma du mécanisme à 

coulisse avec deux coulisseaux et coulisse dans lequel le mouvement 

le piston menant fixé sur la cou- du coulisseau se produit suivant 
lisse. la loi harmonique. 


Pour avoir les vitesses analogues v< et (vcc.)# faisons la déri- 

e # e 4 2 « Cd 

vation des équations (5.72) et (5.73) par rapport à la coordonnée 
généralisée @.. Il vient 

1 


cg — sing (5.74) 
et 
_ dl COSFe_ _ COS Pa 
(Ucc2)e = de sing — co we * (5.75) 


Pour avoir les accélérations analogues cr Aérivons la relation 
(5.74) par rapport à la coordonnée généralisée p.. Il vient 


ac — 2a — — , (5.76) 


Pour avoir l'accélération analogue (a£c.),, il faut dériver l’équa- 
tion (5.75) par rapport à la coordonnée généralisée. Il vient 
SIDS Po 


(atc.)e = 4 (5.77) 
Les vraies vitesses et accélérations des éléments du mécanisme 
se cherchent de façon analogue aux cas considérés précédemment. 
4°, Pour le mécanisme hydraulique dont le piston 3 glisse dans 
le cylindre H oscillant par rapport à l'élément 4 (fig. 5.10), le carac- 
tère fermé du contour AECA s’exprimera par l'équation vectorielle 
suivante : 


a +Xc=Ss. (5.78) 
Projetons les vecteurs de l'équation (5.78) sur les axes Az et Ay. 
Il vient 


S COS P, = Le; | (5 79) 


S Sin P, = a. 
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De la seconde équation (5.79) on tire 
sinqg=—, (5.80) 
ou 


P — arcsin—. (5.81) 


La vitesse analogue q, — dp./ds et l'accélération analogue q; — 
— dp,/ds® se déterminent par double dérivation de l'équation 
(5.81) par rapport à la coordonnée généralisée s. L'espace ze par- 
couru par l'élément 2 se déduit de la première équation (5.79). 

50. La figure 5.11 montre un mécanisme à coulisse dont l'élé- 
ment mené 4 effectue un mouvement obéissant à la loi harmonique. 
L'équation vectorielle du contour ABDA est 


L+-b=ynm. (5.82) 


Projetons les vecteurs de l'équation (5.82) sur les axes de coor- 
données Az et Ay. Il vient 


> COS Ps = b, | 
l, Sin Ge = yB4. 


Des équations (5.83) on déduit l'espace y», parcouru par l'élé- 
ment 4: 


(5.83) 


yB4 = Lo Sin P2 = D tg pe. (5.84) 
Dérivant les équations (5.83) par rapport à la coordonnée , on 
obtient les vitesses analogues vp, = _ et (Up,B)e = = : 
Il vient 
Upyo = le COS Pe (5.85) 
et 
(UBaB)e = — L Sin 2. (5.86) 


Les accélérations analogues correspondantes ap;y = d’ys/d@e et 


(apus)e = d’bldq, seront égales à 


a Bag = — Le Sin Po (5.87) 
et 


(ag:B)g — — l2 COS P2. (5.88) 


Comme le montrent les équations (5.83) à (5.88), le mouvement 
de l'élément 4 se produit justement suivant la loi harmonique. 
Les vraies vitesses et accélérations pour le cas de la rotation non uni- 
forme de l'élément menant du mécanisme se cherchent par la métho- 
de qui a été exposée au $ 16. 

__ 60. La figure 5.12 représente un mécanisme à coulisse du type 
hydraulique ou pneumatique, dont le piston J glisse dans le cylindre 
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Fig. 5.12. Schéma du mécanisme à coulisse Fig. 5.13. Schéma du mécanis- 
avec deux coulisseaux et le piston menant. me à RS du joint d’Old- 
am. 


fixe H. Le caractère fermé du contour A BDA a pour équation vecto- 
rielle : 


s+a=l.. (5.89) 
En projetant l’équation (5.89) sur l'axe Az, on reçoit: 
l COS pa = 5, (5.90) 
d’où 
P> = arccos —-. (5.91) 


Pour trouver la vitesse analogue @; = dœ./ds et l'accélération 
analogue q; = d'œ./ds?, on effectue deux fois la dérivation de l’équa- 
tion (5.91). Les vraies vitesses et accélérations se cherchent par la 
méthode exposée au $ 16. 

70. La figure 5.13 représente le schéma du mécanisme à coulisse 
du joint d'Oldham. En regardant le dessin, on peut écrire immédia- 
tement que 


Pa = Pe + Des. (5.92) 


11 ressort de l’équation (5.92) que la vitesse analogue @, = dp,/dp, = 
— 1, c'est-à-dire que les vitesses angulaires &. et w, des éléments 2 
et 4 sont égales entre elles. Aussi le mécanisme donné est-il en mesure 
de transmettre la rotation entre les arbres À et B disposés de façon 
excentrique avec une vitesse angulaire constante © = &: — &4. 
L’angle &., est généralement égal à &., — 90°. L'’accélération analo- 
gue p, = (0. 

8°. Si dans le mécanisme à deux cylindres pneumatiques ou hy- 
.drauliques X et H (fig. 5.14) l'élément menant est le piston a, la 
coordonnée généralisée sera la longueur variable s,. En regardant le 
dessin 5.14, on écrit immédiatement 


Se rs (5.93) 


2 52 
lf— si 
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Fig. 5.14. Schéma du mécanisme à cou- Fig. 5.15. Schéma du mécanisme à 
lisse avec deux pistons solidairement coulisse avec deux pistons glissant 
liés entre eux. dans des cylindres fixes.: 


Se étant le déplacement du piston b, d'où 


= arctg ——"—. 5.94 
Partie — (5.94) 
La vitesse analogue ®, — _ et l'accélération analogue q; = 
= Te s’obtiennent par double dérivation de l'équation (5.94). 
4 


90. Le mécanisme à deux cylindres hydrauliques ou pneumati- 
ques représenté sur la figure 5.15 peut être considéré comme le méca- 
nisme inversé du joint d'Oldham (fig. 5.13). De la figure 5.15 il 
ressort que 


s=V Es. (5.95) 


La vitesse analogue s! — ds,/ds, et l'accélération analogue s, — 
— &s,ldsi s'obtiennent par double dérivation de l'équation (5.95). 
Les vraies vitesses et accélérations se cherchent par la méthode ex- 
posée au $ 16. 


$ 26. Mécanismes à leviers à six éléments 


1°. Nous venons d'exposer ci-dessus la méthode analytique de 
détermination des positions-et des vitesses et accélérations analogues 
dans les mécanismes à leviers à quatre éléments. 

Pour toutes les espèces des mécanismes indiqués, la recherche des 
positions des éléments aurait pu se réduire à l’analyse de un ou de 
deux contours triangulés. Pour rechercher les vitesses et accélérations 
analogues, on peut établir les équations vectorielles exprimant le 
caractère fermé des contours, projeter ensuite ces équations sur les 
axes de coordonnées réciproquement perpendiculaires et dériver deux 
fois les expressions obtenues par rapport à la coordonnée généralisée 
adoptée. 

On pourrait montrer qu’en principe cette méthode reste parfaite- 
ment applicable, aux mécanismes à nombre d'éléments quelconque et, 
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Fig. 5.16. Mécanismes à six éléments: a) mécanisme à leviers articulés: b) mé- 
canisme articulé à coulisseau. 


lorsqu'on possède des machines à calculer, on peut toujours établir 
un programme correspondant pour l’analyse cinématique des méca- 
nismes de n'importe quelle structure. Nous allons montrer ci-des- 
sous l'application de la méthode analytique à l’analyse cinématique 
des mécanismes à six éléments formés par adjonction de deux grou- 
pes à deux entraîneurs de classe II à l'élément menant et au bâti. 

On voit sur la figure 5.16 les mécanismes à six éléments cons- 
titués par deux groupes composés des éléments 3, 4, et 5, 6. Dans 
les deux mécanismes, l'élément 5 du groupe se joint à l'élément 4 
qui constitue un couple cinématique avec le bâti Z. La recherche des 
positions se ramène ici à la résolution de quelques triangles, qu'on 
obtient par introduction des vecteurs s, et 8, dans le mécanisme de 
la figure 5.16, a et du vecteur s dans le mécanisme de la figure 5.16, b. 
Considérons d'abord deux contours triangulaires ABDA et BCDB 
(fig. 5.16, a). 

À l'aide des équations déduites au $ 23, on cherche la relation 
entre l’angle , et l'angle œ. considéré comme coordonnée généra- 
lisée, autrement dit la fonction m4, = 4 (@.). On considère ensuite 
deux triangles DEGD et EFGE et l'on cherche la fonction mp; = 


CO 
Après avoir résolu les équations 


Pr = Ps (Œ2); | (5.96) 
Pe = Pe (Fi): 

on se sert de l’angle œ, pour obtenir directement la fonction 
Pe — Pe (Pe). (5.97) 


De même, pour le mécanisme représenté sur la figure 5.16, b, 
on cherche, en se servant des équations du $ 23, la fonction 4 = 
— ®p,4 (p.) et puis, à l’aide des équations du $ 24, on cherche la fonc- 
tion zx; = zp (9,4). En éliminant l’angle y, entre les équations 


Pi = Pa (P2)» | 
5.98 
Zr = Xp (x), À 
on obtient la fonction 
Tr = Tp (Pe). (5.99) 
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Pour trouver les vitesses 
et les accélérations analo- 
gues, on établit les équa- 
tions vectorielles exprimant 
le caractère fermé des con- 
tours ABCDA et DEFGD 
pour le mécanisme de la fi- 
gure 5.16, a et des contours 
ABCDA et EFDE pour le 
mécanisme de la figure 
9.16, b. 

En projetantlescontours Fig. 5.17. Schéma cinématique du mécanis- 
vectoriels établis sur deux me à leviers articulés à six éléments. 
directions réciproquement 
perpendiculaires et en dérivant deux fois les équations des projec- 
tions obtenues, on obtient les vitesses et les accélérations analogues 
correspondantes. 

20. L'analyse devient plus compliquée, s'il s’agit des méca- 
nismes à leviers à six éléments dans lesquels le groupe à deux entraî- 
peurs de classe II, constitué par les éléments 5 et 6 (fig. 5.17) qui 
forment des couples cinématiques Æ et G avec les éléments mobiles 3 
et 4. Les fonctions des positions @, — ®, (2) des éléments 2 et 4 
et Ps —= Ps (2) des éléments 3 et 2 du quadrilatère À BCD se dé- 
duisent des équations du $ 23. 

Ceci fait, on établit l'équation vectorielle exprimant le caractère 
fermé du contour ECGFE. On a 


ls + a — b — Lg. (5.100) 


Les projections des vecteurs de cette équation sur les axes Az 
et Ay auront pour équations 


1, Sin q, + a sin @;— b sin q4 = ls Sin Pes | 
l, cos ps + a cos q; — b cos qi = ls COS Ps. 


En tirant les angles o, et ms des équations (5.101), on définit 
par là même les fonctions 


Ps — Ps (pe) et De — Pe (P2). 


On peut aussi définir les angles @, et w, en reliant les points E 
et G par un vecteur p (fig. 5.17). La longueur de p se calcule alors 
par la résolution du triangle ECG. On a 

p = V a? + b02— 2ab cos (p, — p:). (5.102) 
L'angle ®,, (fig. 5.17) se déduit de l'équation 


(5.101) 


Pr, = arcsin + sin (Q4 — Ps). (5.103) 
Alors l’angle ®, sera égal à 
Po = 180° + y, + Pa. (5.104) 
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I] ressort ensuite du triangle EGF que 


COS (Ps — Pe) — Pau ui (5.105) 
2sle 
L'angle œ,, est égal à 
Ppe = 360°— Po + Pe- (5.106) 
Donc, 
sin (Ps— Pe) = + Sin Pps- (5.107) 


En résolvant simultanément les équations (5.105) et (5.107), on 
trouve les angles @; et @s. 

Pour rechercher les vitesses et les accélérations analogues dans 
le mécanisme de la figure 5.17, on dérive deux fois les équations 
(5.101). Puisque la résolution des problèmes d'analyse cinématique 
par les méthodes analytiques est généralement effectuée à l’aide 
d'une calculatrice, les fonctions q; — œ; (@.) et @s — @6 (@2) ne 
s'obtiennent pas sous forme explicite mais au moyen de fonctions 
intermédiaires, comme nous l’avons exposé ci-dessus lors de la réso- 
lution des triangles ECG et EGF (fig. 5.17). 


CHAPITRE VI 


ÉTUDE CINÉMATIQUE DES MÉCANISMES 
À CAMES 


$ 27. Recherche des positions 


1°. Lorsque, dans un mécanisme à came, les rayons de courbure 
des différentes parties de profil de la came sont connus, le problème 
de recherche des positions est résolu par les procédés habituels expo- 
sés plus haut, en substituant aux couples supérieurs des chaînes ciné- 
matiques à couples inférieurs (voir $ 10). On obtient alors des méca- 
nismes qui ne comportent que des couples inférieurs. Les positions 
de ces mécanismes se déterminent par les méthodes générales décri- 
tes au $ 17. Le problème devient plus compliqué lorsque les rayons 
de courbes du profil sont inconnus. La résolution du problème se 
fait alors de façon géométriquement approchée par la méthode d’in- 
version du mouvement. 

Considérons un mécanisme à came (fig. 6.1) avec la came J ani- 
mée de rotation autour d’un axe À et l’élément mené 2 animé de 
translation dans les guides C. 

Comme position initiale du mécanisme, nous allons prendre 
celle dans laquelle le point B occupe la position extrême inférieure B; 


et le rayon vecteur AB = AB, = 1 est le plus court. 
Comme coordonnée généralisée, adoptons l'angle de rotation 
de la came 1. Considérons le mouvement permanent du mécanisme, 
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la came Z tournant à une vitesse 
angulaire ©, constante. 

Soit la courbe B — B le profil 
de la came. Imprimons au méca- 
nisme tout entier une vitesse 
angulaire générale © — —w,. La 
came 7 devient alors pour ainsi 
dire immobile tandis que l'élé- 
ment mené ? commence à tourner 
à une vitesse angulaire © —— &; 
autour de l’axe À et à se déplacer 
en même temps dans ses guides 
C à une vitesse v.. 

Abaïissons la perpendiculaire 
AK du point À sur le prolonge- 
ment de l’axe de guidage C, et 


traçonsune circonférence derayon pig. 6.1. Schéma cinématique du mé- 


AK =VEÆ—S. Dans le mou- canisme à came tournante et à tige 
vement inversé, la direction du mobile en translation. 
mouvement de l’élément 2 sera 

toujours tangente à la circonférence de rayon AK. 

Cherchons sur cette circonférence les points K,, K., K,...,corres- 
pondant à des angles égaux pl? — @°-° — qi". 

Faisons tourner ensuite l’élément 2 dans le sens de la vitesse angu- 
laire © — —o, de l'angle !"*. Le point X, se place alors en X, 
et B, en B;. Continuons ensuite à déplacer l’élément 2 dans ses gui- 
des C jusqu’à ce que le point B n'entre en contact avec le profil de la 
came J. Si c'est la position B, qu’on a adoptée comme position ini- 
tiale du point B de l'élément 2, alors dans sa deuxième position le 
point B se place en B,. Soit s!-° l’espace parcouru par l'élément 2 
lors de son passage de la position Z à la position 2; cet espace est 
égal à 

2 —W((K2Bo) — (K2B°)] = pu L(K2B2) — Sol = ui (BiB2), 
où u, est l'échelle du dessin. 


Portons l’espace obtenu s!”"°?, à l’échelle u,, sur la courbe de s, — 


ë Se (91) (fig. 6.2) sous la forme d'un segment de droite b, = (B°B.). 
na 


Sa" = ju (BiB2) = jubz. 


Portons ensuite l'angle de rotation @-* et trouvons une nouvelle 
position du point B de l'élément 2 (fig. 6.1): c’est la position B+. 
L'espace total s!-% parcouru par l'élément 2 à partir de sa position 
initiale sera 

Sz = pu [(K3B3) — KsB] = ju [(K3Bs) — so) = pu (B;'B3). 

Cet espace est représenté sur la courbe de s, = s, (q,) sous la 

forme d'un segment b,; = (B7B;) (fig. 6.2). Ayant déterminé par 
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des constructions analogues 
toutes les positions successives 
de l'élément 2, on trace la cour- 
be de s, = s, (p.) (fig. 6.2) cor- 
respondant à un tour complet 
de la came 7. Si l’on évalue les 
espaces parcourus par l'élément 
2 à’partir de ses positions ex- 
trèmes inférieure ousupérieure, 
Fig. 6.2. Courbe de l'espace parcouru par la longueur s, Sera constante, 
la tige du mécanisme à came dont le quelle quesoit la position decet 
schéma est donné sur la fig. 6.1. élément. Ceci étant, on peut 
évaluer les espaces parcourus 
par l'élément 2 à partir d'une circonférence auxiliaire de rayon / (fig. 
6.1) égal à 1 = V (AK): + si. Si l’axe de guidage de l'élément 2 passe 
par l'axe À de rotation de la came (fig. 6.3, a), le rayon de circonfé- 
rence, égal à la plus courte distance AK, s'’annule dans ce cas (fig. 6.1), 
si bien que lessegments de droite (4B,), (AB.),(AB3), . . . (fig. 6.3, a) 
représentent les espaces parcourus par l’élément 2 à partir de sa posi- 
tion initiale augmentés d’une longueur constante s,. Dans ce cas, 
pour tracer la courbe de s, = s, (p,), il suffit de prendre en ordonnées, 
à partir de l’axe Ow,, les segments correspondants (AB;), (AB), ... 
(fig. 6.3, b). La courbe étant tracée, on élève l’axe des abscisses d'une 
hauteur égale au segment (4B,) = s,/u;. Le diagramme obtenu sera 
justement la courbe de s. = s, (,) construite à l’échelle u, du des- 
sin (fig. 6.3, a). 
2°. Pour rechercher les positions d'un mécanisme à came avec 
une tige oscillante (fig. 6.4), on se sert également de la méthode d'in- 


Fig. 6.3. Mécanisme à came tournante et à tige mobile en translation avec l'axe de 
translation passant par le centre de rotation de la came : a) schéma cinématique; 
b) courbe de l’espace parcouru par la tige. 
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Fig. 6.4. Schéma du mécanisme à came tournante et à levier oscillant. 


version du mouvement. Plaçons-nous dans le cas d’un mouvement 
permanent du mécanisme, lorsque la vitesse angulaire ©, de la came 1 
est considérée comme constante et que l’angle de rotation y, de la 
came est pris comme coordonnée généralisée du mécanisme. Soit 
la courbe B — B le profil de la came 7. Le problème se ramène ici 
à la recherche des positions successives de l’élément 2 dont le point B 
se trouve sur le profil B — f. Imprimons au mécanisme tout entier 
une vitesse angulaire & — —w, de valeur égale et de sens contraire à 
la vitesse angulaire w, de la came Z. La came Z devient alors pour 
ainsi dire immobile, tandis que la tige 2 tourne autour de l'axe O 
à une vitesse angulaire & — —, et autour de l’axe À à une vitesse 
angulaire w.. Le point À parcourt alors successivement les positions 
A; 4°, - . . Puisque la vitesse angulaire ©, est constante, les angles 
pl", 57%, p°"*, ... formés respectivement par les rayons OA, 
OA», OAs, .- . . seront tous égaux. Faisons tourner la tige 2 autour 
de À, jusqu à ce qu'’ellee vienne en contact en B, avec le profil f — B 
de la came J. Si l'angle formé par l'élément 2 avec le rayon OA, 
en position initiale était égal à p,, en deuxième position cet angle 
sera égal à mo + p;*. En troisième position, il sera égal à po + 
+ pi”. On obtient les positions successives de l'élément 2 en cou- 
pant la courbe ff —$ par des arcs de rayons AB=A,B, = A,B:=— ... 
ayant comme centres les points A;,, 4,, 43, . . . Portons les angles 
obtenus Po, Po + Pi? Po + pi”, . .., à une échelle arbitraire py,, 
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1 28 4 5 6 7 8 1 
Jmm = {Lg ra 


Fig. 6.5. Courbe représentative de 

l’angle de rotation de la tige des méca- 

nismes à cames dont les schémas sont 
donnés fig. 6.4 et 6.7. 


sur les ordonnées de la courbe de 
la figure 6.5, où sur l’axe des abs- 
cisses sont portés à une échelle 
arbitraire u,, des angles p, égaux. 
Rehaussant l'axe des abscisses 
de la position ®, à la position ®: 
quienest distante d’une hauteur 
traduisant à l'échelle u,, l'angle 
Po, on obtient le diagramme de 
Po = Po (1) qui exprime les 
angles de rotation @, de la tige 
2 en fonction de la coordonnée 
généralisée 1. 

3°. Pour rechercher les posi- 
tions d'un mécanisme à came 
(fig. 6.6) dans lequel la tige 2 


se (termine par un plan d — d tangent à tout moment au profil 
B — B de la came 1, on fait également usage de la méthode d'inver- 
sion du mouvement. Tous les tracés seront faits comme dans le 
cas du mécanisme à came de la figure 6.3, a. Or, dans notre cas, 
il convient de prendre en considération que le contact entre la came 


I et le plan d—d n'a pas lieu en B., B;:, B,, ... 
., points en lesquels le plan d — d occupe les positions 


D°;B:, :: 
de — do, d3 — dy da — dus... 
Pour construire la courbe de 
Sa = S2 (m1), il faut porter 
à partir de l’axe des abscisses 
(fig. 6.3, b) les segments (4B,), 
(4B.), (AB3), . .. (fig. 6.6) à 
l'échelle pu, et rehausser ensui- 
te l’axe des abscisses d’une 
hauteur AB, = s,. 

Dans le cas du mécanisme 
à came montré sur la figure 
6.7, dans lequel l'élément 2 
représente un plan Ad tangent 
à tout moment au profil B—$ 
de la came 7, on observe le 
mouvement et l’on cherche les 
positions successives Ad, 
A sd, Ada, . . . du plan Ad. 
Par là même, on détermine les 
angles @o + pi *, Po + pi *, 
Po + P2 *, -.. pour les ma- 
térialiser sur les ordonnées du 
graphique à l'échelle no, cor- 
respondante (fig. 6.5). En dé- 
plaçant l'axe des abscisses de 
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mais en B;, 


Fig. 6.6. Schéma du mécanisme à came 
avec tige mobile en translation et se 


terminant par un plan. 


da, 


d'y TAs de 
Fig. 6.7. Schéma du mécanisme à came à levier oscillant plat. 


la position œq, à la position w;, distante de la première d’une 
hauteur exprimant l’angle @, à l'échelle u,, on obtient le diagram- 
me de Ps = Pe (a). 


$ 28. Recherche des vitesses et des accélérations 


1°. Après avoir déterminé, pour un mécanisme à came, les posi- 
tions de l'élément mené et construit les courbes des espaces en fonc- 
tion de la coordonnée généralisée (graphique de s, = s° (q,) pour 
le mécanisme de la figure 6.3 ou graphique de @. = @. (q,) (fig. 6.5) 
pour le mécanisme de la figure 6.4), la méthode la plus avantageuse 
de recherche des vitesses et des accélérations des éléments menés 
consiste à construire les diagrammes cinématiques (voir $ 22). 

En effet, la vitesse analogue (v.), de l'élément 2 (fig. 6.3), dont 
la vitesse est v., est égale à 


ds 

(L2)o = mr : (6.1) 

De même, pour l'accélération a, on a l'accélération analogue (a.), 
d 

(ao = Se - (6.2) 


Pour le mécanisme montré sur la figure 6.4, les vitesses et les 
accélérations angulaires analogues seront : 


nude et lu (0) TE. (6.3) 
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La détermination des vitesses 
et des accélérations des éléments 
menés ? se réduit donc à une dou- 
ble dérivation graphique des cour- 
bes représentatives de Se =$: (1) 
(fig. 6.3, b) et de @, = qe (a) 
(fig. 6.5). 

Il est à noter que la double 
dérivation graphique donne gené- 
ralement lieu à des erreurs sensi- 
bles, surtout pour les diagrammes 
des accélérations. Aussi, pour 
avoir des résultats plus précis, est- 
Fig. 6.8. Pour la détermination du ©B amené à utiliser pour la re- 
rayon de courbure du profil delacame. cherche des vitesses et des accé- 

lérations la méthode des épures 
des vitesses et des accélérations, qui a été décrite plus haut. 

Pour déterminer par cette méthode les vitesses et les accélé- 
rations dans un mécanisme à came, on doit connaître les rayons de 
courbure des différentes parties de profil de la came. Si le profil de 
la came est tracé en arc de circonférence, de parabole, d’ellipse, ou en 
segment de droite, la recherche du rayon de courbure n'offre aucune 
difficulté. Connaïssant les rayons de courbure du profil de la came, 
on peut toujours réduire le mécanisme à came à un mécanisme ne 
comportant que des couples inférieurs, en substituant aux couples 
supérieurs les chaînes à couples inférieurs (voir $ 10), après quoi 
le problème peut être résolu par les méthodes exposées dans les cha- 
pitres IV ou V. 

Si le profil de la came est défini par les coordonnées de ses points, 
on peut toujours exprimer le rayon vecteur R en fonction de l’angle 8 


(fig. 6.8): 
R= (6). (6.4) 


Pour déterminer le rayon de courbure p au point C, on mène une 
tangente { — t au profil. La droite { — t fait avec le rayon vecteur R 
un angle u, dont la tangente, comme on le sait de la Géométrie dif- 
férentielle, est égale à 


R R 
Menons une normale r — nr au profil en C à un angle de 90° 
par rapport à la tangente t — t et portons sur cette normale le rayon 
de courbure p — OC, dont la longueur, on le sait, est égale à 


po (SR) RER 
LC) re (6.6) 


+ (TT 


Connaissant la fonction (6.4), qu'elle soit définie graphiquement 
ou analytiquement, on trouve l'angle u et le rayon de courbure p. 
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mmp, ms” Œ 


a,b,p 


5) 2 fmmeu.ms? 
n" La 


c) G 


Fig. 6.9. Mécanisme à came à levier oscillant : a) schéma cinématique; b) épure 
des vitesses; c) épure des accélérations. 


Après cela, on substitue au mécanisme à came (fig. 6.8) un mécanisme 
à coulisseau et manivelle AOC et l’on cherche la vitesse et l’accélé- 
ration de son point C par la méthode des épures ou par la méthode- 
analytique (voir chapitre IV et V). De l'expression (6.5) il ressort 
que la quantité dR/d6 peut être recherchée géométriquement, en: 
menant du point À une perpendiculaire AB au rayon R jusqu'à 
l'intersection en B avec le prolongement de la normale n — n. 
Le segment AB sera proportionnel à dR/d@. 

20, Les épures des vitesses et des accélérations peuvent se cons- 
truire sans qu’il soit nécessaire de substituer aux couples supérieurs- 
des chaînes à couples inférieurs. 

Soit demandé, par exemple, de construire les épures des vitesses. 
et des accélérations dans le mouvement permanent du mécanisme à. 
came montré sur la figure 6.9, a lorsque le rayon de courbure O,C:;. 
du profil de la came au point C'est égal à p. Les vitesses et les accé- 
lérations ont pour équations vectorielles : 


LC: = VCi F VC:C: (6.7) 
et 
{ 
ACa = AC + ACC + AC:C1 + ACC: ; (6.8} 
or, du moment que @c, = @ë, + ac, on a 
{ (4 
AC: + AC: = Ac + AG + Arcs + Grue | (6.9) 


Sur la figure 6.9, b on voit l’épure des vitesses tracée à l’échelle- 
du segment AC; (fig. 6.9, a). Les valeurs des accélérations «c,, 
at,c, et aC,c, se déduisent des relations 
ve DÉC 
=, AGi=2l@lvoc et Gba. 

BC: p 


Sur la figure 6.9, c on voit l’épure des accélérations tracée à. 
l’échelle du segment AC;. 
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CHAPITRE VIL 


ÉTUDE CINÉMATIQUE DES MÉCANISMES 
DE TRANSMISSIONS 


$ 29. Relations cinématiques fondamentales 


19. On rencontre fréquemment, dans diverses machines et appa- 
reils, les mécanismes servant à transmettre le mouvement de rotation 
‘en conservant un rapport de vitesses constant entre deux axes dis- 
tincts dans l'espace. De tels mécanismes sont appelés mécanismes 
de transmission du mouvement de rotation, ou plus brièvement méca- 
nismes de transmission. 

Les mécanismes de transmission ont pour but d’assurer un rap- 
port de transmission donné entre deux éléments. Le mécanisme le 
plus élémentaire de transmission entre éléments rigides est constitué 
par trois éléments, dont deux éléments mobiles forment deux couples 
de rotation et un couple supérieur. 

Pour maintenir le rapport de transmission donné, les machines 
et les appareils modernes sont équipés souvent de mécanismes de 
transmission fort compliqués, qui, outre les éléments menant et 
mené tournant autour des axes donnés, possèdent encore plusieurs 
-éléments intermédiaires, tournant autour de leurs propres axes. 
L'emploi des mécanismes compliqués est justifié par plusieurs rai- 
sons. Il arrive, par exemple, que les axes des éléments menant et 
mené se trouvent trop éloignés l’un de l’autre, si bien que la trans- 
mission directe de la rotation par deux éléments nécessiterait des 
éléments excessivement encombrants. Si le rapport à assurer est 
très élevé ou très faible, il y a intérêt, au point de vue de la réali- 
Sation constructive, à prévoir entre les axes menant et mené quel- 
ques axes intermédiaires autour desquels tourneraient des éléments 
appropriés. En faisant transmettre le mouvement de rotation de 
l’axe menant aux axes intermédiaires et de ceux-ci à l’axe mené, 
-on fait varier les rapports de vitesses par paliers ou échelons successifs, 
réalisant en définitive le rapport voulu entre l’axe menant et l'axe 
mené. 

Ainsi donc, le mécanisme de transmission complexe se divise 
en quelques parties, ou étages, dont chacune représente deux élé- 
ments formant un couple supérieur. D'autre part, les éléments de 
ce couple constituent des couples inférieurs avec le bâti. Une pareille 
partie autonome du mécanisme complexe porte le nom d'étage de 
transmission. I] y a donc des transmissions monoétagées et poly- 
étagées ; or, le plus souvent, on rencontre des transmissions à deux 
-et à trois étages. 

20. Considérons les relations cinématiques qui existent dans un 
mécanisme de transmission monoétagé pour les positions angulaires 
-quelconques des axes des éléments menant et menée. 

On distingue les cas suivants: 
a) les axes sont parallèles; 
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b) les axes concourent ; 

c) les axes se croisent. 

Convenons d’entendre par rapport de transmission le rapport de la 
vitesse angulaire d’un élément à celle d’un autre élément dans un 
mécanisme à un degré de mobilité ; nous le désignerons par la lettre i, 
affectée d'indices numériques correspondant aux numéros des élé- 
ments intéressés. Si les axes de rotation O, et O., sont parallèles 
(fig. 7.1, a) et les vitesses angulaires ©, et ©, des éléments 7 et 2 
sont constantes, le rapport de transmission i,, est égal à 


: = const, (7.1) 


où P, est le centre instantané de rotation dans le mouvement relatif 
des éléments Z et 2. 
Puisque 
Co Pa 
Go de? 


où 4, et op, sont les angles de rotation des éléments Z et 2, le rapport 
de transmission i, peut aussi être assimilé à la vitesse angulaire 
analogue w, avec l’élément menant 2. 

Comme nous nous sommes placés dans le cas de la transmission 
d'un rapport de vitesses constant, ce sont les circonférences de rayons 
Fr, = O,P, et r, — O,P, (fig. 7.1) qui représentent les centroïdes 
dans le mouvement relatif des éléments. Par conséquent, le rapport 
de transmission est égal à 


Lan = 


2 (7.2) 


Le signe moins dans les égalités (7.1) et (7.2) indique que les vitesses 
angulaires ©, et ©. sont de sens opposés. 

Ainsi donc, étant donné deux axes parallèles, la transmission du 
mouvement de rotation avec le rapport de transmission constant 
peut toujours être réalisée au moyen de roues cylindriques rondes. 

3°. Dans le cas où les axes de rotation O, et O, des éléments Z 
et 2 (fig. 7.1, b) concourent en un point © et que les vitesses angu- 


Fig. 7.1. Schémas des transmissions par engrenages monoétagées: a) transmis- 
sion par roues cylindriques; b) transmission par roues coniques; c) transmission 
entre axes croisés. 
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laires ©, et ©. de rotation des éléments Z et 2 sont constantes, le 
rapport de transmission ài,, est 


l4o — Es = Const. (7.3) 


On sait de la Mécanique théorique que, dans ce cas-là, le mou- 
vement de l'élément 2 relativement à l’élément Z a lieu autour de 
l’axe instantané de rotation OP, dont on définit la position en se 
basant sur les considérations suivantes. 

Convenons de donner au vecteur vitesse angulaire la direction 
pour laquelle la rotation s'effectue dans le sens antihoraire si l’on 
regarde de l'extrémité vers l’origine du vecteur vitesse angulaire. 
Communiquons aux éléments J et 2 une même vitesse angulaire —@.. 
Alors l'élément 2? devient immobile, tandis que l’élément Z se met à 
tourner autour de l’axe O. avec une vitesse angulaire —w. et autour 
de l’axe O, avec une vitesse angulaire ©,. La vitesse angulaire instan- 
tanée S de l'élément 7 relativement à l’élément 2 sera égale à 


Q = ©, + (—0o). (7.4) 


Matérialisant les vecteurs w, et —ow. dans les directions respectives 
suivant les axes O, et O., on définit le vecteur résultant @. La direc- 
tion de ce vecteur définit l’axe instantané de rotation OP dans le 
mouvement relatif des éléments Z et 2. Comme les vitesses angulaires 
©, et w, sont constantes par définition, la direction de l’axe OP 
sera inchangée, et ce sont deux cônes ronds Z et ?, qui se touchent 
le long de leur génératrice commune OP, qui représenteront les axoï- 
des dans le mouvement relatif. 

Choisissons un point arbitraire M sur l’axe OP et faisons couper 
les axoïdes par des plans passant par M et perpendiculaires aux 
axes O, et O.. L'on aura en section deux circonférences S, et S. 
tangentes l’une à l’autre en M. Pendant la rotation des axoïdes 7 
et 2 autour des axes O, et O, les circonférences S, et S, roulent sans 
glisser l’une sur l’autre. 

La vitesse v,, du point M est 


Un —= O7 = Doro; (7.5} 


où r,et r, sont les rayons des circonférences S, et S.. Compte tenu 
de l'égalité (7.5), la formule (7.3) devient 


Os = To _ sin Ôo (7 6): 


où 6, et 6, sont les demi-angles d'ouverture des cônes J et 2. 

Ainsi donc, étant donné deux axes concourants, la transmission 
du mouvement de rotation avec le rapport de transmission constant. 
peut toujours être réalisée au moyen de roues coniques rondes qui 
représentent des parties d’axoïdes J et 2. 

40, Plaçons-nous dans le cas où les axes ©, et O, des éléments 7 
et 2 se croisent dans l’espace (fig. 7.1, c). Soient données les vitesses 
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angulaires constantes &, et @, de rola- 
tion des éléments Z et 2. Ici le rapport 
de transmission (voir formule (7.3)) 
est aussi égal à 


Ly2 = _ = Const. (7.7) 


De la Mécanique théorique, on sait 
que dans ce cas le mouvement qu'effec- 
tue l’élément 2 par rapport à l'élément 
1 est une rotationet un glissement, les 
deux ayant pour axe instantané la 
droite OP passant par le point Üsitué 
sur la droite la plus courte XL reliant 
les axes O, et O.. La position du point 
0 est définie par la condition 

KO _ tgô: 

\ LO tgô (7.8) 
où 6, et 6, sont les angles formés par les axes O, et O, avec l'axe 
instantané de rotation et de glissement OP. Les angles 6, et ô. 
‘et la direction de l'axe instantané de rotation et de glissement OP 
se définissent au moment où l’on imprime aux éléments J et Z une 
même vitesse angulaire —w,. Pour définir le vecteur vitesse angu- 
laire Q de rotation de l’élément 7 par rapport à l'élément 2, on mène 
alors par le point Z une droite Z.N parallèle à l'axe O, et l’on prend 
sur cette droite le vecteur vitesse angulaire o,. On prend ensuite sur 
l'axe O, le vecteur vitesse angulaire —o, en respectant lacondition 
indiquée ci-dessus relative à la direction des vecteurs. La direction 
-de l’axe instantané de rotation et de glissement OP est parallèle à 
la diagonale du parallélogramme ayant pour ses côtés les vecteurs 
—6, et —@.. La vitesse angulaire Q est égale à 


Q = ©, + (—o). (7.9) 


De la construction de la figure 7 1 il ressort que le rapport de 
iransmission i,, est égal à 


Fig. 7.2. Schéma de la transmis- 
sion par roues hyperboloïdes. 


A no (7.10) 


Compte tenu de la condition (7 8), on met le rapport de transmis- 
-Sion ij, Sous la forme suivante: 


. w (LO) cos Ge 

427 Ge — (KO) cos à ” (7.11) 

Les vitesses angulaires ©, et w, étant constantes par définition, 

les angles 6, et Ô. seront constants eux aussi, si bien que, quelle que 
soit la position des éléments Z et 2, l'axe instantané de rotation et 
-de glissement gardera sa position à tout moment tandis que les 
axoïdes dans le mouvement relatif de ces éléments auront toujours 
leurs génératrices en contact suivant la droite commune OP. Ces 
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axoïdes sont les kyperboloïdes de révolution réglés tournant autour 
des axes O, et O,. Ainsi donc, étant donné deux axes croisés, la 
transmission du mouvement de rotation avec le rapport constant 
peut toujours être réalisée au moyen de roues hyperboloïdales (fig. 7.2} 
qui représentent des parties 7” et 2”, ou 7” et 2”. ou 7” et 2" d’hyper- 
boloïdes de révolution Z et 2. 


$ 30. Mécanismes des transmissions 
par friction 


10. Les forces de frottement sont utilisées dans nombre de méca- 
nismes de la technique moderne, soit pour mettre en mouvement des 
éléments, soit pour freiner leur mouvement. Les mécanismes utili- 
sant le frottement sont appelés mécanismes à friction. Sur la figure 7.3 
on voit les mécanismes des roues de friction cylindriques rondes. Le 
mouvement de la roue 7 se transmet à la roue 2 au moyen de la fric- 
tion engendrée entre les jantes des roues par une certaine force qui 
appuie une des roues sur l’autre. 

Comme les roues constituent un couple centroïdal (voir $ 9), 
dans lequel a lieu le roulement sans aucun glissement d’un élément 
sur l’autre, les mécanismes à friction se rapportent aux mécanismes 
dits centroidaut. 

Les éléments des mécanismes à friction montrés sur la figure 7.3 
représentent des roues cylindriques rondes Z et 2 qui sont des cen- 
troïdes dans le mouvement relatif des éléments. Dans ces méca- 
nismes le mouvement est transmis avec un rapport constant. Le 
centre instantané de rotation dans le mouvement relatif se situe au 
point P, de tangence des roues Z et 2. Sur la figure 7.3, a on voit le 
mécanisme à contact extérieur des roues, les vitesses angulaires @; 
et ©. des éléments J et 2 étant de signes opposés. Sur la figure 7.3, b 
on voit le mécanisme à contact intérieur des roues, les vitesses angu- 
Jlaires ©, et ©, des éléments 7 et Z étant de même signe. 


Fig. 7.3. Mécanismes centroïdaux cylindriques: a) mécanisme à contact extérieur 
des roues; b) mécanisme à contact intérieur des roues. 
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Fig. 7.4. Mécanismes centroïdaux coniques : a) mécanisme à contact extérieur des 
roues ; b) mécanisme à contact intérieur des roues. 


Désignons les rayons des roues de friction Z et 2 respectivement 
parr;,etr,.. Au point de tangence p, les roues J et 2 ont même vitesse 
Up, égale à 


Upo — Oi7s = OT 2, (7.12) 


d’où il ressort que le rapport de transmission i,. des mécanismes 
pareils est égal à 


ptet, (7.13) 


où », et #7, sont les nombres de tours par minute des roues Z et 2; 
le signe supérieur correspond au contact intérieur (fig. 7.3, b), et 
le signe inférieur, au contact extérieur (fig. 7.3, a). 

20. Les roues de friction coniques représentent généralement des 
troncs de cônes droits J et 2 (fig. 7.4); ce sont des axoïdes dans le mou- 
vement relatif des éléments 7 et 2, dont les axes de rotation À et B 
concourent au point ©. Le contact entre les roues se produit le long 
de leur génératrice commune. Grâce à la friction engendrée au point 
de tangence, on peut réaliser la rotation de ces roues autour des 
axes À et B à des vitesses angulaires ©, et &@.. Le mécanisme des 
roues de friction coniques montré sur la figure 7.4, a est dit méca- 
nisme des roues de friction coniques rondes à contact extérieur. Sur la 
figure 7.4, b est montré le mécanisme des roues de friction coniques 
rondes à contact intérieur. 

En vertu de l'équation (7.6) et conformément à la figure 7.4, 
le rapport de transmission ài,, est égal à 


D M | 
H2— Ge A2 Fr, Sinô; ”? (7.14) 


où #7, et r. sont les nombres de tours par minute des roues Z et 2. 
Si l’angle ô — 6, + 6, entre les axes Z et 2 (fig. 7.4, a) est égal 
à 90°, la formule (7.14) devient 


OT n{ 


= te = = te Ô = cotg 6. (7.15) 


2 ne T1 
Lorsque le contact est intérieur, 6 est toujours inférieur à 90°. 
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30. Considérons certains 
autres types de mécanismes des 
transmissions par friction. La 
figure 7.5 montre le schéma 
d'un mécanisme de transmis- 
sion par friction dit variateur 
de vilesse à plateau à axes per- 
pendiculaires. Le plateau Z est 
solidaire de l'axe O, qui tourne 
dans un palier fixe À. Le pla- 
| teau Z constitue un couple su- 
Fig. 7.5. Schéma du va 1ateur de vitessæ périeur M avec un galet 2 qui 

à plateau à axes perpendiculaires. forme un couple de rotation B 

avec l'élément 3. Moyennant 

un couple hélicoïdal C, on peut faire déplacer le galet 2 suivant l'axe 

O,. Le point de contact M peut occuper différentes positions, suivant 
la distance x. Le rapport de transmission i., est 

ET he + 2 : (7.16) 

Quand le point le contact M vient en M”, le rapport de trans- 
mission i., S'annule. Pour x = r, le rapport de transmission devient 


lu = + a. (7.17) 


Lorsque le point de contact M passe au-delà du point M”, venant 
par exemple au point ”, le sens de rotation du plateau 7 change. 
Ainsi on réalise la variation continue du rapport de transmission 
dans les limites suivantes: 


r4 ‘ r4 
PP 2 > L CREER eu . 
ro lt ra 


Les mécanismes qui réalisent la variation continue du rapport de 
vitesses s'appellent mécanis- 
mes de transmission continue 
ou variateurs de vitesses. 

On voit sur la figure 7.6 
le mécanisme de transmis- 
sion continue à deux pla- 
teaux 7 et 5 et à un galet in- 
termédiaire 2. Le rapport de 
transmission #:;, entre les 
axes parallèles O, et O, est 
égal à 

(A) LA 
ls: ne = (7.18) 
c'est-à-dire que le rapport 
-de transmission est indépen- 


dant du rayon du galet 2. Fig. 7.6. Mécanisme du variateur de vitesse 
Le sens de rotation des axes à deux plateaux. 
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Fig. 7.7. Schéma de la transmission par Fig. 7.8. Schéma de la transmission 
friction à tambours coniques et à galet par friction à tambours toriques et 
intermédiaire. à galet intermédiaire. 


O, et O, est le même. La variation du rapport de transmission is, est 
possible dans les limites suivantes : 


(Zt)min . (zi)max 

(Zs)max Sia< (Zs)min (ie) 

Sur la figure 7.7 on voit le mécanisme du variateur de vitesse à 

tambours coniques Z et 5 ayant les mêmes angles d'ouverture. Le 

rapport de transmission is, se définit par la formule (7.18). La varia- 
tion du rapport de transmission à, est possible dans les limites. 


<is: <T, (7.20) 


où r et R sont le petit et le grand rayon des tambours coniques. 

Sur la figure 7.8 on voit le mécanisme du variateur de vitesse 
prévu pour le cas où les axes O, et O, des éléments menant et mené 
concourent au point ©. Si l'on mène des plans contenant les axes OO, 
et OO5, les profils des tambours en contact avec le galet 2 donnent en 
section des arcs a — a d'une circonférence de rayon r.. Le galet ? 
tourne autour de l’axe 3 qui peut pivoter avec le galet 2 autour d'un 
axe perpendiculaire au plan contenant les axes O, et Os. Le rapport 
de transmission is, se définit par la formule (7.18), tandis que les 
limites de variation possible du rapport de transmission sont déter- 
minées par l'expression (7.20). 

4. Si l’on veut assurer un fonctionnement fidèle des mécanismes 
de transmission par friction, il convient d’éliminer la possibilité de 
patinage des roues en contact. A cet effet, il faut que le frottement 
entre les parties en contact soit suffisamment élevé. On y arrive en 
poussant une roue sur l’autre, généralement à l’aide d’un ressort. 
Or, les parties en contact des roues, étant exposées à des sollicitations 
considérables, se déforment et s’usent à la longue. La déformation 
des parties en contact et leur patinage entraînent l'usure des surfaces 
en contact. 
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En faisant des calculs, on tient compte du patinage, générale- 
ment, en introduisant un coefficient E de glissement relatif. La va- 
leur de E est égale à 

— Pi Ve 
=, (7.21) 
où v, et v, sont les vitesses circonférentielles des roues de friction Z 
et 2 en contact. On peut écrire la relation (7.21) autrement : 
| | E—4— 29 2 (7.22) 


V4 Gyr4 ? 


où &, et w, sont les vitesses angulaires des roues Z et 2 et r, et r., 
leurs rayons. 
Sachant que w,/@: = i,,, on tire de (7.22) que 
: ÎTe | 
Lio — To 12 (7.23) 
De cette façon, si le coefficient de glissement relatif E est cons- 
tant, le rapport de transmission ài,. l’est aussi; ce rapport n’est pas 
égal mais proportionnel au rapport des rayons des roues de friction. 
La valeur du rapport de transmission ài,. est en ce cas légèrement plus 
élevée, mais la différence n’est pas sensible, car la valeur du coef- 
ficient £ se situe généralement entre 0,01 et 0,03. 


$ 31. Mécanismes des transmissions par engrenages 
à trois éléments à axes fixes 


1°. Les engrenages sont très largement répandus dans toutes 
sortes de machines et appareils. Sur la figure 7.9 on voit un engre- 
nage à trois éléments constitué par deux roues dentées cylindriques 
rondes Z et 2. Chaque roue représente un cylindre rond pourvu de 
dents à sa périphérie. Deux roues dentées dont les dents sont en 
prise forment un engrenage. Le mécanisme montré sur la figure 7.9 
est dit à engrenage extérieur. Les vitesses angulaires ©, et ©, des roues 
1 et 2 de cet engrenage sont de signes différents. 

Le mécanisme représenté sur la figure 7.10 est dit à engrenage 
intérieur. Les vitesses angulaires @, et w©. des roues Z et 2 de cet 
engrenage sont de même signe. 

Dans le mécanisme à cré- 
maillère, montré sur la figure 
7.11, la roue ? se présente sous 
la forme d’une lame rectiligne 
munie de dents, appelée cré- 
maillère. 

Le mécanisme le plus sim- 
ple utilisant des engrenages est 
le mécanisme à trois éléments. 
Les rayons r, et r. des roues 
Fig. 7.9. Engrenage cylindrique extérieur. cylindriques rondes montrées 
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Fig. 7.140. Engrenage cylindrique Fig. 7.11. Engrenage à crémaillère. 
intérieur. 


sur les figures 7.9 et 7.10 sont les rayons des centroïdes dans le 
mouvement relatif des éléments Z et 2, tandis que le point P, 
est le centre instantané de rotation dans le mouvement relatif. 
Si dans les transmissions par friction les centroïdes ont la forme 
de roues cylindriques rondes lisses, la transmission de mouve- 
ment par engrenage est assurée par les roues pourvues de dents dont 
les profils représentent des courbes enveloppées en contact. Comme 
on le voit sur les figures 7.9 et 7.10, pour que la transmission de mou- 
vement soit possible, une partie de profil de la dent se situe au- 
delà des centroïdes de rayons r, et r,, et l’autre partie, à l’intérieur 
de ces centroïdes. Dans la théorie des engrenages, les circonférences 
de rayons r, et r, sont appelées circonférences primitives. Les profils 
des dents sont tracés de façon que la normale au point de leur contact 
passe toujours par un point fixe P,, qui est le centre instantané de 
rotation dans le mouvement relatif des roues Z et 2. 

Donc, connaissant les rayons des circonférences primitives des 
roues, on connaît aussi leur rapport de transmission, défini par la 
formule 

e (A) ro 

Lao — de (7.24) 
En pratique, il est plus commode de prendre, au lieu du rapport des 
rayons, le rapport des nombres de dents. Etant donné que la distance 
mesurée suivant les circonférences primitives entre les profils voi- 
sins des dents des roues en prise doit être constante, on conçoit que 
le rapport entre le nombre de dents z, de la roue 2 et le nombre de 
dents z, de la roue Z est égal au rapport de la longueur de la circonfé- 
rence primitive de la-roue 2 à la longueur de celle de la roue Z, c'est- 
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a-dire que 


=== ti=te, (7.25) 


où nr, et 7, sont les nombres de tours par minute des roues Z et à. 

De cette façon, le rapport des nombres de dents de deux roues 
dentées rondes est égal au rapport inverse des vitesses angulaires 
de ces roues. 

Rappelons que nous sommes convenu de donner au rapport de 
vitesses le signe déterminé par la direction des vitesses angulaires. 
Comme dans un engrenage extérieur (fig. 7.9) les vitesses angulaires 
des roues ont les directions de rotation différentes, le rapport de 
transmission de l’engrenage extérieur est toujours négatif. Par contre, 
dans un engrenage intérieur (fig. 7.10) le rapport de transmission est 
toujours positif. La formule (7.25) englobe les deux cas; il suffit de 
ne pas oublier d’affecter d’un signe approprié chacune des vitesses 
angulaires ©, et ©. 

Le mécanisme à roue et crémaillère est un cas particulier (fig. 7.11) 
de l’engrenage à trois éléments. La roue 7, qui tourne autour de l'axe 
O, avec une vitesse angulaire ©,, imprime à la crémaillère 2 un 
mouvement de translation rectiligne s'effectuant à une vitesse v. 
La roue Z comporte la circonférence primitive de rayon r;, et la 
crémaillère 2, la droite primitive a — a. La centroïde de rayon r: 
roule sans glisser sur la droite a — a. Le centre P, est le centre instan- 
tané de rotation dans le mouvement relatif des éléments 7 et 2. 
Entre les vitesses ©, et vw. il existe une relation évidente 


| Ve = O1 (O3Po) = ©ri (7.26) 
ou, du fait que 
dpi 
dt 
où ®, est l’angle de rotation de la roue Z et s, l’espace parcouru par 
la crémaillère 2, cette relation se transcrit de la façon suivante : 


= $E et que y — 


cs 0 
dt dt 
ou encore 
()e = =r. (7.27) 
d®: 


20. Parmi les mécanismes tridimensionnels à engrenages à trois 
éléments, signalons les engrenages coniques (fig. 7.12). Ainsi que 
nous l’avons montré au $ 29, 3°, le rapport de transmission dans ce 
cas est égal à 


: _ y __ A4 __ Te __ Sin Ôe 
BG Re 7  snô” (7.28) 
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où 7, et 7, sont les nombres de tours par minute des roues JZ et 2. 
Si les nombres de dents des roues Z et 2 sont respectivement z, et z., 
la formule (7.28) devient 


= (7.29) 


3°. Le rapport de transmission de l’engrenage hyperboloïde 
(fig. 7.13), avec les nombres de dents z, et z, des roues Z et 2, est 
égal (voir $ 29, 40) à 


A PE RP KA PS (7.30) 


où R, et R, sont les rayons des sections des gorges des hyperboloïdes, 
qui représentent des axoïdes dans le cas particulier où 6, + 6 — 90°, 
c'est-à-dire quand les axes des roues sont réciproquement perpendi- 
culaires ; i,, est égal à 


re (7.31) 


40, Le mécanisme de transmission dit à roue et vis sans fin (fig. 7.14) 
se rapporte aux mécanismes tridimensionnels des engrenages à trois 
éléments à axes se coupant à 90°. La vis sans fin Z tourne autour de 
l'axe O, avec une vitesse angulaire &, et entraîne en rotation la roue 
hélicoïdale 2 qui tourne autour de l’axe O, avec une vitesse angu- 
laire ©». 

Si nous faisons couper le couple roue et vis sans fin par un plan 
perpendiculaire à l’axe de la roue et contenant l’axe de la vis sans 
fin, les profils étant tracés en développante, nous obtiendrons alors 
dans la section une crémaillère a en prise avec une roue plate à 
(fig. 7.14). Ce plan est dit plan principal. Tant dans le plan prin- 
cipal que dans tout autre plan parallèle à celui-ci, le couple roue 
et vis sans fin se présente comme un engrenage plat à crémaillère. 
La rotation de la roue hélicoïdale 2 avec une vitesse angulaire ©, 


Ë 
\ 


Fig. 7.12. Engrenage conique. Fig. 7.13. Engrenage hyperboloïde. 
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Fig. 7.14. Engrenage à vis sans fin. 


peut être reproduite par un mouvement de translation de la cré- 
maillère a le long de l'axe O.. 

Pour faire de la crémaillère a une vis sans fin, il suffit d'animer 
la crémaillère par un mouvement hélicoïdal autour et le long de 
l’axe O,. La crémaillère a étant tournée d’un angle égal à 2x, la dent b 
de la crémaillère se déplace le long de l’axe O, d’une longueur égale 
au pas {, et nous obtenons une vis sans fin à un filet (fig. 7.14). Si, 
pendant la rotation de la crémaillère a de l’angle égal à 2x, la dent b 
se déplace de 2t, on a une vis sans fin à deux filets, et ainsi de suite. 

Les relations cinématiques essentielles pour la roue et vis sans 
fin peuvent être déduites des formules propres aux roues hyperboloiï- 
des. Comme nous l’avons montré plus haut, le rapport de transmission 
des roues dont les axes se coupent à 90° est égal, en vertu de la for- 
mule (7.31), à 

’ 4 __ 22 _ Re 

= = = R, (8 Or (7.32) 
où @, est la vitesse angulaire de la vis sans fin Z, ©, la vitesse angu- 
laire de la roue hélicoïdale 2, R, le rayon du cylindre primitif de la 
vis sans fin, R, le rayon du cylindre primitif de la roue hélicoïdale. 
Si l’on pose 2 — Zy et 22 = Zr, Où Zy est le nombre de filets ou de 
spires de la vis sans fin et z. le nombre de dents de la roue hélicoï- 
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dale, la formule (7.32) devient 


O1 ___Zr _ Ra , 

Mess te'ôr. (7.33) 

I1 ressort de la formule (7.33) que le rapport de transmission pour 

la vis sans fin à un filet est égal au nombre de dents de la roue héli- 
coïdale, pour la vis sans fin à deux filets ce rapport est deux fois 
inférieur au nombre de dents, pour la vis sans fin à trois filets, trois 
fois inférieur au nombre de dents, etc. De la sorte, la roue conjuguée 
avec la vis sans fin à un filet tourne d’une dent pendant chaque 
tour de la vis sans fin ; si la vis sans fin comporte deux filets, la roue 
tourne de deux dents ; si la vis sans fin comporte trois filets, la roue 
tourne de trois dents, et ainsi de suite. Il s'ensuit que la transmission 
par roue et vis sans fin permet de réaliser des rapports de vitesses par- 
ticulièrement élevés. Par exemple, si le nombre de dents de la roue 
est 80 et la vis sans fin est à un filet, le rapport de transmission sera 


$ 32. Mécanismes des trains d’engrenages 
à axes fixes 


19. Les mécanismes des transmissions par engrenages à trois 
éléments (transmissions monoétagées), constitués par un couple 
de roues dentées en prise, représentent le type le plus élémentaire du 
mécanisme à engrenages. Le rapport de transmission réalisable avec 
un seul couple de roues dentées n’est pas grand. Or, il arrive souvent 
en pratique qu'on a à réaliser des rapports de transmission fort éle- 
vés. A cet effet, on réunit en série plusieurs roues en prise, parmi les- 
quelles, en plus de la roue menante et de la roue menée, il y a encore 
des roues intermédiaires ; il s’agit, en somme, d’une transmission à 
plusieurs étages. De tels mécanismes à engrenages complexes sont 
appelés réducteurs de vitesse, ou, surtout lorsque les axes de rotation 
des roues sont fixes, trains d'engrenages. 

Considérons un train d'engrenages représenté sur la figure 7.15. 
La roue dentée menante J entre en prise avec la roue 2. Sur l'axe O, 
de la roue 2 est clavetée la roue 2’ qui engrène avec la roue 3. Sur 
l'axe O, de la roue 3 est clavetée la roue 3”, et ainsi de suite. C’est 
la roue 5 qui est menée. 


Fig. 7.15. Assemblage des engrenages en ligne. 


Désignons la vitesse angulaire de la roue 7 par &,, celles des roues 2 
et 2’ par &., celles des roues 3 et 3° par w,, etc. La raison totale du 
train d'’engrenages est 


gs = 
15 os * 


Cherchons le rapport de transmission pour chaque couple d'engre- 
nages. On a 


: @ : &g : [OYA 
. los — tt, © La” — — ° LL —— , 7.34 
’ 23 Gs ? 3'4 © ? 45 &s ( ) 


Le produit de multiplication des rapports obtenus (7.34) donne 


uns ; ; O1 We 3 U4 w4 
lag lors lan ls = ee CE —. 


. A] : 
Puisque L = ds, On a 
5 


lys = do lorgelarq durs. 


De cette façon, la raison d’un train d’engrenages est le produit 
de multiplication des rapports de transmission (pris avec leurs 
signes) de ses étages isolés. 

Dans le cas général, où l’on a n roues en prise, la formule de la 
raison in du train d'’engrenages pourra s’écrire ainsi : 


. O1 . . . e æ 
lin — D — ly2t23"134"... ln-1)'n. (7.35) 


On a pour chaque étage de la transmission 


x Te #9 
Et =+t, 
1 21 
. _ re ee 23 
23 + lor 29e 
z 
L Tn n° 
ln-1yn = E == + 


T(n-1)° Zn-1)" 


OÙ Fy T'as 1913 l'gy + + «+» Tn SONt les rayons des circonférences primi- 
tives des roues et z,, za, 2», . . ., z, les nombres de dents; il est à 
noter que le signe supérieur correspond à l’engrenage intérieur et le 
signe inférieur à l’engrenage extérieur. 

En portant dans l'égalité (7.35) les expressions des rapports de 
transmission des étages isolés, on obtient: 


. m rerark ... Tn m Zo2324 . Zn Led 
PE — © EEE es SES 2 © 1.36 
lin ( 1) TiTorT ar .….e T(n- 1)’ ( 1) 242923 ed Z(n-1)’ s ) 


où m est le nombre d’engrenages extérieurs. Le facteur (—1)" per- 
met de savoir le signe de la raison du train d’engrenages. Comme on 
l’a vu au $ 31, 4°, le rapport de transmission d’un couple d'engrena- 
ges en prise extérieure a le signe négatif, et celui de l’engrenage inté- 
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rieur, le signe positif. Donc, 
s’il y a dans le train d’en- 
grenages m engrenages exté- 
rieurs, il y aura pendant la 
transmission du mouvement 
d’un arbre à l’autre m chan- 
gements de signe de la vites- 
se angulaire. Par consé- 
quent, si l'on veut savoir le Fig. 7.16. ns assemblage en ligne des 
signe de la raison du train Éd 
d'engrenages, on doit mul- 

tiplier les produits correspondants des rapports des rayons des cir- 
conférences primitives ou des nombres de dents par le facteur (—1)" 
élevé à la puissance égale au nombre d’engrenages extérieurs. Pour les 
calculs pratiques, on peut se servir de la formule 


lin — Te = (— 1)" (êso) (£2r3) . . (én-1)n). (1.37) 


20. Lorsque les arbres sont très éloignés l’un de l’autre, ou bien 
quand on doit assurer un rapport de vitesses d’un signe déterminé, 
on a souvent recours à un train d’engrenages constitué par une série 
de roues en prise dont chacune possède son propre axe de rotation 
(fig. 7.16). La raison d’un tel train d’engrenages, qui est constitué 
dans notre cas par quatre roues, est 


Eu = = (— 1)" (612) (é2s) (és) = 
: : : Farsra __ T4 24 
= — (ie) (6) Gas) = — Le RS SH 

Il ressort de cette formule que la valeur de la raison i,, est indé- 
pendante des dimensions des roues dentées intermédiaires, d'où leur 
appellation de roues parasites. Or, ces roues jouent bien évidemment 
un rôle important qui consiste en ce qu'elles assurent le sens désiré 
de la vitesse de l’arbre mené (parce que leur introduction affecte le 
signe de la raison), ou bien elles facilitent la transmission du mou- 
vement entre les axes très éloignés l’un de l’autre. 

3°. La raison d’un train d’engrenages ronds coniques peut être 
déterminée par la formule (7.35). 

Dans ce cas aussi, le rapport de transmission de la roue Z et de la 
roue nr est égal à 


. O ° . > . 
lin = = (biz) (é213) (és-4) + + (Ëçn-1yn) = 


_ Tarr& Un = 292924 -.. 2n 
TAToT ge ce (nt) 242229 + Emi) 
Si toutes les roues intermédiaires sont des roues parasites, la rai- 
son est 
lin = Ai ue . 
On Zi 
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Fig. 7.17. Engrenage conique à dou- Fig. 7.18. Engrenage conique à dou- 
le train. ble train. 


Si, dans un train d’engrenages, l’axe de rotation de la roue menée 
est parallèle à celui de la roue menante ou, plus particulièrement, si 
ces deux axes coïincident, il y a intérêt à affecter la raison i,, de 
signe positif quand les directions des vitesses angulaires des roues 
menante et menée coincident, et de signe négatif quand ces direc- 
tions sont opposées. Nous allons déterminer ce signe comme suit. 
Traçons des flèches a et b (fig. 7.17 ou 7.18) au droit de contact des 
roues J et 2, de telle façon que si la flèche a part du point de contact 
(fig. 7.17), la flèche b doit en faire autant, et si la flèche a regarde le 
point de contact (fig. 7.18), il en sera de même pour la flèche b. 
Sur les roues 2”, solidaires des roues 2, aux points de contact avec 
des roues 3, menons une flèche c de même direction que la flèche b. 
Alors, en vertu de la condition énoncée ci-dessus, la flèche d pourra 
avoir deux directions : celle de la flèche a pour la roue 3 de la figu- 
re /.17, et inverse de celle de la flèche a pour la roue 3 de la figu- 
re 7.18. Si les directions des flèches sur les roues menante et menée 
sont les mêmes, où admet que le signe de la raison est positif (fig. 7.17). 
Si les directions des flèches sont opposées, on admet que le signe de 
la raison est négatif (fig. 7.18). 

Exemple. Considérons un réducteur dont on voit le schéma sur 
la figure 7.19. Soient les nombres de dents de ses roues: 


Zn = 20, 2 = 20, 2: = 60, 2; = 16, 2, — 24, 
Ze —= 15, 2, = 25. 


On demande de savoir la raison du réducteur. Conformément aux 
formules (7.36) et (7.37), la raison i,, du réducteur est égale à 


: Rs US. ous. 
bas = (— 1) (12) (as) Gare) Ces) = — nan 
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La raison i,,est négative, par- 
ce qu’il y a trois engrenages exté- 
rieurs. On peut réduire le nombre 
de dents z, de la roue 2 figurant au 
numérateur et au dénominateur, 
car la roue 2 est une roue parasite. 
Portant dans la formule les nom- 
bres de dents connus, on reçoit 


| 60.24.25 
US — "20.16.15 — — 1,9. 


30. Parmi les mécanismesàäen- Fig. 7.19. Engrenage réducteur à tri- 
grenages complexes, signalons en- ple train. 
core les boîtes de vitesses à engre- 
nages. Par boîte de vitesses à engrenages on entend un mécanisme à 
engrenages permettant de varier la raison par bonds ou par paliers. 
On dote de boîtes de vitesses les machines dont les organes de travail 
doivent pouvoir tourner à des vitesses différentes, suivant les condi- 
tions de travail. Par exemple, le travail au tour exige des vitesses 
différentes, selon la pièce à usiner; aussi le mécanisme d'un tour 
comporte-t-il une boîte de vitesses. Dans les véhicules automobiles, 
les boîtes de vitesses servent à imprimer au véhicule des vitesses 
différentes. Les schémas et les réalisations pratiques des boîtes de 
vitesses sont extrêmement variés. Si le nombre d’étages de la boîte de 
vitesses n’est pas grand, le schéma d’une telle boîte est assez simple; 
dans le cas contraire la boîte de vitesses peut être très compliquée, 
tant au point de vue du schéma que de la réalisation. 

La boîte de vitesses comprend un certain nombre de roues dentées 
qu’on met en prise en différentes combinaisons de manière à obtenir 
divers rapports de vitesses correspondant aux vitesses de rotation 
exigées de l'organe de travail de la machine. Les moyens qui assurent 
l'entrée en prise des différentes roues pour la réalisation des vitesses 
requises sont variés ; ils dépendent de la réalisation technique de cha- 
que boîte et, pour cette raison, nous ne les étudierons pas ici parce 
que cela dépasse le cadre de notre exposé. 

On voit fig. 7.20 le schéma d’une boîte de vitesses à quatre rap- 
ports et à deux arbres. Les roues emmanchées sur l’arbre Z sont fixées 
à demeure ; les roues mises sur l’arbre 2 sont folles. Moyennant une 
clavette spéciale (non représentée sur le dessin), on peut rendre une 
des roues inférieures solidaire de l’arbre 2, ce qui permet d'obtenir 
te] ou tel rapport de vitesses des arbres J et 2. 

La boîte de vitesses représentée sur la figure 7.21 possède trois 
arbres. Les roues calées sur les arbres J et 2 entrent en prise par l’in- 
termédiaire de la roue mise sur l'arbre 3. Cette roue est folle sur l’ar- 
bre et peut coulisser le long de l’arbre. En tournant l'élément AB 
autour de l’axe 4, on peut éloigner l'arbre 3 avec sa roue des roues 
montées sur les arbres Z et 2. Ainsi, la roue de l'arbre 3 permet de 
mettre en prise n’importe quel couple de roues montées sur les 
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Fig. 7.20. Boîte de vitesses Fig. 7.21. Boîte de vitesses à quatre trains 
à quatre trains d'engrenages d’engrenages et à trois arbres. 
et à deux arbres. 


F7 


arbres Z et 2, ce qui fait que, pour la vitesse constante de l’arbre Z 
ou 2, l'autre arbre peut tourner à l’une des quatre vitesses possibles. 


$ 33. Mécanismes des trains d’engrenages à axes mobiles 


1°. Il y a des trains d'engrenages dans lesquels certaines roues 
ont les axes mobiles. Parmi eux, citons un mécanisme à engrena- 
ges à trois éléments représenté en deux projections sur la figu- 
re 7.22, a et b. 

Dans ce mécanisme la roue dentée Z est fixe; la roue dentée 2 
est montée sur un axe mobile O.. 

L'élément Æ constitue les couples de rotation O, avec le bâti 
et O, avec la roue dentée 2. Pendant la rotation de l'élément A à 
une vitesse angulaire wo, la roue 2 roule sur la roue fixe Z en tour- 
nant à une vitesse angulaire w. autour d’un centre instantané de 
rotation P,. La roue Zest dite 
roue centrale, la roue ? satellite, 
et l'élément 7, bras porte-satel- 
lite ou chassis. 

Les engrenages comportant 
au moins une roue satellite à 
axe mobile seront appelés en- 
grenages à satellites. 

Le rapport entre les vitesses 
angulaires &w. et wA peut être 
déduit de la figure 7.22, a. La 
o b vitesse vo. du pointO.commun 

pour la roue 2 et le bras H, 


Fig. 7.22. Mécanisme planétaire à trois compte tenu des signes des vi- 
éléments. tesses angulaires ©, et ox, 
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s'écrit comme suit : 
VO = Ware = — On (1 — F2). (7.38) 


Donc, le rapport de transmission i.r est 


: Te—r r s 
anne te — = 1 — ii. (7.39) 
Il ressort des égalités (7.39) que le rapport i.# est le rapport de trans- 
mission pour la roue J fixe. alors que i:. est le rapport de transmission 
dans un mécanisme à engrenages unique à trois éléments dont les 
roues ont leurs axes fixes, c’est-à-dire comme si le bras H était im- 
mobile. Par la suite, pour savoir lequel des éléments est considéré 
comme fixe lors de la recherche de tel ou tel rapport de vitesses, nous 
allons écrire en indice entre parenthèses le numéro de l'élément 
considéré comme fixe. Ceci posé, l'équation (7.39) s'écrira comme suit 


= 1— if. (7.40) 


Les engrenages à satellites présentant un degré de mobilité sont 
dits engrenages ou mécanismes planétaires. Sur la figure 7.22 on voit 
un mécanisme planétaire élémentaire à trois éléments. 

L'équation (7.40) admet aussi une écriture suivante: 


ii 1, (7.41) 


d’où il ressort que pour les mécanismes planétaires à roues rondes 
la somme des rapports de vitesses est toujours égale à l'unité, quel 
que soit l’élément fixe. 

20. Le mécanisme planétaire montré sur la figure 7.22 sert géné- 
ralement à imprimer un mouvement complexe à l’organe de travail 
de la machine, solidaire de la roue 2, par exemple pour la mise en 
mouvement des pales des mélangeurs, pour l'entraînement des bro- 
ches des récolteuses de coton, etc. Mais les mécanismes de ce type 
sont surtout employés dans les réducteurs planétaires, destinés à 
obtenir un rapport de transmission requis entre les arbres menant 
et mené du réducteur. On 
obtient un réducteur élé- 
mentaire de ce type,cons- 
titué par quatre éléments 
(fig. 7.23), en ajoutant au 
mécanisme planétaire de 
la figure 7.22 une roue 
dentée 3 montée sur l'axe 
O;, et engrenant avec la 
roue satellite 2 (fig. 7.23). 

Cherchons le rapport 
de transmission i4 de 


l'arbre Os et de l'arbreOx Fig. 7.23. Mécanisme planétaire de James à 
de ce réducteur à l’aide quatre éléments. 
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de la formule (7.40). Il vient 
De 1 — 160, (7.42) 
Puisque, en vertu de l'égalité (7.37), 
D = (— 1) 87 SD = SP ET, 
alors 


QE = 1 +7. (7.43) 


Si l’on introduit dans ne (7.43), suivant la condition (7.36), 
les rayons des circonférences primitives r,, re, r4 ou les nombres de 
dents Z,, Z+, Zs, la formule (7.43) devient 


Sy + in, (7.44) 
ou 
ir — = t+ + HAS, (7.45) 


Dans les expressions (7.44) et (7.45) le rayon r, de la roue 2 et le 
nombre de ses dents z, se sont réduits, ce qui signifie que la roue 2 
est une roue parasite. 

Dans le réducteur montré sur la figure 7.23, le rapport de trans- 
mission if, entre le bras X et la roue 3 se déduit de l'équation 


.(1) Oyr 1 1 = 
Hs 1 ii 
ou 
(1) 1 Z3 = 
l — — : 1.47 
"1 14541 AT, ( 


Conformément aux égalités (7.45) et (7.47), les rapports de transmis- 
sion i} et if}; sont affectés du signe positif. Cela veut dire que les 
vitesses angulaires &, et ©, (fig. 7.23) sont aussi de même signe. 
Si l’on veut savoir la vitesse angulaire ©. du satellite 2 en fonction 
de la vitesse angulaire ©}; du bras Æ, on peut faire usage de l’égalité 
(7.39). On a 


Oo = Oil = OH (1 — is). (7.48) 


Le réducteur planétaire de la figure 7.23, que nous venons de consi- 
dérer, est appelé réducteur de James. 

Sur la figure 7.24 on voit un autre réducteur de James, mais cette 
fois à roue conique. Conformément à la règle énoncée au $ 32, 3e, 
les flèches d et a marquées sur les roues J et 3 ont les directions con- 
traires. Par con equent. le rapport de transmission i{A) est négatif 
et les rapports iff et is seront cherchés par les formules (7.42), 
(7.46) ou (7.45), (7.47). 
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Fig. 7.24. Mécanisme planétaire Fig 7.25. Mécanisme lanétaire 
à trois éléments à roues coni- de David à quatre éléments à 
ques. engrenage extérieur. 


3°. Le réducteur planétaire montré sur la figure 7.25 est appelé 
réducteur de David. 

Le rapport de transmission i.# entre l’arbre ©, et l'arbre Or 
se cherche par la formule (7.42). On a 


= = (1— 7) = 14 (— 1) iso = 1. (7.49) 
11 découle de l'égalité (7.49) que si l’on choisit les nombres de dents z,, 
Za, Ze et z4 des roues J, 2, 2° et 3 de telle façon que le second terme 


de (7.49) soit proche de l'unité, le rapport de transmission i$? pour- 
ra alors être très faible. On montrera dans ce qui suit que le rende- 
ment des réducteurs de David à faible rapport est très bas. Pratique- 
ment, la réalisation de pareils rapports n'est possible que si le nombre 
de ue de l’arbre menant est élevé et celui de l’arbre mené est 
faible. 

La figure 7.26 montre une modification du réducteur de David, 
comportant un satellite en double prise intérieure. Le rapport de 
transmission if entre l'arbre O, et l'arbre OU peut être déterminé 
par la formule (7.49). Puisque, dans cette modification du réduc- 
teur de David, c'est le bras Æ qui est le plus souvent l’élément me- 
nant, le rapport de transmission 


i9 de l'arbre Or et de l'arbre 2 

O, se cherche par les formules A += 

(7.46) et (7.49). On a | 2213 
(1) 2 1 1 Os 4 us D 
STE DRE La (7.50) = 


2372 
La figure 7.2/ représente une 
modification du réducteur de Da- 


vid à roues coniques. Le rapport … : 

PT , Fig. 7.26. Mécanisme planétaire de 
de transmission ish entre l'arbre David à quatre éléments à engrenage 
Os et l'arbre O;; se définit par la intérieur. 
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Fig. 7.27. Mécanisme planétaire de Fig. 7.28. Mécanisme planétaire à 
David à quatre éléments à roues co- quatre éléments à engrenages exté- 
niques. rieur et intérieur. 


formule (7.49). Le signe du rapport de transmission iGD est négatif, 


car les flèches a et d (fig. 7.24) sont de direction opposée. 
Considérons maintenant un réducteur du type mixte (fig. 7.28), 

qui comporte un engrenage extérieur et un engrenage intérieur. Le 

rapport de transmission i?, entre l’arbre O, et l'arbre O; sera 


.(i w | (AH) .H) 9 
ae = dit = 1—(—1) EU TE = 1 + a , 


OÙ 2, Ze, Ze’ et z4 sont respectivement les nombres de dents des roues J, 
2, 2 et 3. 

Exemple. Sur la figure 7.29 on voit un réducteur complexe dans 
lequel les roues Z, 2, 2° et 3 constituent un réducteur planétaire et 
les roues 4 et 3’, un couple d’engrenages à un étage à axes fixes. 
La raison totale i!!} du réducteur sera égale à 


(1) (1) -(1) 
D = ii, 


et le rapport de transmission éys 


| ‘a’ *2 
i43r = (— 1) D 


où 2. et z, sont les nombres de dents des roues 3” et 4. 
Le rapport de transmission if}, conformément à la formule (7.42), 
sera égal à 
Z9 
IS = 1— 199 = 1—(—1) < 


21 Zo,2, 
2372 


= 1j+ 
OÙ Z1, Ze, Ze et z4 Sont respectivement les nombres de dents des roues 1, 
2, 2° et 3 

L e 


Si, par exemple, z, = 90, z, = 30, z. — 90, z3 = 20, z3: = 90, 
2, = 25, alors le rapport de transmission i, sera égal à 


9 
2322 
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de He 


Fig. 7.29. Mécanisme planétaire Fig. 7.30. Boîte de vitesses à 
à cinq éléments. double train. 


Le rapport de transmission i37 sera 


; 2051 90-40 
20-30 


23° 29 


et, par suite, la raison totale i‘}; du réducteur représenté sur la 
figure 7.30 sera égale à 


&@ e e — 
Mi das ai = (— 2)-7 = — 14. 


Le signe négatif affectant la raison i!}; indique que les arbres O, 
et Oy tournent en sens contraires. 

Considérons maintenant le schéma d'une boîte de vitesses à axe 
mobile. Sur la figure 7.30 on voit une boîte de vitesses planétaire à 
deux étages ; le premier étage est obtenu en immobilisant la roue 3. 
le deuxième, en immobilisant la roue 4. 


Cherchons la raison qu’on obtient en immobilisant la roue 4 
et en laissant tourner librement la roue 3. On a 


Gun) = 10 = +1 = +1 


Pour la roue 3 fixe et la roue 4 folle, on a 


(an) = 1— 9 = 1—(—1} ee 
Soient par exemple z, — 28, z+ — 20, 2, — 38, z, — 18, z, — 36. 
Il vient alors 
> Ne 28-18 5 : .(n 28-36 ; 
(UP = 1 — 98.38 == 0,526 et (iir) = 1 — 28.38 = 0,053. 

4. Les engrenages à satellites possédant deux degrés de mobilité 
et plus sont appelés mécanismes différentiels, ou différentiels tout 
court. Nous allons considérer les propriétés cinématiques des diffé- 
rentiels à deux degrés de mobilité. 
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A titre d'exemple, considérons le 
mécanisme montré sur la figure 7.31. 
Ce mécanisme comporte deux roues 
coaxiales Z et 2 et un bras H coaxial 
avec ces roues. Les roues 7, 2 et le 
bras H tournent avec des vitesses an- 
gulaires @,, w. et ox. Le nombre de 
degrés de mobilité w de ce mécanisme 
est égal à deux. 

En effet. le nombre d'éléments mo- 
biles dans ce mécanisme 7—4, le nom- 
Fig. 7.31. Mécanisme différen- bre de couples de rotation de classe 
til à engrenages à roue cylin V Ps = 4. Ce sont notamment les trois 

drique. couples O,, O, et 0x que forment les 

éléments 7, 2 et Æ avec le bâti. et le 

couple O, constitué par le bras H et l'élément 3. Le nombre de cou- 

ples de classe IV p, — 2. Ce sont. les engrenages 7, 3 et 3, 2. Donc, 

d’après la formule de structure. le nombre w de degrés de mobilité 
du mécanisme est 


— 3n — 2p; — pa = 34 — 2.4 — 2 = 2. 


De cette façon, pour obtenir le mouvement déterminé du méca- 
nisme, on doit connaître les lois de mouvement de ses deux éléments ; 
autrement dit, le mécanisme doit posséder deux coordonnées géné- 
ralisées. D'une façon générale, le choix de ces deux éléments peut 
être arbitraire. On peut se donner par exemple les lois de mouvement 
des éléments 2 et A, c'est-à-dire les lois de variation des angles de 
rotation p. et ox des éléments 2 et H. Alors, l’angle de rotation , 
de l’élément Z sera évidemment 


Pi = Pi (Per Pa). (7.51) 


Utilisant la regle de dérivation des fonctions composées, on tire 
de (7.51) 


di __ 0, do 0F1 dPH = 
dt — qe dt | op dt ? (7.52) 
ou, puisque 1 = GO, “ = We € SE = Op, 
on a 
CA AP 9: = 
O4 — Do + 0 77. 1.53 
rs 2+ on ©H (1.03) 


L'équation (7.53) établit la relation entre les vitesses angulaires 
des éléments 7, 2 et H. La vitesse angulaire w, de la roue 3 ne figure 
pas dans (7.53), car la roue 3 est une roue parasite. Les dérivées par- 
tielles de l’angle œ, par rapport aux angles ®, et p# sont les rapports 
de transmission correspondant aux cas où les éléments 2 et H sont 
fixes. On a 

01 __;(1) 
dPs 
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On peut alors récrire l'équation (7.53) comme suit: 
Di — i12 O2 + iSHO y. (7.54) 


Comme nous l’avons montré plus haut ((7.40)), le rapport de trans- 
mission if, peut être représenté ainsi : 


Un = 1— ii. (7.55) 
Portant l'expression de if tirée de (7.55) dans l'équation (7.54), 
on écrit 


(H (AH 
Os = i92/@e + (1 — ite,) Or; 


d’où 
0 .(H) 
O1 = Op + io (O2 — y), 
ou 
.(H @Dy—O n,—n 
i ue ne (7.56) 
Qo — Oy Ro—ny 


où n,, n et n,; sont respectivement les nombres de tours par minute 
des éléments 7, 2 et H. 

La formule (7.56) porte le nom de formule de Willis pour Les 
différentiels. On peut aussi obtenir cette formule en utilisant la mé- 
thode dite d’inversion du mouvement. Elle consiste en ce qui suit. 

Supposons que les éléments du mécanisme qui constituent des 
couples cinématiques avec le bâti soient animés d'un mouvement 
avec les vitesses angulaires ©,, @. et on. Le mouvement relatif des 
éléments ne change pas si l’on imprime à tous les éléments du méca- 
nisme un mouvement de rotation supplémentaire avec une vitesse 
angulaire commune quelconque. Faisons tourner tous les éléments 
du mécanisme autour de l'axe O}y avec une vitesse angulaire —ox, 
de valeur égale mais de signe contraire à la vitesse angulaire ox 
de l’élément FH. Les éléments du mécanisme auront alors les vitesses 
angulaires indiquées au tableau 3. 


Tableau 3 
du men. | Eee | ‘la comminicstion d'une rotation 
nisme supplémentaire 
1 | O1 | Qi —O0H—= o() 
2 | Go | Wo — OH = of ) 
H | Op | On—opy=0 


Donc, après avoir communiqué aux éléments du mécanisme un 
mouvement de rotation supplémentaire à une vitesse angulaire —oœx, 
l'élément AH devient fixe, si bien que le différentiel se transforme 
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en un engrenage ordinaire à axes fixes O, et O:. La raison de cet 
engrenage sera 


H 
.(H Ge — (4) Nan Cd 
EN = — 1 LL EL H k (7.57) 
o., Do — Or No—nñnH 


où nr, et rx sont les nombres de tours par minute des roues J, 
2 et de l'élément H. 

Nous retrouvons donc la formule de Willis (7.56). Elle peut être 
étendue à tout différentiel possédant jusqu'à À roues. On a 


.(H) (4 — OO __ Ni—nyH (7 58) 
OR Op — On Nh—nH 


La vitesse angulaire ©, ne figure pas dans l'égalité (7.57), parce 
que la roue 3 est une roue parasite (voir $ 32, 20). Dans le premier 
membre de la formule (7.57) figure le rapport de transmission i 
d’un engrenage ordinaire dans lequel l’élément Æ est supposé fixe. 
Les formules (7.56) ou (7.57) établissent les relations entre les vitesses 
angulaires des roues 7, 2 et du bras H. En se donnant deux quelcon- 
ques d'entre elles, on peut toujours calculer la troisième. 

Par intégration de l'équation (7.54), sous condition que les rap- 
ports 1) et if}; soient constants (comme c’est toujours le cas pour 
les différentiels à roues rondes), on obtient 


Pa == Ve Pa + TH Eure (7.59) 


où ®p,, P. et pr Sont les angles de rotation des éléments 7, 2 et H. 
On rencontre souvent les mécanismes des différentiels dans les 
automobiles, les machines à calculer, les machines agricoles, etc. 
9°. Au départ du mécanisme de la figure 7.31, on obtient d’autres 
en immobilisant tel ou tel élément. Si l’on immobilise l'élément W, 
sa vitesse angulaire w,, s’annule. Alors la formule du rapport à,, 
reprend la forme classique 
(H) _ O1 


Lys — 3 — ne 


et le différentiel devient, comme on l’a dit plus haut, un engrenage 
ordinaire à axes fixes. Si l’on immobilise 
une des roues, disons la roue 2? (fig. 7.32), 
la vitesse angulaire w, s'annule, et la for- 
mule (7.57) peut être écrite ainsi : 


: Ga — (0) (2 
EE ai SE RENE SU 
—OH OH 
d'où l'on déduit 
(2 (H 2 
if — 1 — in. (7.60) 


où if}; est la raison du mécanisme de la figu- 
re 7.31 calculée en immobilisant la roue 2 et 
Fig. 7.32. Mécanisme pla- © faisant transmettre le mouvement de la 
nétaire avec roue à soleil. roue Z vers l'élément F, tandis que i({) est 
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la raison du mécanisme com- 
portant les mêmes roues à axes 
fixes O, et O, dans lequel le 
mouvement est transmis de la 
roue Z vers la roue 2; en som- 
me, on obtient une formule 
analogue à la formule (7.42) de 
la raison d’un mécanisme pla- 
nétaire (voir $ 33, 20). 

6°. Considérons un différen- 
tiel à roues coniques. Sur la 
figure 7.33 on voit un différen- 
tiel conique employé sur les 
véhicules automobiles. Pen- 
dant le braquage des roues 
motrices du véhicule (fig. 7.34) 
la roue 7. qui roule suivant la 
courbe extérieure & — &. doit 
parcourir une distance plus lon- 
gue que la roue ? qui roule sui- 
vant la courbe intérieure B—$. 
Donc, la vitesse de la roue 7 
s'avère plus élevée que celle de la roue 2. Pour permettre aux roues 
de tourner à des vitesses angulaires différentes, on a recours juste- 
ment au différentiel à roues coniques. La roue dentée conique 7 (fig. 
7.33) est entraînée en rotation par le moteur. Elle entre en prise avec 
la roue dentée conique 2 montée folle sur l’essieu À. La roue 2 est 
solidaire d’une cage H qui joue le rôle de bras porte-satellite. La 
cage H renferme deux roues satellites identiques 3 qui sont montées 
folles sur leurs axes. Les satellites 3 se trouvent en prise avec deux 
roues dentées identiques 4et 5 solidaires des essieux À et B. Quand 
les roues du véhicule automobile roulent en ligne droite, on peut 
admettre que les moments des 
forces de résistance sur les essieux 
A et B sont égaux el que, par 
conséquent, les satellites %, se 
trouvant en équilibre par rapport 
à leurs propres axes de rotation, 
ne tournent pas autour de leurs 
axes. Alors la cage /7. les satel- 
lites 3 et les essieux À et B for- 
ment un tout et tournent ensem- 
ble dans le même sens à la même 
vitesse angulaire. Dès que les 
roues du véhicule commencent à 
suivre des courbes de rayons R, et 
Fig. 7.34. Positions des roues de  R2différents (fig. 7.34), lessatelli- 
l'automobile effectuant un braquage. tes 3 se mettent à tourner autour 


Vers moteur 


? A 
Queue dentraine- 
+ ment 


«| Pemni-arbre 


Fig. 7.33. Différentiel conique d'auto- 
mobile. 
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de leurs axes; à ce moment le mécanisme dans son ensemble com- 
mence à se comporter comme un mécanisme différentiel. 
Considérons les propriétés cinématiques du différentiel d'auto- 
mobile. Conformément à la formule (7.57), on a 
.H @4 — Or ny NH 
HT m=vur nn" 
5 H 5 H 
où », et n; sont les nombres de tours par minute des roues 4 et 5 et 
n# est le nombre de tours par minute de la cage (bras) . La roue 4 
se trouve en prise avec les roues parasites (les satellites) 3, lesquelles 
à leur tour entrent en prise avec la roue à identique à la roue 4. 
Donc, le rapport de transmission iH est égal à 


(H) __ 2355 25 —1 


Le signe négatif tient à ce que les flèches a et c affectant les roues 
4 et 5 (fig. 7.33) n'ont pas la même direction. Il vient donc en défi- 
nitive 
CH) _ Pin 
MOpnr 
d'où 
Rs — Nn = Rx — ls; 
ou 
Nu = neue 75 —0,5n, + 0,5ns. (7.61) 
Ainsi donc. la somme des deux coefficients affectant n, et n; est égale 
à l'unité ; la condition (7.41) indiquée se trouve donc vérifiée. 
Il découle de la formule (7.61) que le nombre de tours par minute 
n# de la cage H est égal à la demi-somme des nombres de tours des 
demi-arbres À et B. Si l’une des roues, disons la roue 4, s'arrete, si 
bien que nr, s'’annule, l’on aura 


ut, 
et la roue 5 fera alors deux fois plus de tours par minute que la cage 
H. Immobilisant la cage H et annulant le nombre de tours »;, de la 
cage, on a 

Na = — Ds, 


et dans ce cas la roue 4 tournera avec le même nombre de tours que la 
roue 5 mais en sens inverse. 
70. Le différentiel conique à 
cinq éléments est employé dans 
les machines à calculer comme 
mécanisme totalisateur servant 
à additionner des grandeurs 
scalaires ; il matérialise la dé- 


: es endance linéaire de la forme 
Fig. 7.35. Mécanisme totalisateur diffé- P s 
rentiel à roues coniques. Ty = lo + Pts (7.62) 
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Considérons le mécanisme du différentiel conique (fig. 7.35) 
comportant deux roues égales Z et 3, un satellite F et une roue para- 


site 2. Ce mécanisme, en vertu de l'équation (7.99), vérifie toujours 
la condition 


Pa = 3 Fa + AP. (7.63) 


Les coefficients constants qg et p dans l'équation (7.62) seront res- 
pectivement égaux à 


g=is et p=in=1— is =1—0, 
car, d’après la condition (7.41), 
.(H : _ v 
Ms tün=p+q=i. (7.64) 
Après avoir fait tourner les arbres O, et O,;; d’angles , et x 
afin d'introduire les grandeurs scalaires x. et zx, on verra l'arbre O, 
tourner d'un angle y, proportionnel à la grandeur z, égale à la somme 
indiquée dans l'équation (7.62). La sommation effectuée par un 
différentiel conique à cinq éléments du type montré sur la figure 
7.35 est assujettie à la condition selon laquelle la somme des cons- 
tantes p et q est 
p+g—=t. 
Si l'on veut faire une sommation avec 
p+q#i, 


on doit équiper un ou les deux arbres d'entrée O; et O,,; d'engrenages 


simples supplémentaires tels que leurs rapports de transmission i 
et i” soient égaux à 


” P e q = 
t 4 et l T4: (7.65) 
13 13 

8. Nous venons de considérer ci-dessus quelques mécanismes 
des différentiels à deux degrés de mobilité. Ces différentiels compor- 
tent deux éléments menants. On emploie en technique des mécanismes 
à satellites constitués par un différentiel dont les éléments menants 
sont réunis par un engrenage intermédiaire. Cet engrenage imposant 
une liaison supplémentaire, le mécanisme différentiel devient un 
mécanisme planétaire composé à un degré de mobilité. On l'appelle 
mécanisme différentiel ferme. 

Sur la figure 7.36. a on voit un mécanisme du différentiel dont 
les roues 7 et 3’ sont reliées entre elles par un engrenage intermédiaire 
constitué par les roues Z, 2, 2", 3, si bien que la vitesse angulaire de 
la roue 3° est asservie à celle de l’élément menant Z. Pour la recherche 
de la raison totale i,,;, du mécanisme au cas où le mouvement est 
transmis de l’arbre ©, à l'arbre O,. il est commode de considérer 
le mécanisme de la figure 7.36, a divisé en deux trains d engrenages. 
Le premier (fig. 7.36, b) est un simple engrenage à deux étages cons- 
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HF 
JÉ 


eus |2 
2? 1777773 2. _ 
3 3! HA H ,: H 
ÿ 3 3 3 
(222277) (7227) (22272. 7772. | 
+ PA s' P7A Os 4 EF 1' = Os 
| l I 
! l 
( ! 


a) à) C) 


Fig. 7.36. Mécanisme différentiel fermé à roues cylindriques. 


titué par les roues 7, 2, 2” et 3. Le second (fig. 7.36, c) est un diffé- 
rentiel constitué par les roues 4”, 4. 1’ et le bras H. Commençons par 
l'analyse cinématique du différentiel de la figure 7.36, c. En vertu 
de la formule de Willis (7.56), on a ici 


. H @ — v 
ras = Pi nn Ne (7.66) 
03—0H 


Divisons le numérateur et le dénominateur de l'équation (7.66) 
par la vitesse angulaire w,. Il vient 


4 
. «) l — { æ 
2 D Eat (7.67 
5. 1 si 
Org OH 


Puisque les roues 7 et 1”, 3 et 3” sont solidaires deux à deux, ona 
O1 — ©, et &3 — &3:. 

Considérons maintenant le mécanisme de la figure 7.36, b. La 
raison i,4 de ce mécanisme est égale à 


Ly3 Fe rs : (7.68) 
De l'égalité (7.68) on déduit 
O3 — Te . (7.69) 
Portons l'expression obtenue de w, dans l’équation (7.67). Il vient 


D = Gr, (7.70) 
1 __ ; 14 — 113 
Op is 


De l’équation (7.70) on tire la raison totale i,, du mécanisme : 
L13 (D) — 1) 


Au = (7.71) 
LT) — i4 
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On peut calculer les raisons figurant dans le premier membre de 
l'égalité (7.71) si l’on connaît les nombres de dents 2,, 21°, 22, 29°, Za, 
z3 et :, des roues J, 1”, 2, 2", 3, 3° et 4. On a 


: 202 225 na 
ia = (— 1) SE = 2 (1.72) 


242 27° ' 


ED = (— De — — (7.73) 
Il suffit de porter dans l'égalité (7.71) les valeurs de ài,, et de if 
tirées des égalités (7.72) et (7.73) pour calculer la raison i,7, pour 
le cas où le mouvement est transmis de l'arbre O, à l'arbre O;,, 
(fig. 7.36, a). 


$ 34. Mécanismes des transmissions 
à éléments flexibles 


19. Les mécanismes des transmissions à éléments flexibles sont 
largement répandus dans certains domaines de la technique. Il 
suffit de citer les transmissions par courroie, par corde, par chaîne, 
etc. 

Etudions les relations cinématiques fondamentales qui ont lieu 
lors de la transmission du mouvement par des éléments flexibles. 
Soient deux éléments Z et 3 (fig. 7.37) tracés suivant certaines courbes 
a — œ et y — y. Un élément inextensible et flexible 2 embrasse 
les profils & — « et y — y sur les parties Bk et Cn; ses extrémités 
k et n sont attachées aux profils. Si l’on fait tourner l'élément 1, 
l'élément flexible s'enroulera sur le profil &« — « et se déroulera du 
profil y — y, en imprimant le mouvement à l'élément 3. 

Cherchons la relation entre les vitesses angulaires @, et ©, des 
éléments Z et 3. A cet effet, nous allons appliquer la méthode des 
centres instantanés de rotation. Le centre instantané P,, (l’élément 
4 est le bâti) se situe en À. Le centre instantané P., est en D. Le 
centre instantané ?,, se confond avec B. En effet. si nous arrêtons par 
la pensée l’élément 7, nous verrons l'élément 2 rouler sans glisse- 
ment sur le profil « — « de l’élément Z. Tout pareillement, le centre 
instantané de rotation P., se confond avec le point C. Le centre ins- 
tantané de rotation P,, dans le mouvement de l'élément 3 par rap- 
port à l'élément Z doit se situer sur chacune des droites reliant les 
centres instantanés P,,, P,, et P.,, P:,; il se trouve donc à l’inter- 
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2 


Fig. 7.37. Transmission par lien flexible inextensible à rapport négatif. 
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‘Fig. 7.38. Transmission par lien flexible inextensible à rapport positif. 


section des droites AD et BC. Le rapport des vitesses i,, sera donc 


O4 __ __ (PsgP43) ___ _ (DP5) = 
18 us (PP) (AP) | (7-74) 

L’axe de l’élément flexible partage donc la droite reliant les cen- 
tres de rotation des éléments Z et 3 en rapport inverse des vitesses an- 
gulaires. 

Si le point de division est intérieur à AD, le rapport des vitesses 
est négatif (fig. 7.37), s’il est extérieur, le rapport est positif 
(fig. 7.38). 

2. Dans le cas où le mouvement est transmis par un élément fle- 


xible entre deux poulies rondes (fig. 7.39). le rapport des vitesses 
est égal à 


= 2 Po Rs 7.15 
13 W3 AP, R; C ) 


c'est-à-dire que le rapport des vitesses est l'inverse du rapport des 
rayons À, et R, des poulies 7 et 3. 

Le mécanisme de transmission par l'élément flexible, montré 
sur la figure 7.39, est dit transmission droite. Sur la figure 7.40 on 
voit la transmission croisée. Le rapport des vitesses dans le cas de la 
transmission croisée est 


: (ON DP, _ R; _ 
l13 — rs As — R, (7.76) 


On voit sur la figure 7.41 le schéma d’un variateur continu de 
vitesse avec l'élément flexible 5. A l’aide d'un mécanisme spécial 
(non figuré), on peut rapprocher et écarter les cônes 7 et 2, 3 et 4. 
La longueur de l'élément flexible 5 demeure toutefois constante. On 
a donc deux poulies dont on peut varier progressivement les rayons 
afin de varier le rapport des vitesses de façon continue. 

Les transmissions par éléments flexibles se réalisent fréquemment 
sous la forme de transmissions par chaîne, dans lesquelles les chaïnons 
sont entraînés par des roues dentées spéciales (dites barbotins.) De 
tels mécanismes sont très répandus dans les machines agricoles, les 
transporteurs, les machines de mines, etc. 
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Fig. 7.39. Transmission droite par lien flexible 
inextensible entre poulies rondes. 


Fig. 7.40. Transmission croisée par lien flexible Fig. 7.41. Variateur continu 
inextensible entre poulies rondes. de vitesse à lien flexible inex- 
tensible et à roues coniques. 


CHAPITRE VIII 


ÉTUDE CINEMATIQUE DE QUELQUES TYPES 
DE MÉCANISMES TRIDIMENSION S ET PLANS 


$ 35. Mécanismes du joint universel 


40. Au $ 11, 4, lors de l'analyse des mécanismes à leviers, nous 
avons signalé le quadrilatère articulé sphérique. 

La figure 8.1 montre un quadrilatère articulé sphérique élémentai- 
re ABCD, dont les couples cinématiques de rotation ont les axes qui 
concourent au point ©. C'est le point d’intersection des axes J, 2, 3 
et 4 des couples cinématiques de rotation de classe V. Le schéma 
cinématique de ce mécanisme est donné sur la figure 8.2. 


Fig. 8.1. Quadrilatère articulé Fig. 8.2. Schéma cinématique du 
sphérique à détails constructifs quadrilatère articulé sphérique. 
schématisés de ses éléments. 
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Fig. 8.3. Modèle du quadrilatère articulé sphérique. 


Quant à sa réalisation, le mécanisme sphérique du quadrilatère 
articulé se présente comme on le voit sur la figure 8.3. L'élément 7, 
qui tourne dans un boitard fixe à une vitesse angulaire ©,, a la 
forme d’une fourche F munie de deux douilles B et B” de même axe 
BB". De façon analogue, l'élément 2, qui tourne dans un boitard à 
une vitesse angulaire &,, a aussi la forme d’une fourche F, munie 
de deux douilles C et C”’ de même axe CC”. L'élément 3 a l'aspect 
d’un croisillon dont les bras s'engagent dans les douilles B, B' et 
C, C’ des fourches F et F.. 

Le mécanisme permet de transmettre le mouvement de rotation 
de l'élément 7 à l'élément 2, les arbres des deux éléments se coupant 
à un angle « (fig. 8.3). 

Dans la pratique, on rencontre surtout le cas particulier du mé- 
canisme où les angles AOB, COB et COD sont égaux à 90°. Les points 
B et B° parcourent alors l'arc d'un grand cercle dont le plan est 
perpendiculaire à l’axe x, et les points C et C”. l’arc d’un grand cercle 
dont le plan est perpendiculaire à l’axe y. Le mécanisme qu’on vient 
de décrire est appelé joint universel ou joint de Hooke. 

20. Etudions maintenant les relations qui existent entre les vites- 
ses angulaires ©, et w.. Comme on le voit sur la figure 8.4, le point 
B de la fourche F décrit. une circonférence B — $ dans le plan perpen- 
diculaire à l’axe x, tandis que le point C de la fourche F, décrit une 
circonférence y — y dans le plan perpendiculaire à l’axe y. L'angle 
compris entre ces plans est égal à l’angle & que font entre eux les axes 
x et y. 

Si l’on choisit comme plan des projections celui qui est perpendi- 
culaire à l’axe x, la circonférence $ — f se projettera sur ce plan en 
gradeur nature (fig. 8.5), alors que la circonférence y — y, comme 
une ellipse y’ — y. 

Supposons que l’axe BB" occupe initialement la position B,B; 
(fig. 8.5) ; l’axe CC” occupera alors la position C,C;, parce que l'angle 
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Fig. 8.4. Schéma du joint universel. Fig. 8.5. Pour la recherche de la 
relation entre les angles q, et p: 
de rotation des éléments du joint 

universel. 


BOC est égal à 90° et se projette en grandeur nature. Supposons en- 
suite que l’élément 7 tourne d'un angle æ,. L’axe OB passera alors 
de la position OB, à la position OB,, et l'angle y, ne changera pas en 
projection. De la position OC;,, l’axe OC passera à la position OC,;, 
que l’on recherche en tirant en O une perpendiculaire à la droite OB, 
et en déterminant le point C, d'intersection de cette perpendiculaire 
avec l’ellipse +” — y’. L'élément 2 tournera alors d'un angle q:, 
dont on recherche la valeur réelle sur le dessin en rabattant le plan 
contenant la circonférence y — y sur le plan des projections, c'est-à- 
dire sur le plan contenant la circonférence B — B. Ce rabattement 
peut être réalisé par la rotation autour de l’axe C,C;, auquel cas 
le point C, viendra au point C; situé sur la perpendiculaire QC; à 
l'axe CC. L'angle C,OC; sera justement l'angle œ, de rotation de 
l'élément 2. Puisque l'angle formé par les plans contenant les cir- 
conférences B — B et y — y est égal à l’angle & formé par les axes x 
et y. l’on aura toujours l'égalité 


QC: = QC, cos a. (8.1) 
Ensuite, il ressort du dessin (fig. 8.5) que 
QC, = 0Qtgm (8.2) 
et que 
QC; = 0Q 1g F2. (8.3) 
Donc, 
(gs _ 
TS — COS &, 
ou 
tg mp, = tg p, cos a. (S.4) 
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Comme œ — const, en dérivant l'expression (8.4) par rapport 
à la coordonnée généralisée ,, on obtient 


d(tg@p:) _ d(tgŒo) de 
= —— © cos A —— 
di do ds ” 
ou 
cos? Pi COS= Fa 
Divisons à droite et à gauche par dt; il vient 


(1 Wa 


—%— = COS A —* 
cos? M COS Fa ? 

d da : ; 
parce que = 6, et sd — &,. Donc, le rapport des vitesses ài,, 
est 

. Oh __ COS Fo | 
4 W! a cos? F4 cos a (8.5) 


Mettons l'équation (8.4) sous la forme 
Sin® Pi _ ne Po ose 1— C0 Fo ee 
cos? P1 COS? Pa COS? Po 
Cherchant la solution de cette dernière équation en cos? .. on 
obtient 
COS pi cos? & (8.6) 


9 
COS- 0, re à 
F2 sin? 4 + COS? Ps cos? 


Portant l'expression (8.6) dans (8.5), on a 
la — y sing +cop co a ‘ (8.7) 


Il en ressort immédiatement que pendant la rotation uniforme d'un 
arbre le second arbre tourne d’une façon non uniforme. En effet, pour 
p, = 0° ou p, — 180° on a 


Pour @, = 90° ou @, — 270° on a 


De cette façon, le rapport des vitesses ler du joint de Hooke varie 
entre 1/cos & et cos «. 

Pour éviter les variations excessives du rapport des vitesses &,:, 
on recommande de disposer les axes des arbres du joint sous un angle 
a peu élevé. 

3°. Dans certaines machines, la transmission de la rotation entre 
deux axes arbitrairement disposés dans l’espace se réalise moyennant 
un double joint universel. 
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Fig. 8.6. Schéma du double joint universel. 


Considérons le mécanisme du double joint universel, dont on 
voit le schéma cinématique fig. 8.6. Ce mécanisme peut être considé- 
ré comme une association de deux joints universels simples qui pos- 
sèdent un élément commun HKLN. Du moment que les axes des 
couples de rotation se croisent par trois dans deux points O et O,, 
le mécanisme du double joint universel possède un degré de mobilité. 

4°, Considérons les relations entre les vitesses angulaires dans ce 
mécanisme (fig. 8.6). Supposons que les axes 7, 2 et 3 concourent en 
O et les axes 4, 5 et 6 en O,. Soit w, la vitesse angulaire de l'élément 
A BC autour de l’axe Z et w, celle de l’élément DEF autour de l’axe'6. 
Supposons enfin que les axes Z et 6 soient inclinés surla droite OO, 
respectivement d'angles «, et «&.. Les fourches HX et LAN se situent 
dans un même plan. 

Désignons par  l’angle de rotation de l'élément JÀXZLN, par q, 
l'angle de rotation de l'élément 4 BC et par q, l'angle de rotation de 
l'élément DEF. Alors, d'après la formule (8.4) pour le mécanisme du 
joint universel. on a 


tg Pa = Îg p-cos ay.  tg pe = tg p-cos &, 
d'où 
(gP1 __ cos x: 
tgPe COS (8.8) 


Le rapport &i., des vitesses angulaires &w., et ©, se cherche par une 
formule analogue à (8.5). 
Si &) = G»+, alors 


cos a = cos a et tg p, = tg pe, (8.9) 
d'où 


Pr — Pa (8.10) 
et, par conséquent, 


O2 = (OTE (8.11) 


Donc, lorsque les éléments du mécanisme sont disposés symétri- 
quement, les vitesses angulaires des éléments ABC et DEF sont 
égales entre elles. 
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Fig. 8.7. Mécanisme de la croix de Malte à engrènement extérieur. 


$ 36. Mécanismes des croix de Malte 


1°. Les mécanismes appelés croix de Malte se rapportent aux mé- 
canismes à engrenages avec arrêts, c'est-à-dire aux mécanismes dont 
l'élément mené possède des périodes de marche et des périodes de repos. 

Le mécanisme de la croix de Malte représente un plateau circu- 
laire Z muni d’une échancrure et d’un doigt À (fig. 8.7). L'élément 2 
est un plateau muni de rainures radiales. Quand l’élément 7 tourne, 
son doigt À s'engage dans les rainures correspondantes b de l’élément 
2 et fait tourner ce dernier d’un angle déterminé. Les éléments 1 et 2 
possèdent des arcs de blocage CDE “destinés à empêcher le mouvement 
intempestif de l'élément 2. Il y a des croix de Malte à engrènement 
extérieur et à engrènement intérieur. 

Le mécanisme à engrènement extérieur est représenté sur la figu- 
re 8.7, et celui à engrènement intérieur, sur la figure 8.8. 

Moyennant la substitution des couples inférieurs aux couples 
supérieurs. on arrive à réduire le mécanisme de la croix de Malte à 


-Z 
7) 
y 
y GK 
TT RS ON & 
FR EN) 2) res 1) 1 ’ 
NA 28 SA nd 
CHALET 2. f 22 f 
RSS une 
« 
Fig. 8.8. Mécanisme de la croix de Mal- Fig. 8.9. Schéma du mécanisme à cou- 
te à engrènement intérieur. lisse, substitutif du mécanisme de la 


croix de Malte. 
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Fig. 8.10. Diagrammes de la vitesse angulaire et de l'accélération angulaire du 
levier oscillant du mécanisme à coulisse, substitutif des mécanismes des croix 
de Malte à engrènement extérieur et intérieur. 


un mécanisme ordinaire à coulisse (fig. 8.9). Pour la recherche des 
vitesses et des accélérations de ce mécanisme, on peut reprendre les 
formules que nous avons déduites au $ 25 pour le mécanisme à coulis- 
se. Pour l’étude du mécanisme de la croix de Malte à engrènement 
extérieur, on doit considérer le mouvement du mécanisme à coulisse 
pendant la rotation de son élément 7 de l’angle 29, ; pour l'étude du 
mécanisme à engrènement intérieur, on fait tourner l'élément 7 du 
mécanisme à coulisse de l’angle 29°. La figure 8.10 montre les dia- 
grammes de la vitesse angulaire et de l'accélération angulaire de 
l'élément 2 pour les engrènements intérieur et extérieur et la vitesse 
constante de l'élément menant 7. En cas d’engrènement extérieur, 
la vitesse angulaire ©, et l'accélération angulaire &. varient suivant 
les lois indiquées sur la partie AB du diagramme. En cas d'engrène- 
ment intérieur, la vitesse angulaire w, et l'accélération angulaire 
£, varient suivant les lois indiquées sur les parties CA et BD du dia- 
gramme. En confrontant les diagrammes pour les engrènements ex- 
térieur et intérieur, on se rend compte de ce que la croix de Malte 
à engrènement intérieur fonctionne plus doucement que celle à en- 
grènement extérieur. 

Le mécanisme montré sur la figure 8.11 assure les périodes égales 
de mouvement et de repos correspondant à la rotation de l’élément 
menant Z de 90°, car les angles entre rainures et doigts sont égaux 
entre eux. Lorsque les périodes sont égales, les angles À, entre les 
doigts et les distances des doigts à l’axe de rotation O, doivent être 
égaux. Dans le cas du mécanisme représenté sur la figure 8.12, les 
périodes de mouvement et de repos de la croix correspondent à la 
rotation de l’élément menant Z de 180°. 

Si les périodes de repos et celles de mouvement sont toutes: iné- 
gales, on a le mécanisme de la croix de Malte irrégulière. Dans ce 
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Fig. 8.11. Mécanisme de la croix de Fig. 8.12. Mécanisme de la croix de 
Malte à périodes égales de mouve- Malte à périodes de mouvement 
ment et de repos. égales et RÉFIUES de repos iné- 

gales. 


mécanisme les angles entre rainures, les angles entre doigts, les dis- 
tances des doigts à l’axe de rotation O, peuvent être inégaux. 

2°. Dans le mécanisme de la croix de Malte à un seul doigt, dans 
lequel le vecteur vitesse de l’axe du doigt au moment d'entrée dans 
la rainure est dirigé suivant l’axe de la rainure, l'angle de rotation 
de la croix pendant un tour de l'élément Z est égal à 


Dh (8.12) 


où z est le nombre de rainures. Pendant la rotation de la croix de 
l'angle 2, l'élément Z tourne de l'angle 2, (fig. 8.7) égal à 


2pi=n—2p=n— = n (1-2). 


$ 37. Méthodes vectorielles d’analyse cinématique 
des mécanismes tridimensionnels à leviers {) 


10. Rappelons quelques notions générales d’algèbre vectorielle qui nous 
seront nécessaires pour l'analyse cinématique des mécanismes tridimensionnels. 

Désignons en abrégé par D, et D, deux systèmes de coordonnées cartésien- 
nes d'indices a et b (fig. 8.13, a). Soient connues les projections d’un vecteur ww 
sur les axes z,, Yo, 2, que nous désignerons respectivement par w{@), w42), ia). 
On cherche w{b?, w, wfbr, c'est-à-dire les projections du même vecteur sur les 
AXES Zhr Yps Zb- 

Pour des raisons de commodité, nous admettrons (fig. 8.13, b) que les 
origines des systèmes de coordonnées D,, et D, se confondent, car les projec- 


1) Pour écrire ce paragraphe, l'auteur a utilisé les données mises à sa dis- 
position par A. Ovakimov. 
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Fig. 8.13. Systèmes de coordonnées cartésiennes à origines confondues et non 
confondues. 


tions du vecteur ne changent pas par la translation parallèle des axes de coordon- 


20. Décomposons le vecteur ww suivant les axes z,, y, et =: 
wo = Lu) + jou) + kw). (8.13) 

Projetons le vecteur + sur les axes xp, Up 2b- A cet effet, faisons le produit 

scalaire de (8.13) par le vecteur unitaire de l'axe correspondant. On a 
D = typo = do + ét jatS 0 + Ép-KauoS), 
DO = jr0 = jp tu 2) + jp jo + j,-kuw), (8.14) 
= geo = Kb tal + Ko. a0$) + Kb-Kato8” . 

Ces égalités montrent que chacune des grandeurs cherchées w}b) (k = 1, 2,3) 
s'exprime de façon linéaire en fonction des projections w@’, w£®), w(%) connues. 
Les coefficients affectant ces grandeurs sont les produits scalaires des vecteurs 
unitaires des systèmes de coordonnées D, et D,. Ce sont les cosinus des angles 
compris entre les axes de coordonnées correspondants. A ce titre, les coefficients 


de la première ligne des formules (8.14) 
Î 


PTS 
& ta = COS (ze, Za), & * Ja — COS (rp. Ya)» &,, Ka — COS (zh, Za)» 


qui représentent les projections du vecteur unitaire #, sur les axes z,, y, et z,, 
sont les cosinus directeurs de l'axe z, dans le système D. 

30. En prévision des corollaires qui seront déduits plus tard, mettons les 
coefficients affectant les projections w{b?, w), wb) dans les égalités (8.14). 
sous la forme d'un tableau ou matrice ?): 


Àb "Ta Üb" ja êb-Ka 
Mia ||fotêa Jo-fa Jo Ka ||: (8.15) 
Kb ° la ky a ky- Ka 
Cette matrice admet une écriture différente : 
HN MK M 
COS (Th, Ta) COS (Tb, Ya) COS (TE, Za) 


= M MN MN 
M be _ [cos (Ye. Ta) cos (Ye, Ya) cos (Ye, Za) : (8.16) 


MS 
COS (Zb. Ta) COS (25, Ya) COS (2b, Za) 


1) Voir Annexe 1, p. 634. 
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M pa est la matrice des cosinus directeurs; elle a comme éléments de ses pre- 
mière, deuxième et troisième lignes les cosinus directeurs des axes correspondants 
Zpr Yo et z, dans le système D,. 

Introduisons les matrices-colonnes 


710) p{b) 
wa) — ua) , _w6) w(b) 


formées par les projections du vecteur de même nom sur les axes de coordonnées 
des systèmes D, et D}. 
La formule matricielle 


WE) — Myau to (8.17) 


est une écriture compacte qui permet de per les projections du vecteur 20 du 
système D, au système D,. L'écriture développée de cette formule s'obtient 
d'après les règles connues de multiplication des matrices !). Cette écriture coin- 
cide naturellement avec les égalités (8.14). 

La matrice des cosinus 4, s'appelle généralement matrice de rotation. 

La multiplication par la matrice M,,, comme on le voit d’après (8.17), est 
équivalente à la rotation du système D, effectuée de telle façon que ce système 
vient à la position D, ; on dit que la matrice réalise le rabattement de D, sur D}. 

40. Cherchons maintenant la relation entre deux matrices M,, et M, 
à succession différente d'indices. 

Soit M}4 la matrice connue. La matrice inconnue M,, a comme éléments de 
ses lignes les cosinus directeurs des axes z,, y,. et =, dans le système D,. En 
regardant les première, deuxième et troisième colonnes de la matrice M,, mise sous 
les formes (8.15) ou (8.16), on remarque que ces colonnes contiennent respecti- 
vement les cosinus directeurs cherchés des axes z,, y,, et z.. 

Il est donc possible d’obtenir la matrice M,, à partir de la matrice M, en 
substituant à son i-ème ligne (ti = 1, 2, 3) la colonne de même indice, c'est-à-dire 
en procédant à la transposition de M,,. On le fait en écrivant 


M — M bas (8.18) 


l'apostrophe symbolisant la transposition. 

50. Lorsqu'on résout les problèmes de cinématique des mécanismes tridi- 
mensionnels, on utilise fréquemment les matrices d’un type particulier, corres- 
pondant au cas où deux systèmes D, et D, ont un des trois axes de coordonnées, 
disons x, et r,, en commun ou en position parallèle. 

Sur la figure 8.14, les systèmes D, et D, ont l’axe r, = r. en commun. La 
position angulaire relative de ces deux systèmes est définie par l’angle p.,. Les 


Fig. 8.14. Disposition Fig. 8.15. Disposition des Fig. 8.16. Disposition des 
des axes de coordon- axes de coordonnées pour axes de coordonnées pour 
nées pour x; = Ze. Ye = Y3. Z3 = 24e 


1) Voir Annexe 1, p. 635. 
180 


cosinus directeurs des axes z., y, et z, sont contenus dans les lignes de la matrice 


1 0 0 
Mi = ||0 COS Pay Sin Pi ||. (8.19) 
O0 —sing:4 cos 


L'indice er de cette matrice signifie que #,, est une matrice de rotation 
autour de l’axe x, = z2. 

Les systèmes de coordonnées D,, D, et Ds, D, qu'on voit sur les figures 8.15 
et 8.16 ont en commun respectivement les axes y, = ys et 23 = z,. Les matrices 


de rotation autour de ces axes sont 


COS Pz  OÔ  —Ssin Py 

M2 = 0 1 0 : (8.20) 
sin@z 0 cos el 
COS Singes Ù 

MS —|| — sin Ps COSPes 0|. (8.21) 


0 0 1 


69. Parfois la mise en parallélisme des axes d’un système de coordonnées D,, 
à ceux d’un autre système D,, demande non pas une seule mais plusieurs rota- 
tions. Voyons comment on cherche la matrice Ma,a, dans le cas indiqué. 

Désignons par D 2 Das * - » D, les positions qu’on donne successivement 
au système de coordonnées D, ‘ 


Pour obtenir la relation cherchée, faisons passer, à l’aide de la formule (8.17), 
les projections d'un vecteur æ# du système D a, aux positions ultérieures de ce 


système. On a alors 
u(e:) — M asasu 01), 
US) = M na 09 = M anne M aroit2), 
war) = Mo ant er) = M anan-i* + +»  MasaeM apaU81). 
Confrontant la dernière expression avec la formule (8.17), on s'assure que 
Mana = Manana* eee MasarM ane (8.22) 
Notons que dans la matrice produit M, ,, les facteurs se suivent de gauche 


à droite dans l'ordre inverse de la succession des rotations. 
Par analogie avec ce qui précède, on écrit 


M aida — M osa3M a2a3 .. Moss (8.23) 
si, en faisant passer le système D, à la position D,,, on lui donne successivement 
les positions Don v Done Das: 

Connaissant les facteurs de l’une des matrices, M... 
culer n’importe laquelle d'elles, car, en vertu de (8.18), 


M asas = Masoss Mages = Mason +: 


Soient, par exemple, D,, D;, ..., D, les positions parcourues par le syste- 
me D, jusqu'à parallélisme de ses axes à ceux du système D,. On a alors 


M 0 = MisM 3 M M 0, (8.24) 
Mo — MoMiMa3M a, . 


Mu=Miys Mo=Mis.…. 


a 


ou Man 02 peut cal- 


et ceci avec 


181 


ZI, 


Z6 S 
Lste 


Fig. 8.17. Schéma du mécanisme de la « main » du manipulateur. 


Généralement, dans les égalités du type (8.22) ou (8.23), en qualité de 

facteurs figurent les matrices du type (8.19) à (8.21). 
& 70. Appliquons la méthode que l'on vient d'exposer à la résolution analyti- 
que des problèmes d'analyse cinématique des mécanismes tridimensionnels. 
Considérons d'abord les mécanismes formés de chaînes cinématiques non fermées 
(dites « ouvertes »), qui représentent un enchaînement d'éléments montés en li- 
gne dont chacun est menant. 

Le nombre de degrés de liberté des éléments d’une chaîne non fermée peut 
être quelconque, sauf le dernier élément, dont le degré de liberté w sera égal 
à la somme des nombres de degrés de liberté de tous les couples cinématiques de 
la chaîne. Si la chaîne ne contient que des couples de classe V (fig. 8.17), w est 
égal au nombre p, de ces couples. 

Pour donner un exemple de résolution des problèmes d'analyse cinématique 
des chaînes ouvertes, nous proposons le schéma (fig. 8.17) utilisé généralement 
dans les manipulateurs en qualité de « bras mécanique ». Tous les éléments de 
cette chaîne — le bâti O0 et les six éléments mobiles 7, 2,..., 6 — forment entre 
eux des couples de rotation. Les axes des couples voisins À et B,CetD,Eet F 
se coupent à ‘angle droit. Les points B, C et E sont situés dans le même plan que 
l'axe d’articulation À ; les axes d'articulations B et C sont perpendiculaires 
à ce plan”(non représenté sur cette figure). 

On sait que les paramètres variables par lesquels on définit la position d'un 
système sont appelés coordonnées généralisées. Lorsqu'il s’agit d'une chaîne 
ouverte, on doit choisir comme coordonnées généralisées q;, Qes + +» Qn les 
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grandeurs linéaires et angulaires qui définissent la position relative des éléments 
des couples cinématiques de la chaîne. Pour un couple de translation, ce sera la 
longueur variable ! mesurée suivant l’axe du couple; pour un couple de rotation, 
ce sera l'angle @;,k- de rotation relative des éléments ket k — 1 du couple. Par 
exemple, pour la chaine ouverte de la figure 8.17, il est commode de choisir com- 
me coordonnées généralisées qj, goes + . -, a les Six angles Pos Pois + - +» Pos de 
rotation relative des éléments voisins de la chaîne. 

Pour effectuer l'analyse cinématique, on fait correspondre à chaque élément 
mobile £ de la chaîne (4 — 1, 2,...) un système de coordonnées cartésiennes D, 
à axes r}, Yp, 2. Grâce à l’introduction de ces systèmes de coordonnées relatives, 
ou locales, nous pouvons: 

a) écrire les matrices de rotation pour faire passer les projections du vecteur 
des coordonnées relatives en coordonnées absolues et inversement ; 

b) avoir une règle de signes déterminée en cherchant les angles de rotation et 
leur dérivée par rapport au temps, c’est-à-dire les vitesses et accélérations angu- 
laires relatives des éléments. 

8°. La solution du problème des positions d’une chaîne ouverte consiste 
à déterminer, à partir des valeurs données de ses coordonnées généralisées, les 
projections des vecteurs unitaires des axes des couples cinématiques et des élé- 
ments dans le système de coordonnées D, lié au bäti, ainsi que les coordonnées 
absolues des points qui nous intéressent. 

En reliant le système de coordonnées D, à l'élément k, on doit faire coïnci- 
der l’un de ses axes, par exemple z,, avec l'axe du couple (de translation ou de 
rotation) qui réunit l'élément au couple précédent, et un deuxième axe, celui 
de l'élément. 

Considérons de nouveau le schéma représenté sur la figure 8.17. Plaçons les 
orivines des systèmes de coordonnées de deux éléments voisins en chacun des 
points B, Cet E d'intersection des axes des couples de rotation voisins. 

Nous avons fait coïncider les axes z,, z, et z, des éléments 7, 3 et 5 avec les 
axes d’articulations B. Cet E, et nous avons orienté les axes z,, x, et rs parallè- 
lement aux axes des couples À, D et F. 

En associant les axes de coordonnées aux éléments 2, 4 et 6, on doit se 
rappeler qu'on a fait coïncider précédemment les axes z,, 4 et x; avec les axes des 
couples B, D et F. Aussi est-il commode de faire coïncider avec :,, x, et z, les 
axes de mème nom :,, r,; et x. Enfin, on fait coïncider l’axe x. avec BC de l'élé- 
ment 2 et l’on admet que l’axe z, est parallèle à z, et que l’axe =, est parallèle au 
plan de la pince, donc à l’axe de l'élément 6. 

Notons en conclusion que, le système de coordonnées D, = Bzryz étant fixe, 
L & commode de faire coïncider l’axe x avec l’axe r, et de le diriger aussi vers 

e bas. 


ne axes z = 2°, Z3 et z; sont perpendiculaires respectivement aux plans des 
angles 


MS MS MS 
Pos = T2 T4 Ps2=2Z3, To Ps Zs, T4 (8.29) 


et déterminent le sens positif de leur croissance (c’est le sens antihoraire si l'on 
regarde du côté de l'extrémité de l’axe de coordonnée). L’angle w,, montré sur 
la figure 8.17 est mesuré, pour la commodité du tracé, dans le sens inverse et est 
donc pris avec le signe négatif. Les trois autres angles 


MS MR MS 
Pi0 — 21, 3 Pas — 3, 23 Peas — Ze, 25 (8.26) 


sont mesurés dans les plans auxquels sont respectivement perpendiculaires les 


AX6S Z, = Z, TZ = T4 Ot xs =: 4. Ces axes déterminent la règle de mesure’des 
angles indiqués. 
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T,T; ÿ 


Fig. 8.18. Schéma de disposition Fig. 8.19. Schéma de disposition 
des axes de coordonnées avec des des axes de coordonnées avec des 
angles correspondant entre eux. angles correspondant entre eux. 


Ayant construit des systèmes de coordonnées cartésiennes D,, D,, ..., De 
sur les éléments 0, 1,..., 6, on recherche les matrices de rotation 


Moi, 
Moe = Moi M0. 
Mos = MoiM49M 93 = MooMos, (8.27} 


Mos= MosM 2°... Moss = MosMss. 


Ces formules sont écrites en conformité avec la règle (8.22). On voit sans 
peine que, connaissant les facteurs Mo,, M2, . .., Ms de la matrice M,4, on 
peut calculer toutes les matrices de rotation nécessaires M1, Moz, . . ., Moc- 
est commode de les chercher dans la succession indiquée, à l'aide des seconds 
membres des formules (8.27). 

Ainsi donc, on doit écrire d’abord les matrices M,,, Me, . .., M9. Cela 
est nécessaire pour considérer la position relative des axes des deux systèmes de 
coordonnées désignés par les indices des matrices. 

Dans la chaîne considérée, chaque paire de systèmes de coordonnées voisins 
D, et D},_,(k = 1,2,..., 6) possède un axe z, || zx _1 ou z || 1 1 autour duquel 
le système D, est tourné de l'angle q4, } 1 Par rapport au second système D, _;. 
Aussi, parmi Moy, Miss - - ., Me ne trouve-t-on que des matrices de deux types 
seulement : les matrices de rotation autour des axes x et = d'indice correspondant. 

Les paires de systèmes de coordonnées D, et D,, D, et D,, D: et D, ont 
chacune un axe en commun x = zx, z3 = za. r5 = xs. La position relative de ces 
trois paires de systèmes de coordonnées est définie par les angles po, Qas et Des. 

En s'appuyant sur la figure 8.18, on écrit la matrice Ma : 


1 0 (® 
Moi=Mio=||0 cosPio  —Sin F10 ||. (8.28) 
O0 sin 40 COS P10 


Les deux autres matrices de même type M3, et M: n’en diffèrent que par les 
angles Pys et Pa qui y figurent respectivement à la place de l’angle ®:0- 

Les paires de systèmes de coordonnées D, et D:, D, et D:, D, et D; ont 
chacune un axe parallèle z, = 2.,z. || z, et z4 || zs. La position angulaire relative 
de ces trois paires de systèmes de coordonnées est définie par les angles @.,, Ps» 
et Psa- 

En s'appuyant sur la figure 8.19, on écrit la matrice M,.: 

COS Poy —SinPss 0 
Mye = Mi =|| sin Pos CO8 Psy 0. (8.29} 


0 0 1 
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Les matrices M,, et M,, sont de même tvpe, sauf qu’on remplace l'angle 
respectivement par Ps: et P51- 

A de des valeurs connues des angles Po, Por, - - +, Pes On calcule les élé- 
ments des matrices Mos, Mie. . . ., Ms lesquels sont les fonctions de ces six an- 
gles. Ensuite, en utilisant la formule (8.27), c'est-à-dire en multipliant successi- 
vement!) les matrices énumérées, on trouve cinq matrices Mo, Mos « - : Mos- 
Ce sont justement ces matrices qu'on cherchait, en plus de la matrice M4, trou- 
vée précédemment. 

90. Passons à la recherche des coordonnées absolues d’un point appartenant 
à un élément d’une chaîne ouverte. 

Soit donné sur l'élément 6 un point P (fig. 8.17) de coordonnées relatives 


zŸ, yŸ, zP,, lesquelles sont les projections du vecteur EP — ce sur les axes du 
système Exaeze. | 
Pour déterminer les coordonnées absolues du point P, mettons son rayon 


vecteur rp = BP sous la forme d'une somme 
rp=tolgc+älicetc=a+b+c. (8.30} 


Dans cette égalité, la somme des deux premiers vecteurs élpc = @ et tale = & 


définit le rayon vecteur BE du point E. 
On connaît les vecteurs a, b et c respectivement en coordonnées D,,D,et D. 
Ecrivons les matrices-colonnes 


lc lcp zÿ 
a=| O |, bo] 0 |, «o—| y |, (8.31) 
0 0 29) 


formées de projections des vecteurs de même nom sur les axes zx}, y,, z, (k est 
l'indice du système de coordonnées D); elles contiennent les valeurs connues. 

A l’aide de la formule matricielle (8.17), on fait passer les projections des 
vecteurs termes de la somme (8.31) dans le système de coordonnées fixe D, — 
= Bzyz lié au bâti. 11 vient 


rp= Mooat2 + Moubt® + Mosc(, (8.32) 
où 
Tp 
Tp=|| Yp 
2P 


est la matrice-colonne qui résume les coordonnées de P. Nous avons omis l'indice 
supérieur « 0 » pour le r,,, ainsi que pour les axes x, y, : et leurs vecteurs uni- 
taires. ‘ 

Les coordonnées absolues de tout autre point du mécanisme se cherchent 
d'une façon analogue. 

100. Pour en finir avec le problème de recherche des positions, considérons 
les projections des vecteurs unitaires des axes d'articulations 4, B, ..., F; 
nous allons les désigner par €, 62, . . ., €6: 

Ces vecteurs coïncident avec un des vecteurs unitaires des axes de coordon- 
nées construits sur les éléments 7, 2,... 6; nous verrons plus tard que leurs pro- 
jections sur les axes du système de coordonnées fixe D, sont contenues dans les- 
matrices Moy, Moss + - -: Me calculées précédemment. 

Prenons une des trois matrices Mg (k — 1, 2,..., 6). La matrice My 
a comme éléments de ses première, deuxième et troisième colonnes les cosinus 
directeurs des axes z,, y, 2, dans le système D, ou, ce qui revient au même, les 
projections des vecteurs unitaires # , j,, kL Sur les axes z, y et z. 


1) Eu égard aux calculs trop volumineux, la résolution de ce problème, 
comme d'autres problèmes de cinématique de la chaîne à élémentes multiples 
considérée, doit se faire à l’aide d’une machine à calculer électronique. 
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Pour rechercher les projections des vecteurs unitaires qui nous intéressent, 
il suffit de considérer trois matrices Ma, M,s et Mos des six que nous venons 
d'énumérer. Cela tient à ce que les trois paires de charnières À et B,Cet D, 
E et F sont réciproquement perpendiculaires. 

Les projections des vecteurs unitaires e, = é, ete: = K, - K, des axes 
d’articulations À et B figurent dans la premiere et la troisième colonnes de la 
matrice Moy. 

Les projections des vecteurs unitaires e; = k, et e4 = 3 = à, des axes des 
couples de rotation C et D occupent respectivement la troisième et la première 
colonnes de la matrice M,s. 

Les projections des vecteurs unitaires e, = k, et eç = 15 = t, des axes des 
couples E et F figurent respectivement dans la troisième et la première colonnes 
de la matrice M,;:: 

mpo ma  mf 
Mos=|lmf mp5 mes ||. (8.33) 
mQ9 m5 ms) 


A titre d'exemple on donne ci-dessous les matrices-colonnes 


Es m8) 

es — || sy || = m£°ÿ | , 
SUR (8.34) 
€éx mi? 

ce = || eey [= || #5 ||, 
egz m$T 


qui résument les projections des vecteurs e; et e, sur les axes de coordonnées z, 
y et z. On y voit figurer les éléments de la troisième et de la première colonnes 
de la matrice Mis. 

On voit donc que la recherche des projections des vecteurs unitaires e;, 
gr + +.» €e Se réduit à « affecter es (dans le langage des programmeurs) à ces 
projections les valeurs de certains éléments des matrices Mo, Mos et Mos. 

110. Passons à la détermination des vitesses et accélérations angulaires des 
éléments du mécanisme (fig. Su oran on cherche ces grandeurs vectorielles, 
on admet que le mouvement de chaque élément k par rapport à l’élément précé- 
dent k — 1 est connu. Dans la chaîne considérée (fig. 8.17), ces mouvements 


définissent les dérivées des vitesses et accélérations angulaires relatives x. k=1 


et mx, n-1 (4 = 1, 2, ..., 6). (Puisque ce sont les dérivées des coordonnées 
généralisées qg; = x, 1 de la chaîne par rapport au temps, on les appelle en 
outre vitesses et accélérations généralisées, ou analogues.) 

Dans le mouvement de l'élément k relatif à l'élément 4 — 1 la vitesse angu- 
laire et l'accélération angulaire de l'élément sont les vecteurs 


Oh, h-1 — ERP, k=—43 (8.35) 
Eh, kh-1— ER Ph, k—19 (8.36) 


<olinéaires à l’axe du couple de rotation réunissant les éléments k et k — 1; 
ex est le vecteur unitaire de l'axe de ce couple. Ayant calcule les projections de 
ces vecteurs, on peut passer à la recherche des vitesses et accélérations angulai- 
res absolues. 

Le mouvement absolu de l'élément k se compose de deux mouvements: un 
mouvement d'entraînement avec l'élément k — 1 et un mouvement relatif 
à ce dernier. Les vecteurs ©, _, et &;, , _, sont les vitesses angulaires de ces deux 
mouvements. 

On sait que la vitesse angulaire d'un élément animé d’un mouvement com- 
posé est la somme de ses vitesses angulaires dans les mouvements d’entraïne- 
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mentet relatif. Donc, la vitesse angulaire de l’élément k est 


OR = Os + Ok R-4 (8-37) 


Cette formule permet de calculer l'une après l’autre les vitesses angulaires 
de tous les éléments 1, 2,..., 6 On a 


O4 = O9 + Go — € 1P10s (8.38) 


Wo = &4 + Dos — € 1P410 + E2Pots 


Ces dernières égalités montrent que la vitesse angulaire w, de l'élément k 


k CR 
or > Qi, i-1 2 EiPi, 1-4 (8.39) 


i=1 


est la somme des vitesses angulaires de l'élément k et de celles de tous les élé- 
ments précédents de la chaïne. 

Les formules de calcul des projections des vitesses angulaires ont sensiblement 
le même aspect que (8.37) et (8.39). L'écriture matricielle l’est aussi, par exemple: 


Op = Op + OR, h—4 (8.40) 


en désignant par x, Pr_1 et &y,r-1 les matrices-colonnes constituées par les 
projections des vecteurs de même nom sur les axes de coordonnées zx, y et =. 

On détermine les accélérations angulaires des éléments de la chaîne en appli- 
quant successivement à ses éléments 1, 2, .... 6 la formule 


En = Eh-1 + En, h-1 À On-1 X OR, h-1 (8.41) 
qui est l’écriture vectorielle du théorème des accélérations angulaires dans le mou- 
vement composé d'un élément. | 

Dans cette formule établie en dérivant l'expression (8.37) par rapport au 
temps, le premier terme e,_, — du, _,/dt est l'accélération angulaire du mou- 
vement d'entraînement de l'élément 4 — 1. L'ensemble de deux autres termes 
exprime la dérivée‘dw, 1 _1/dt; le vecteur 8}, , _, accélération angulaire de l'élé- 
ment 4 dans le mouvement relatif détermine la variation du vecteur ©}, ;.: 
par rapport à l'élément mobile k — 1 (c'est la "dérivée relative du vecteur 
@z, k-1), tandis que le terme &w,_; X ©},x-1 tient compte de l'influence de la 
rotation de l'élément k — 1. 

120. Cherchons maintenant les vitesses et accélérations linéaires des élé- 
ments. Une fois les vitesses et accélérations angulaires déterminées, ce problème 
devient facile. 

On sait que le mouvement d'un élément du mécanisme peut être décomposé 
en un mouvement de translation (mouvement d'entraînement) ayant son pôle 
enlun point arbitraire O, et un mouvement de rotation (mouvement sphérique) 
autour de ce point. Aussi, en désignant par », et &, la vitesse et l'accélération du 
pôle O, peut-on mettre la vitesse et l'accélération d’un point quelconque M du 
solide sous la forme de sommes 


Tu =to+VMOn (8.42) 
am=ao+amo (8.43) 


dans lesquelles v0 et &æ wo sont la vitesse et l'accélération du point © dans son 
mouvement par rapport au pôle O. Ces grandeurs vectorielles se calculent par 
les formules 


vMo=O X D, (8.44) 
aAmo=0X(©Xp)+eXp, 1(8.45) 


où & et e sont la vitesse angulaire et l'accélération angulaire du solide, p = OM 
le rayon vecteur qui définit la position relative des points O et M. 
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A l’aide des formules ci-dessus, on peut déterminer la vitesse et l’accélération 
de tout point du mécanisme en question. 

Soit à déterminer, par exemple, la vitesse et l'accélération du point P de 
l'élément 6 (fig. 8.17). 

En choisissant le point Æ comme pôle, l’on aura 


Pp=VCE+VPE— ve 06 X EP. (8.46) 


En substituant dans cette expression au vecteur v,- (en vertu d'égalités ana- 
logues) l'expression 


ve=rc+vec= tr +vc8+tEc= 0% X BC+u&XCE, 
car tg —=0, on a 


tp=vcB—+ vEc+vPpE = 6: X BC+ & XCE+wg X EP. (8.47) 


Dans cette formule les vecteurs BC = a, CE = bd, EP = c nous sont connus par 
leurs projections sur les axes x, y, z. Nous avons trouvé ces projections à l’aide 
de la formule matricielle (8.32) en calculant les coordonnées absolues du point P. 
Nous avons aussi calculé toutes les vitesses et accélérations angulaires en pro- 
jection sur les mêmes axes. L'emploi de la formule (8.47) ne pose donc aucun 
problème. 

L'accélération du point P peut s’écrire en forme d’une égalité du type de 
(8.43), à savoir: 


ap=Ap+@pE. (8.48) 
I] ressort des relations analogues que 
GE = Ac+aEc=A4g+aAcs+aEc. 
Puisque ak, = 0,ona 
ap=üAcB+aEct+@PE: (8.49) 


a cp = W: X (0e X BC) + e2 X BC, 
apc=d&X(SxCE)+exXCE, 
a PE = Og X (we X EP)+ eç X EP. 


D'une façon analogue on calcule la vitesse et l'accélération de tout autre 
point du mécanisme. 

130. La méthode vectorielle, que nous venons d'exposer pour le cas général de 
la chaîne cinématique tridimensionnelle, peut bien s'appliquer à la résolution 
de certains aspects particuliers de mécanismes tridimensionnels. Nous allons le 
montrer en considérant les propriétés 
cinématiques du mécanisme sphérique 
mentionne ci-dessus. 

Le schéma du mécanisme sphéri- 
que à quatre éléments est donné sur la 
figure 8.20. Les axes de tous les quatre 
couples de rotation À, B, C et D du 
mécanisme concourent au point O. Les 
trajectoires de tous les points du meé- 
canisme se situent sur des sphères 
ayant leur centre en ©. 

Comme nous avons déjà dit ($ 35), 
dans la pratique on rencontre le plus 
souvent le cas particulier du quadrila- 
Fig. 8.20. Schéma du mécanisme sphé-  tère sphérique, lorsque les angles 4AO0B, 

rique à quatre éléments. BOC et COD sont égaux à 90°. 
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a) A d l 


Fig. 8.21. Pour la détermination des paramètres cinématiques du croisillon du 
joint de Hooke. 


En vue de faire une analyse cinématique, nous avons associé au bati © 
(fig. 8.21, a) le système de coordonnées principal Ozyz, dont l'axe = est confondu 
avec l'axe de rotation de l’élément mené 2 et l’axe x est situé dans le plan des 
axes d’articulations À et D. Le système de coordonnées auxiliaire Ozx,y p2p 
a son axe z, dirigé suivant l’axe de rotation de l’élément menant 7, et son axe 
yr est confondu avec l'axe y. 

Désignons par #p, uc et up = k les vecteurs unitaires des axes des couples 
de rotation B,Cet D des éléments menés 2 et 81). Le vecteur # 4 nous est connu 
par définition de la position de l'élément 1. 

Seul est inconnu le vecteur unitaire u- de l’axe OC situé dans le plan Oxy. 
Les projections de ce vecteur unitaire u sur les axes r, y et = sont liées à l'angl 
2 de rotation de l'élément 2 par les relations 


Ucx=COS Pr, Ucy—=SiNPes Ucz:=0. (8.50) 
11 suffit donc de connaître les projections de #. pour trouver l’angle p.. 
Nous devons trouver les projections du vecteur unitaire #, sur les axes 
z, y et z. Elles sont égales à 
Upx=COSACOS Pa, Upy=SinPy}, upz:——sinacosp;. (8.51) 
Ces expressions sont faciles à déduire. Décomposant le vecteur a 4 suivant les 
axes Try, Yp — y et z, on a 
Up — L FA cos + À SM + k, 0. (8.52) 
L'axe x, est situé dans le plan Ozry et forme un angle de 90° + « avec l'axe =. 
Aussi son vecteur unitaire {, peut-il être décomposé comme suit : 
4, = k cos (90° + œ) + # sin (90° + a). 
Portant cette expression dans l'égalité (8.52), on a 
U p — Ÿ COS & cos q, + ÿ Sin p, — k sin & cos Pi, 
d'où l'on passe aux formules (8.51). 
Cherchons le vecteur unitaire uc. 11 forme des angles droits avec les axes 
d’articulations D et B. Ces deux conditions se réduisent à annuler les produits 


scalaires k-uc et u Z-uçc. Le vecteur uc étant unitaire, son carré scalaire est 
uê = 1. 


1) On trouve dans l'Annexe 2 quelques notions nécessaires d'algèbre vecto- 
rielle (p. 636). 
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Pour la recherche des projections du vecteur #<, on dispose donc de trois 
équations simultanées 


k-uc — 0, UpB'Uc — 0, uC = 1. (8.53) 


Un tel système d'équations a été discuté et résolu dans sa forme générale 
dans l'Annexe 2. Ayant confronté les équations (8.53) et les expressions (1) de 
l’Annexe 2, on peut appliquer les formules (6) à notre cas (ec, = ce = 0). Il 
vient ue, — 0 et 


uCx = ( — Oury Vu. + UP. ): (uB, + uÿ) 


UCy — (ôupx 4 uB + u®,): (uB,. + u5,) 
ou 
— Ô sin q: 


V'sin2 qi + cos? a cos p (8.54) 


Ô cos « cos 1 
V sin2 Pi + cos? « cos pi 


On remarque sans peine que nous avons obtenu les mêmes formules qu’au 
8 36; or, cette fois elles contiennent un coefficient 6. Il peut avoir comme valeurs 
soit +1, soit —1. On verra dans ce qui suit que ce coefficient aide à choisir la 
direction positive de l’axe OC de l'articulation C du joint de Hooke. 

La position de l’élément 7 (l'axe OB) étant donnée, il existe en principe 
deux variantes de montage de la partie menée 2-3 du mécanisme. Ces deux mon- 
tages sont montrés sur la figure 8.21, a et b; l'axe OC y est perpendiculaire au 

lan x, des axes d’articulations D et B (cette perpendicularité n'existe pas dans 
es autres mécanismes sphériques) et s’aligne donc suivant une seule et même 
droite. Or, la direction positive de l’axe OC est opposée dans les deux montages. 

Pour trouver 6, on doit définir par la pensée, la direction du vecteur À = k X 
X uR normal au pe 7, (voir Annexe 2). Si la direction adoptée du vecteur 
unitaire #0 coïncide avec À, alors Ô — +1. Pour la figure 8.21, a et b on a res- 
pectivement ô = +1 et Ê = — 1. 

140. Poursuivons notre analyse cinématique de l'élément mené 2. Cherchons 
la Ve angulaire analogue de cet élément, donc le rapport de transmission 
dPe/dps = 2. 

DVisons la seconde égalité de (8.54) par la première. On a 


sin Po = UCy — 


(gPa = — cos « cotg Ps. 
La dérivation de cette expression par rapport à q, donne 
a he = 
COS Pe Pi Sin? 4 ” 


d’où il découle que 


En remplaçant dans cette égalité cos œ. par l'expression correspondante 
tirée de (8.54) et remarquant que 6? = 1, l’on aura en définitive 


TE — 
Pa d@s  sin2p,—+cos2 a cos? qi | (8.55) 
Déterminons en outre la fonction q5 = d?@./dp3, c'est-à-dire l'accéléra- 
tion angulaire analogue de l'élément 2. Par dérivation de (8.55), on a 
, _ —2sin Qi Cos P, cos œ (1 — cos &) 
Pa (sin? Pi + cos? & cos? Ps)? 
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nds. sin2qisino 
F2 — dpi cos & . 
(8.56) 


en employant ensuite, pour alléger 
l'écriture, l'expression (8.55). 
On calcule la vitesse angulai- 
re et l'accélération angulaire de . 
l'élément 22 à l'aide des égalités 
d o dits 
œ= TE qu (8.57) Fe 
_ da _ os , Fig. 8.22. Pour la détermination des vi- 
2 de — roi+qse, (8.58) tesses et des accélérations du croisillon 
qui, à côté des grandeurs déjà ob- du mécanisme sphérique. 
tenues, contiennent la vitesse an- 


gulaire @, = w, et l'accélération angulaire qi = . de l'élément 1. 

150. Passons à l'analyse cinématique de l'élément 2 (le croisillon). Cet 
élément possède un point fixe O (fig. 8.21, a) autour duquel il effectue un mouve- 
ment sphérique. 

Attachons à cet élément (fig. 8.22) un système de coordonnées Uzre.yszs. 
Deux de ses axes z, et y, seront confondus avec les axes OB et OC des charni 
res B et C. L'axe z, se situera évidemment dans le plan x, des axes OB et Oz = 
= OD. Comme {3 = Up, fs = UÇ, On a 


ks = is X fs = Up X Uç. (8.59} 


11 faut déterminer les projections du vecteur unitaire k, après avoir calculé 
les projections des vecteurs u 8 et wc. A cet effet, on se servira des formules: 


(8.60) 


z 


ksx = —Upzucys  Ksy—UBzUCx, 
ki: =Upxlcy—UByUCxs 
qui tiennent compte de ce que uc, = 0. 
Cherchons les coordonnées abSolues d'un point quelconque X de l'élément. 


Le rayon vecteur r, = OK de ce point peut être décomposé suivant les axes z;, 
Ya Zs de la façon Suivante: 


rK= 132 + jou + ko (8.61) 
«3) (3) 


où z& , yX, zK sont les coordonnées de Æ dans le système Craig 
Les projections du rayon vecteur rx sur les axes z, y et z sont les coordonnées 


absolues zx, yx, zx du point X. Voici l'expression de la projection du vecteur 
rx Sur l'axe x: 


ZK= 9er + jaey D + ke (8.62} 
Les grandeurs i, = u gz de = uc- seront calculées d'après l'angle q, con- 
es (8. 


nu au moyen des formu 1), (8.50) et (8.54), et la coordonnée &;., à l’aide 
de l'équation (8.60). 


Pour la recherche des vitesses, on a besoin des dérivées par rapport au temps 


(és) = à gr (Js)° = uc et ks. Dans les formules servant à calculer ces grandeurs 
igure la vitesse angulaire , = &, de l'élément menant Z. En dérivant les 
égalités (8.51), on obtient Îles formules pour calculer les projections du vec- 
teur is°: 

(ésx) = Upx= — Pi cos & sin 4, 

(éy) = ugy = Pi cos Pi, (8.63) 


(£sz)° = Upz = cos & COS Ps. 
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Fig. 8.23. Schéma cinématique du mécanisme tridimensionnel à levier oscillant 
et manivelle. 


En dérivant par rapport au temps les égalités (8.50) qui expriment les pro- 


jections du vecteur uc — fs, on admet que q> = 2 ps) tandis que l'angle q, de 
rotation de l’élément 7 est une fonction du temps. Il vient alors 


sx) =ucx= — pips Sin Pe, 

(au) = Ucy = PiPs COS Po, (8.64) 

(j3:)° = 0. 
-Ces formules contiennent les grandeurs sin q., cos o., et 5 qu’on calcule par les 
formules (8.54) et (8.55). On peut maintenant rechercher le vecteur ka. Par 
dérivation de (8.59), on aboutit à la relation vectorielle 

Kg = (és) X fs + ts X (Js)°- (8.65) 

- Cette formule, transcrite au moyen des projections sur les axes x, y et z, permet 


æ 
de définir les projections du vecteur k, en se servant des projections connues des 
vecteurs unitaires £s, 7: et de leurs dérivées par rapport au temps. 
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Déterminons enfin la vitesse du point Æ. On obtient l'expression de la vites- 
se vx, en dérivant (8.61). Il vient 


cr=rr= (és) 26 + (sy + kszD). (8.66) 
La projection de ce vecteur sur l’axe x sera 
vrx=tzr= (ir) 29) (ax) y + ka 20). (8.67) 


Cette expression, de même que celles pour les deux autres projections, ne contient 
que des grandeurs déjà trouvées. 

Le problème des accélérations est résolu par analogie, en procédant à la 
dérivation par rapport au temps des égalités (8.63) à (8.66). 

160. Venons-en maintenant à l'analyse cinématique d’un mécanisme tridi- 
mensionnel à levier oscillant et manivelle, dont on voit le schéma fig. 8.23. Ce 
mécanisme est utilisé pour transmettre le mouvement de rotation entre deux 
axes DM et AN qui se croisent à un angle &. L'élément menant 1 et l'élément 
mené 3 sont liés au bâti © par des couples de rotation; les axes AB et CD de ces 
éléments sont perpendiculaires aux axes de rotation DM et AN. La bielle 2 
est reliée aux dément 1 et 3 par un couple sphérique guidé B et un couple sphé- 
rique C. 

Comme nous l'avons montré au 8 11, la recherche du degré de mobilité w 
des mécanismes tridimensionnels de forme générale peut se faire à l’aide de la 
formule (2.9). Le mécanisme ne contient que des couples des classes V, IV etIll. 
On obtient alors d’après la formule de Somov-Malychev que 


w = Gr — 5ps — 4P, — 3p3 = 6-4 — 5.2 — 4.1 = 1, 


c'est-à-dire que le mécanisme n'a qu’un seul degré de mobilité. 

A la différence de la manivelle 7, l'élément 3 n'effectue pas de révolution 
complète, et pour cette raison il est dit Levier oscillant. 

Le système de coordonnées principal Dzyz est associé au bâti; L’axe z de ce 
système est confondu avec l'axe de la charnière D, et l'axe y est parallèle à la 
plus courte droite MAN reliant les axes DM et AN. Le bien-fondé d’une pareille 
disposition des axes du système Dzyz apparaîtra plus tard. 

Il y a un autre système de coordonnées attaché au bâti: c'est le système 
auxiliaire Az,y,z, dont l’axe z,.se confond avec l’axe de la charnière 4, tandis 
que l'axe y, est parallèle à y et est de même sens. | 

Les angles p, et p, de rotation des éléments J et 3 sont évalués à partir des 
axes z, et z dans le sens antihoraire, si l’on regarde du côté des extrémités des 
axes z et = respectivement. Ces directions sont positives aussi pour les vites- 
ses et les accélérations angulaires. 

On voit également sur la figure 8.24 le système de cooraonnees Azeyce 
attaché à l’élément 2. L'une des parties du couple sphérique guidé B appartient 


Fig. 8.24. Schéma de disposition Fig. 8.25. Disposition des vec- 
des axes de coordonnées sur l'élé- teurs unitaires # et & sur le cou- 
ment CB. ple sphérique guidé. 
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à cet élément. Un tel couple admet 
deux mouvements de rotation: autour 
de l’axe du tenon de guidage et autour 
de l'axe perpendiculaire au plan de la 
rainure de guidage. 

Pour fixer les idées, admettons que 
dans le couple B la partie comportant 
la rainure de guidage appartient à l’élé- 
ment Z. Admettons ensuite connues les 
projections du vecteur unitaire w du 
plan de la rainure, vecteur unitaire 
perpendiculaire à ce plan, sur les axes 
du système Az;y12 (fig. 8.25). Dési- 
gnons par so le second vecteur unitaire 
perpendiculaire au premier: c'est le 
vecteur de l’axe du tenon de guidage 


Fig. 8.26. Pour la détermination du appartenant à l'élément 2. 


t de l’ax t de guida- On réalise parfois les deux couples 
nn Le RTE ne B et C de la bielle 2 sous la forme sphé- 


rique sans guidage. Cela fait que la 
bielle devient libre de tourner autour 
de son axe (bielle « flottante »). L'apparition d’un nouveau degré de liberté du 
ne RE a n’ajoute cependant rien aux propriétés cinématiques du levier os- 
cillant 3. 

170. Dans le problème des positions, nous allons définir en coordonnées 
absolues du système Dzyz les positions des axes des éléments 3 et 2 et du tenon 
du couple B (fig. 8.26). Ceci fait, la recherche des coordonnées absolues de n’im- 
porte quel point du mécanisme ne posera pas de problèmes. 

La fermeture du contour vectoriel DCBANMD (fig. 8.23, a) est une des 
conditions imposées à la recherche des positions des axes des éléments 3 et 2. 
Il est commode d'exprimer cette condition en écrivant 


Cal: + esls = p, (8.68) 


où p — DB — DM + MN + NA + AB; par e., es et L, l, sont désignés ici 
les vecteurs unitaires des axes des éléments 2 et 3 et leurs longueurs. 
Remplaçons dans l'équation (8.68) le vecteur AB par sa décomposition 


AB = iplh COS Qi + oh Sin Pr 


où , — AB est la longueur de l'élément 7. Ensuite on obtient sans peine l’expres- 
sion de Px; Py et P:: 


Px=zgp=lAN sin a+ Îl; cos & cos ps, 


Py = Y8 = UN + li Sin qi, 
D. = 2p = LAN cos & — Îpar — l, Sin & cos ps, 


(8.69) 


expressions qui permettent de calculer d'après l'angle q, donné les projections 
du vecteur p sur es axes x, y, :. Dans ces équations y; est l’ordonnée du point W 
(sur la fig. 8.23, yx > 0). 

Pour la recherche des projections de deux vecteurs e, et e,, nous disposons de 
l'équation vectorielle (8.68) qui est équivalente aux trois équations scalaires 
utilisant les projections sur les axes x, y, z. Ajoutons à cette équation les trois 
scalaires 

kee3=0, e3=1, ei = 1. (8.70) 


La première traduit la perpendicularité de l’axe du couple D et de l'axe CD 
de l'élément 3. Les deux autres indiquent que e, et e, sont des vecteurs unitai- 
res et que leur carré scalaire est égal à zéro. 
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Eliminons dans (8.68) le vecteur unitaire e.. Les vecteurs e, et e, se recher- 
chent l'un après l’autre. A cet effet on transcrit l'équation (8.68) comme suit : 


Esls —p— — Colae 
Elevons ses deux membres au carré scalaire. Puisque e? = e — 1,on a 
Œ — 2lspees + p° = li, 
d'où il découle que 
__ (p° + — 15) 


EP — 7 —+, (8.71) 
et ceci avec 
= pi = pS + pi + p£ 


Cette équation, ainsi que la première et la troisième de (8.70), nous amène à un 
système d'équations suivant pour la détermination des'projections du vecteur : 


ke;s=0, p-es=f, ei=1, (8.72) 
où 
1 EH) 
LA 2l3 | 


Un tel système d'équations est discuté et résolu dans sa forme générale dans 
l'Annexe 2. La confrontation de (8.72) et de l'équation (1) de l'Annexe 2 nous 
permet de nous servir du système d’équations (15) de l’Annexe 2 dans lequel on 
a posé c, = 0. 

Il vient alors 


cos F3 ax = (fPx— G1Py V PÈ + PÈ— P): (PÈ+ pi), 
sin F3= e3y= (fPy + Oipx V PE + PE —/2) : (pÈ + PE), (8.73) 


C3: = 0. 


Dans les équations (8.73) les projections du vecteur e, sur les axes x et y sont 
représentées par les grandeurs cos @, et sin a. 

Les formules (8.73) contiennent le coefficient 6, c’est-à-dire le signe de la 
grandeur x — 63-(k X p). £ 

Le critère 6, nous permet de distinguer les deux montages possibles de la 
pate menée du mécanisme: celle-ci peut se situer (fig. 8.23, b) d’un côté ou de 
‘autre du plan x, qui contient l’axe d'’articulation D et le point B (ou les vec- 
teurs %& et p). 

En representant dans l’esprit la direction du vecteur & X p, normal au 
plan x,, on remarque facilement que dans le montage BCD ]la projection du 
vecteur unitaire e, sur cette direction est positive et dans le montage BC'D elle 


est négative. Aussi prend-on respectivement 6, — +1 et 6, = —1 pour l'un 
et l’autre montage. 
L'équation 
es = (P — Csls):le, (8.74) 


écrite en conformité avec (8.68), permet de calculer les projections du vecteur e: 
d’après les projections des vecteurs p et e; déterminées précédemment. 

180. Passons à la détermination du vecteur unitaire + de l’axe du tenon du 
couple B (fig. 8.26). 

Pour résoudre ce problème, on doit connaître les projections sur les axes 
z, yet : du vecteur « dont nous connaissons les projections sur les axes du systè- 
me Az;,y,z. On les trouve aisément à l’aide d'une formule matricielle du ty- 
pe (8.17) 


u(O) = faut) (8.75) 
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Ux Ux1 
uO—=lu,|, fJudb=|u,s 
et U:4 


sont les matrices-colonnes des projections du vecteur « respectivement sur les 
axes des systèmes de coordonnées D, — Dzyz et D, = Amy, tandis que Ma 
est une matrice de rotation qui réalise le rabattement du système D, sur le systè- 
me D. 

11 est commode d’admettrel que D, = Azpyyzy (59 = 2) est une position 
intermédiaire du système D, en cours de rabattement sur D,. 


Alors 
| Moi = MorM 1: (8.76) 
où 
COS P, —sing 0 
Mb, = || Sin qi cosy O0, 
0 0 1 


cosa OÙ sn« 
Moy = 0 1 0 
_—sinæ O0 cosa 


sont les matrices des rotations autour des axes z, et y; | y. 
Ayant défini la matrice M,,, on se sert de l'ég ité (8.75) pour obtenir les 
expressions 


Uy = Ux SIN Ps + Uy COS Pa, 

u.—=Sin @ (ui COS Pi + uy1 Sin q1) + u:1 cos a, 
qui Le Mi de calculer les projections du vecteur # en fonction de l’angle 
q, donné. 


Le système de trois équations scalaires définissant les projections du vecteur 
unitaire 2 est le suivant: 


ux = COS G (Ux1 COS Pi —Uys Sin P1) + U-1 Sin &, | 


uow—= 0, est = COS Ge, 10? = 1. (8.78) 


La première de ces équations traduit l'orthogonalité des deux axes de rotation 
du couple sphérique guidé B. La deuxième équation laisse voir que l'axe de 
l'élément 2 et l’axe du tenon (les vecteurs unitaires de ces axes) forment entre 
eux l’angle & connu. La troisième équation tient à ce que æ est le vecteur 
unitaire. 

Le système d'équations (8.78) est de même type que le systéme d'équations (1) 
que nous avons discuté et résolu dans sa forme générale dans l'Annexe 2. Pour la 
recherche des projections du vecteur unitaire æw, on fera usage des formules (5) de 
l'Annexe 2 en y posant a = u, db = €,, p = w, c, = À, c, = cos &. 

On doit maintenant décider du coefficient Ô figurant dans les formules (5) 
de l’Annexe 2. Dans notre cas c'est le signe de la grandeur x = #w- e X €2). 

Le coefficient Ô permet de choisir la solution correspondant à celle qui est 
adoptée dans le montage du couple sphérique guidé B du mécanisme (fig. 8.26): 
pour la même position de l’axe de l'élément 2, on peut disposer l’axe du tenon 
de guidage É vecteur unitaire 2) de l’un ou de l’autre côté du plan x qui contient 
l'axe de l’élément 2 et le vecteur unitaire «. 

Il suffit de représenter dans l'esprit la direction du vecteur u X e., normal 
au plan x pour voir ie les positions BS et BS’ de l’axe du tenon correspondent 
aux montages pour lesquels on a respectivement Ô = +1 et ô — —1. 

Pour des raisons de coordination, on a introduit des systèmes de coordonnées 
CotoUoze et Drayszs associés aux éléments 2 et 3 (fig. 8.23). 
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Le système de coordonnées C:x21 Use (is. 8.23, a et 8.24) a son axe Ze dirigé 
suivant l'axe CB de l'élément 2, tandis que l’axe y est contenu dans le même plan 
e l’axe CB et l’axe du tenon. Ce cas est étudié dans l'Annexe 2. Faisant usage 

es formules (11) et (12) de l'Annexe et compte tenu de ce que v = 2, on obtient 


(20 — & cos Ga) 
sin & ° 


Les projections des vecteurs 7. et k, sont calculées d'après les projections con- 
nues des vecteurs £, — 64 et 2%. 

Le système de coordonnées Dzr:ys32, a son axe 7, dirigé suivant l’axe DC de 
l'élément 8, tandis que l'axe :, est confondu avec l’axe :. Connaissant les vec- 
teurs unitaires #, = €, et ks de ces axes, on détermine sans peine les projections du 
vecteur unitaire de l’axe y. On a 


fs=KksX is =RkRXEeSs. (8.80) 


Pour en finir avec le problème des positions, cherchons les coordonnées abso- 
lues d’un point donné du mécanisme. Supposons que ce soit le point X de l'élé- 
ment 2, ayant comme coordonnées relatives z'?, y@? et 2%. Mettons en équa- 


tion le rayon vecteur DX du point K (fig. 8.23, a): 
rx=esl3+ CR els 22) + jy D + ko: D. (8.81) 


Cette équation ne contient que des vecteurs déjà connus. 
Les projections de ce vecteur sur les axes x, y et z sont justement les coor- 
données absolues de Æ. C'est.ainsi, par exemple, que 


2r = erxls + ia D + joe 2 + lens 2). (8.82) 


Les coordonnées absolues de tout autre point du mécanisme se cherchent 
d’une façon analogue. 
190. Nous commençons la détermination des vitesses par la recherche des 


projections des vecteurs D — dplat et u = dulät. À cet effet on fera usage des 
relations dérivées de (8.69) et de (8.77). On a 


Px= — ils cos a sin qu, Py = Pil COS qu, L _ (8.83) 
Pz= ils Sin a sin 4, 
Ux= — ps cos à (Ux SIN F3 + Uys COS Pi), 
= P4 (Uxs COS Ps — uy1 Sin Pi), (8.84) 


U, — Q4 SiD & (uy4 COS Ps — Uxy Sin V4). 


On remarque aussitôt que ces grandeurs sont fonctions de l'angle œ, de rotation 
de l'élément menant J et de sa vitesse angulaire Pr = @j- 


Nous devons en premier lieu déterminer les vecteurs Es) Es et vo. À cet effet 
nous emploierons les quatone dérivées par rapport au temps des expressions 
(8.72), (8.74) et (8.78) le problème des positions lors de la recherche des 
recteurs unitaires es, e. et +0. Le problème se réduit à résoudre quelques équa- 
tions et systèmes lin aires, car aucune des équations du problème des positions 
n'avait eu la puissance supérieure à deux. 


Les projections du vecteur es se trouvent en résolvant le système d’équations 
k.e3=0, p-ez—b, es-e3—0, (8.85) 
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dans lequel 
b— — (P—esls)-P = €2-pla : le 
Ce système, obtenu par dérivation des équations (8.72), se développe comme suit: 
es: =0, 
Presx + Pyeau + p.63 —b, (8.86) 
esxtax + esytay + e3263: = 0, 


< e L Li 
où b = Le (ex Pr + ju Pn + €2zP2): le. _ 
Maintenant que le vecteur e, est connu, on peut calculer les projections du 


vecteur €, à l’aide de l'égalité 
e> — (p— ezls) ‘ Lo (8.87) 
dérivée de (8.74). 


Pour la recherche des projections du vecteur w on utilise un système de trois 
équations linéaires 


U-W—=—U-0, Ep = — ru, w-w0=0, (8.88) 


obtenu par dérivation des équations (8.78), ce système se développe comme suit: 


Ur FUuyPy+Uuw, = di, 


erx0x + Copy 220: = da, (8.89) 
Dr +wey +wæ, =0, 


où 
d=—-u-w0—-—(u uv, +uyw,+uxw:), 


do = —ew= — (cox0x + eony + or.) 


Le système de coordonnées Czr:y27: est associé à l'élément 2. Au moyen de 
(8.79), on aboutit aux formules servant à calculer les dérivées de ses vecteurs 
unitaires fe, Je, K:: 


(4)° = €, 
(e)* = [20 — (É2)° cos œe] : sin œ, (8.90) 
k2= (82) X jee X U)”. 


A l'aide de (8.80) on obtient les expressions suivantes pour les dérivées des 


vecteurs unitaires £s, fs, #4 du système de coordonnées Dr:y3z, associé à l'élé- 
ment 3: 


(les GUl'=kXen k3=0.* (8.91) 


Substituant dans les égalités (8.90) et (8.91) les projections sur les axes 
z, y et z, on obtient les formules pour le calcul des projections des vecteurs cor- 
respondants. 
On peut maintenant passer à la détermination de la vitesse de n’importe 
uel point des éléments menés 2 et 3. A cet effet, on procède à la dérivation de 
l'expression écrite à l’avance du rayon vecteur du point choisi. Dans le cas des 
vitesses, comme dans celui des accélérations, ce vecteur peut avoir pour origine 
n'importe quel point fixe. 
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Cherchons la vitesse du point X de l'élément 2 (fig. 8.23, a). En dérivant 
l'expression (8.81) de son rayon vecteur rx, on obtient la relation 


rx= rx = els (8e) 22 + (jo) yQ + Roz(2), (8.92) 


à l'aide de laquelle on calcule la vitesse de X. La projection de cette vitesse sur 
l'axe x est égale à 


e e 9 9 e 
ZR = Egxls + (iox) 2) + (ox) D + h2x22. (8.93) 
Au moyen d'expressions analogues, on détermine les projections de la vitesse vx 
sur les axes y et =. 

Nous avons omis de considérer les vitesses angulaires des éléments 2 et 3: 
elles se cherchent par les formules générales (8.141) et (8.142) qu'on trouve dans 
$ 37, 310. Les grandeurs qui figurent dans ces formules nous sont connues. 

200. La recherche des accélérations commence par le calcul des projections des 


vecteurs p — d'p/dt® et u = d'ul/dt® au moyen des formules 


x = — Pis cos & Sin Ps — Pêls COS & COS P4, 


Py = il cos Pi— Pl Sin Pi, (8.94) 


P: = Pal sin a sin qi + Qi sin & cos qu 
et 


Ux = —@34 COS & (Uxy SÈN Pi + Uys COS Ps) — 


— pf cos & (Lx COS Pi — uys Sin 4), 


Uy = Pi (Ux1 COS Pi — uy Sin F1) — 


(8.95) 


— Qi (Uys SIN Pi + us COS Pi), 


U,= Qi sin @ (uy1 COS Pi —Uxs Sin Ps) — 

— (Uy1 Sin Pi + Uxs COS Ps), | 
obtenues par dérivation des formules (8.83) et (8.84). En regardant ces expres- 
sions, on voit que les grandeurs cherchées sont fonctions de l'angle ®, de rotation 
de l'élément menant 7, ainsi que de sa vitesse angulaire M — , et de son accé- 
lération angulaire P, — €j- 


Recherchons les vecteurs es es et 10. 
En dérivant par rapport au temps (8.85) nous obtenons un système d'équa- 


tions linéaires pour le calcul des projections du vecteur e,: 


k-e3—0, P-e3= po, e3°€3—= Pr (8.96) 


L e ee : ee e e. _S 
Pr T7, (p-e2l+ie2-P) —es3-p, Ppa= —ese3= —ei. 


Développons le premier membre de (8.96): 


es: =0, 
Prtsx + Pyesy F Pres: = Der (8.87) 


Esxtax + laytau + €sze3: = Ps. 
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Maintenant que le vecteur ‘es est connu, nous pouvons calculer le vecteur €: 
d’après l’égalité 

: = ( )— Esls) - le (8.98) 
dérivée de (8.87). 


Déterminons les projections du vecteur #. À cet effet, nous dérivons de 
(8.89) le système d’equations linéaires: 


UWx + UyWy U-W: =, 
Cox x + EayPy + eoa0e = Ga, (8.99) 


VX + Wyy +WwA0, = 3, 


G—=—2U-Ww—U-LW, Yi—= — Dep W—er WW,  Y3—= —W-W—= —1w0?. 


Citons encore les égalités à l’aide desquelles on recherche les dérivées 
secondes par rapport au temps de £,, j+, k&..(vecteurs unitaires du système de 
coordonnées attaché à l'élément 2): 


(é2)°° = e?, Se 
Ce)" = [20 — (i2)°* cos &2] : sin @, | | (8.100) 
ko = (42) X Ja 2 (82) X (2) + te X Ua)” 


et les dérivées secondes de ts, js; Ks (vecteurs unitaires du système de coordon- 
nées attaché à l'élément 3) 


Eee (Ji=kXen  ks=0. 100) 


Pour q'on puisse calculer les projections des vecteurs cherchés, on doit 
récrire les égalités (8.100) et (8.101) en y substituant les projections sur les 
axes x, y, 2. 

Les accélérations linéaires se calculent par double dérivation par rapport 
au temps du rayon vecteur du point en question. Pour le point X de l'élément 2, 
la dérivée première de cette fonction vecteur est indiquée dans (8.92). La dérivée 
seconde a donc l'aspect suivant: 


ax =Tk = els + (82)"° 212) + 2)” y) +222. (8.102) 


Pour les calculs pratiques, cette expression, de même que toutes les expres- 
sions analogues doivent être récrites en employant les projections sur les axes 


z, y, z. En particulier, la projection zx de l'accélération TK sur l’axe x s'écrira 
ainsi : 


ar = ésalat 2x)" 22 Go)" D + ko D. (8.103) 


Le calcul des accélérations angulaires des éléments 2 et 3 se fait à l’aide des 
formules générales (8.139) et (8.141) du $ 37, 319: toutes les grandeurs nécessai- 
res à cela sont déjà connues. 

210. Passons à l'analyse cinématique du mécanisme tridimensionnel à cou- 
lisseau et manivelle. Le schéma du mécanisme considéré est donné sur la figu- 
re 8.27. L'élément menant Z du mécanisme forme avec le bâti O0 un couple de 
rotation À. L'axe À M de ce couple se coupe sous un certain angle & avec l'axe 
ND du couple de translation D qui relie l'élément mené 3 au bâti. Le mouve- 
ment de l'élément Z se transmet à. l’élément 3 à l’aide de la bielle 2 associée aux 
éléments Z et 3 par un couple sphérique guidé B et par un couple sphérique C. 
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Fig. 8.27. Schéma cinématique du mécanisme tridimensionnel à coulisseau et 
manivelle. 


Dans le mécanisme considéré, l’axe VD de mouvement de translation de 
l'élément 3 n’est pas contenu dans le plan de rotation de l’axe 4B de la manivel- 
le menante 7. C'est cela qui différencie le mécanisme tridimensionnel à coulis- 
seau et manivelle du mécanisme analogue plan. 

Le mécanisme considéré appartient aux mécanismes tridimensionnels du 
type général. Puisque ce mécanisme ne contient que des couples des classes V, 1V 
et III, on trouve d'apres la formule de Somov-Malychev 


dw = 6n — 5ps — 4p4 — 3p5i= 6-3 —:5-2 — 4.1 — 3-1 = 1, 


ce qui signifie que le mécanisme ne possède qu’un seul degré de mobilité. 

Comme le bâti est associé au système de coordonnées Azyz (fig. 8.28), nous 
nous en tiendrons à ce système lors de l’analyse cinématique du mécanisme. 
L'axe y de ce système est parallèle à la plus courte droite MN réunissant les axes 
AM et ND des couples cinématiques À et D, tandis que l’axe : se confond avec 
celui de la charnière À. Dans le plan Azxy tourne l’axe AB de l'élément 7 dont 
la position est définie par l’angle q.. 

La direction positive de l'axe VD du couple D est définie par le vecteur 
unitaire e,; de l’axe de l’élément 3; comme ce vecteur forme avec l'axe z l'angle & 
que nous avons déjà indiqué, ses projections sur les axes x, y et z seront 


ex =Sina, “ezy—=0, e3:—C0Sœ (8.104) 


Le couple sphérique guidé B possède deux axes de rotation; nous avons 
étudié ce cas au 160 de ce paragraphe. Comme précédemment, nous admettrons 
que la partie du couple présentant le plan de la rainure de guidage appartient 
à l'élément Z. Le vecteur unitaire # de ce plan est connu pa ses projections sur 
les axes du système de coordonnées Az Yi1Z attaché à l'élément 7. L'axe z, de 
ce système est dirigé siuvant l'axe AB de l'élément, tandis que l’axe z, se con- 
fond avec l’axe =. 

On rencontre des modifications de ce mécanisme dans lesquelles les deux 
couples B et C sont sphériques sans guidage. La bielle d’un pareil mécanisme est 


Fig. 8.28. Pour la détermination des paramètres cinématiques du mécanisme 
à coulisseau et manivelle. 
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libre de tourner autour de son propre axe BC. Or, comme on l’a déjà noté, cela 
n’affecte en rien les propriétés cinématiques de l’élément mené 3. 

220. En cherchant les positions du mécanisme, nous allons déterminer d'abord 
celles du point C et de l'axe de l'élément 2, ensuite la position de l'axe du 
tenon de guidage du couple B. Une fois ces positions trouvées, la recherche des 
coordonnées absolues de tout point du mécanisme ne posera pas de problèmes. 

Le caractère fermé du contour vectoriel VCBAMN est la condition essen- 


tielle déterminant la recherche de la position du point C et de l'axe BC de l'élé- 
ment 2. 


Cette condition se met facilement en équation: 


p=NM+MA-+AE. 


Substituons à cette égalité vectorielle les deux égalités 


esscterh=p et ei=1 (8.106) 


dans lesquelles sc est la projection du vecteur WC sur la direction positive de 
l'axe du De D, et I, et e, sont la longueur et le vecteur unitaire de l’axe de 
l'élément 2. L'égalité e%— 1 indique‘que le vecteur e, introduit par nous est le 
vecteur unitaire. 


Le vecteur p étant fonction de l’angle q,, ses projections se calculent par les 
formules 
Px = li COS Ps,  Py = —Yx + sin pi, (8.107) 
Pz = —lam , 
dans lesquelles Z, — AB est la longueur de l'élément Z et y\ est l’ordonnée du 
point N (sur la figure 8.28, yx << 0). 
Les équations (8.106) seront employées pour la recherche de la valeur algé- 
brique de se et des projections du vecteur e,, autrement dit de quatre grandeurs 
scalaires. Cela est possible, car ces équations sont équivalentes à un système de 


quatre équations salaires. En effet, il suffit de substituer dans la première équa- 


Len les projections sur les axes x, y z et de développer la seconde équation pour 
obtenir 


sin &@-Sc + lre2x = Pxs 

0-sc+ locoy = Oys 

COS &-8c + loco: —p?:, 
xt y +ei:=1. 


(8.108) 


Ce système de trois équations linéaires et d’une équation quadratique par rapport 
aux inconnues admet deux solutions. 

L'existence de deux solutions tient à ce que la partie menée 2 — 3 du mécanis- 
me peut être montée de deux façons différentes pour la même position de la mani- 
velle 7 (fig. 8.27). Dans ces deux montages le centre du couple sphérique C se 
situe des côtés différents du point W. 


11 nous faut un critère de choix de la solution correcte du système (8.108) : 
ce sera la quantité 


6, = sign (e:-€3) (8.109) 


susceptible d'admettre l’une des deux valeurs + 1 et —1; c’est le signe de la 
projection du vecteur e. sur la droite support de e;. Dans le montage BCD Île 
vecteur unitaire e, de fraxe de l'élément 2 forme avec e,; un angle obtus, et, 
tes dans ce cas e,-e3 << 0, on a alors Ô — — 1. Dans le montage BC'D' 
’angle entre e, et e, est aigu, et l’on a donc Ô —+ 1. 
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Nous donnons ci-dessous la solution du système (8.108). On détermine 
d’abord la valeur de s. à l’aide de l'égalité 


sc= —b—ô, V'b—c, (8.110) 


« 


ou 
b— —e3-p— —(p; sin & +p; cos a), 
c=pi—li=ps+p}+pi—li. 


| Ensuite on calcule les projections du vecteur unitaire e. en se basant sur la 
relation 


eg = P—Ss0) (8.111) 
qui découle de (8.106). 

230. Passons à la détermination du vecteur unitaire & de l’axe du tenon de 
guidage du couple B. 

Il est nécessaire de calculer d’abord les projections du vecteur unitaire # 
du plan de la rainure de guidage du couple sphérique guidé B sur les axes du 
système de coordonnées D, — Azxyz. Tenant compte du fait que ce vecteur nous 
est connu par ses projections sur les axes du système D, — Az,y,z,, on cherchera 
les inconnues par une formule matricielle du type 


u(0) — Moqu(1) (8.112) 
(voir Annexe 1), dans laquelle 


Ux Uri 
U; Uz. 


sont les matrices-colonnes constituées par les projections du vecteur # sur les 
axes des systèmes D, et D,, et 


COSP,  —sinp 0 
Moi = || Sin 1 cos, 0 
0 0 1 


est la matrice de rotation autour de l'axe z, dont les colonnes contiennent les 
projections des vecteurs unitaires #,, 7,1. &, Sur les axes z, y, z. 
Explicitant (8.112), nous aboutissons aux formules suivantes: 


Uy = Ux4 SN F1 + Uy4 COS Pis 
le — U-4. 
Le vecteur cherché + est orthogonal par rapport au vecteur # : il forme l’an- 
le a, connu avec le vecteur unitaire e, de l’axe de l'élément 2; sa valeur est 


égale à l'unité. Ces trois conditions se mettent sous la forme de trois équations 
scalaires suivantes : 


(8.113) 


Ux = Ux COS Ps —Uys SN P4, | 


u-twou— 0, e,-10 = cos, w°= 1. (8.114) 
C'est un système de deux équations linéaires et d'une équation quadratique par 
rapport aux projections du vecteur &#. Un tel système est discuté et résolu dans sa 
forme générale dans l'Annexe 2. Aussi, pour la recherche des projections indi- 
quées, doit-on employer les formules générales (5) après avoir préalablement 
établi la correspondance entre les désignations des paramètres des équations 
(8.114) et (5). 
Les formules (5) de l'Annexe 2 contiennent le coefficient 6 dont les valeurs 
possibles sont +1 et —1. Dans notre cas le coefficient ô nous aide à choisir la 


solution qui correspond au montage adopté du couple sphérique guidé B du 
mécanisme. 
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Sur l'élément 2 est construit le 
système de coordonnées Bzreys:». Sÿ 
l'on fait coïncider son axe x, avec l'axe 
BC et sion le dirige vers le point C 
(à l'encontre du vecteur e.), l'angle 
formé par &# et l'axe x, sera égal à 
Ba — @Go + 180° (fig. 8.29). 

On obtient alors 


né cd É——ez, Je = (20—t, cos f-) :sin B:, 


Fig. 8.29. Schéma de disposition des Ko = lo X os (8.115) 
axes de coordonnées sur l’élément BC. si l’on définit les vecteurs unitaires je 


et k, conformément aux formules (11) 
et (12) de l'Annexe 2. Pour calculer les projections des vecteurs unitaires £,, f+ 
et k., il est nécessaire d'employer dans ces formules les projections sur les axes 
z, y et Zz. | 

Too. Pour déterminer les coordonnées absolues d’un point donné du méca- 
nisme, on doit exprimer son rayon vecteur ayant pour origine le point À. Pour le 
point Æ de l'élément 2 (fig. 8.28) cette expression se présente comme ceci: 


rr= AR = AB-+ BK = els tr ©) + jy + ko), (8.116) 


où e, = £ cos p, + j cos m1, et z2, y), z£ sont les coordonnées de Æ dans le 
systeme Bz; a29. ” 

Les coordonnées absolues du point À sont les projections de son rayon vec- 
teur rK sur les axes x, y, :. Donc, 

| is 0 2 
ZK = l1 COS Pa + ixz Re) + j2x4$ + kox 22) . (8.117) 

Les coordonnées d’un point quelconque de l'élément 3 se cherchent de façon 
analogue. Dans le système de coordonnées Czrsysz4 associé à l’élément 3. il est 
commode de faire coïncider l’axe z, avec l’axe du couple de translation et d’ad- 
mettre l’axe y, parallèle à l’axe y. Alors t;= 7, ks = es, et les projections du 
seul vecteur inconnu {, seront is, = COS @, ie, = 0, ts, = — sin a. 

250. Dans le problème des vitesses, en plus de l'angle de rotation , de 


l'élément menant 7, on donne également sa vitesse angulaire ç, — &,. Ces gran- 
deurs figurent dans les formules servant au calcul des projections des vecteurs 


p = dp/dt et u = du/ät. 4 
On a 


Pr=—Qihsinqs Py=piicosqu P:—0 (6.118) 
et ; 
ue = — 4 (Ux1 sin F1 + Uys COS Ps); 
uy — qi (Ux1 COS Pi — uys Sin Ps), (8.119) 
u. =0. 


Ces formules sont dérivées des expressions (8.107) et (8.113). 

Pour trouver les vitesses linéaires. ainsi que le vecteur vitesse angulaire de 
l'élément 2, on doit déterminer la dérivée première par rapport au temps de tou- 
tes les grandeurs qui ont été recherchées dans le cas de positions. 


Déterminons le vecteur e, et la longueur Se — projection de la vitesse v. 
sur. la direction positive de l’axe ND du couple de translation D. A cet effet, 
écrivons le système d'équations 


lessc+esh=p, €2°€2=0 (8.120) 
qu'on obtient par dérivation de l'égalité (8.106). 
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Le moyen le plus simple de résoudre ce système est le suivant. Faisons le 
produit scalaire des deux membres de la première équation par le vecteur uni- 
taire e.. 11 vient 


Es" es5c=p"e2 (8.121) 
si l’on tient compte de ce que e Es = (. 
Il ressort de la dernière égalité que 
Fe P-€2 __ Pxéox + Dyeoy + pee 9 
$cT e3"e2  C2x Sin @ + 69y COS à ” (8.122) 


7 L est facile maintenant de calculer les projections du vecteur € en utilisant 
‘égalité 


2 = (p— 380) : le (8.123) 
que nous avons déduite de (8.120). 


Pour déterminer les projections du vecteur 20, nous faisons dériver de 
(8.114) un système de trois équations 


ui0—= —U L, gpeic = —e2, 

20-10 =0 (8.124) 
linéaire par rapport aux projections du vecteur inconnu; sa forme développée 
a pour expression : 

Us + LD y + uL, —0D4, 
eaxd0x + enyloy + e220: = b2, (8.125) 
D 2x +0 y wa: =0, 
où 
bj=—u-1w0, by= — est. 


Cherchons maintenant les dérivées par rapport au temps des vecteurs uni- 
taires £., J+, K: des axes du système de coordonnées Bzx.y:z,. à partir des égalités 


(2) = —e,  ()=[i0—(4)" cos Be] : sin Be, 


k2 = (2) X J2 + t2 X G)° (8.126) 


obtenues par dérivation des expressions (8.115). On récrit ces égalités de façon 
convenable, en y mettant les projections sur les axes z, y et z. 

260. Le problème des vitesses linéaires sera résolu relativement au point K 
(fig. 8.28). A cet effet, nous allons dériver par rapport au temps l'expression 
(8-116) du rayon vecteur rx: 


vr=rk= et (te) 2 2 (52) 7 + ko: (8.127) 
où € = — in SiN P1' + 3% COS Pi. 
La projection de la vitesse vK sur l’axe x est 


= ils Sin Pa (iox)" 26) + (fax) VO + ko). (8.128) 
Les deux autres projections du vecteur vx s'écrivent de façon analogue. 


Le vecteur vitesse angulaire w. de l’élément 2 animé d’un mouvement tri- 
dimensionnel peut être calculé par les formules générales (8.138) du 8 37, 300. 
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270. Dans le problème des accélérations la vitesse angulaire M — y et 
l’accélératin angulaire p, = €, de l’élément menant 7 ne figurent que dans les 


formules servant au calcul des projections des vecteurs p = d’p/df° et u = 
— Œu/dt®. Obtenues par dérivation des égalités (8.118) et (8.119), ces formules 
se présentent comme suit: 


Px= — Qils sin Pi— PÊly COS Ps, 
Py = Fli cos pi — qi sin qu, (8.129) 
_ 
et 
Ux= — pi (Ux Sin Pi + Uy4 COS Ps) — 
— p? (Ux1 COS Pi — Uyy Sin P4, 
Ly= PA (Ux4 COS Pi — Uys Sin Ps) — 4 (8.130) 


 — F5 (Ux1 SD Pi + Uys COS Pi), 
u. = 0. 


280. Pour trouver les accélérations linéaires et le vecteur accélération angu- 
laire de l'élément 2, on recherche la dérivée seconde par rapport au temps de tou- 
tes les grandeurs qu'on a calculées dans le problème des positions. 


Pour la recherche du vecteur € et de la quantité Sc — projection de l’accélé- 
ration du point C sur l’axe du couple de translation D — nous utilisons le 
système d'équations 


essc+erb=p, ere = — e? (8.131) 


obtenu par dérivation des équations (8.120) par rapport au temps. 
Faisons le produit scalaire des deux membres de la première équation par 
le vecteur unitaire e.. 1l vient 


es-e3Sc Fe2"eolo pe. 


Résolvons cette équation par rapport à l’inconnue sc après avoir remplacé 
€2-e. par le second membre de la deuxième équation (8.131). On a 


so=Pr tete. (8.132) 


Maintenant que se est connu, cherchons les projections du vecteur €: à l’aide 
de l'expression 


€» _ (p— ec) : Lo (8. 133) 
déduite de la première équation du système (8.131). 

Passons à la détermination du vecteur w. En dérivant (8.125), nous obte- 
nons un système d’équations linéaires pour la détermination des projections de 
ce vecteur: 

Ur + Uyly UD: = Ci, 
2x + Eoyly tes: = C2, (8.134) 


0x + y HW; = C3, 
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Ci — —n0—2u 10, Co — — CE 10— 26210, C3 — — 102. 
Prenons ensuite les égalités (8.126) et dérivons-les par rapport au temps: 
(é2)= —'es, (Ge) = {20 —(8)2"" cos Be] : sin Bo, (8.135) 


ke = (42) X Ja 2 (62) X Ua ée X Ua. 
Ayant substitué dans ces égalités les projections sur les axes z, y et =, on déter- 
mine les projections des vecteurs cherchés. 

290. Pour résoudre le problème des accélérations linéaires, on effectue une 
double dérivation par rapport au temps de l'expression du rayon vecteur du 
point en question. A titre d'exemple, cherchons l'accélération du point Æ de l’élé- 
ment 2 (fig. 8.28). La dérivée première de son rayon vecteur a été écrite lors de 
la recherche de la vitesse rx. Aussi la dérivation de l'expression (8.127) don- 
ne-t-elle 


arx=rK= et (é) 224 Co) y HR, (S.136) 


e: = —1{ (qi sin + pÀ cos Pi) + j (p cos ps — pi sin pi). 


Il est facile de déduire de cette expression les projectionssurles axesr, y et :. 
Ainsi, la projection sur l'axe zx sera: 


akx=2K= — (qu sin qu+ gi cos ga) L+ (ax) 2 + 
+ Gox)" 12 Ro. (8.137) 


300. En passant aux vitesses et accélérations angulaires,'plaçons-nous d'abord 
dans le cas où l'élément est animé d’un mouvement à trois dimensions. 

La vitesse angulaire &, et l'accélération angulaire &., de l'élément v seront 
déterminées d’après les projections sur les axes de coordonnées 7, y, et z,, liés 
à l'élément v (fig. 8.30). 

Le mouvement tridimensionnel de l'élément v peut être décomposé en un 
mouvement de translation ayant pour pôle le point choisi O’ et un mouvement 
de rotation autour de ce point. Dans le mouvement de rotation de cet élément 


Fig. 8.30. Pour la détermination des vitesses et accélérations angulaires. 
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ses trois points À,B et C, qui représen- 
tent les extrémités des vecteurs unitai- 
res 4,, 7, et k, des axes z,, y,,etz 

de l'élément, ont pour vitesses les dé- 
rivées par rapport au temps (£,), (7.) 


et k.. 

Sur la figure 8.31 les vitesses de 
ces points sont décomposées suivant 
les directions de deux axes de coordon- 
nées voisins. On peut mettre les valeurs 
de ces décomposantes sous forme de 
produits scalaires des vecteurs (£,)°, 


(j,)° et k. et du vecteur unitaire de 
l'axe correspondant. Par exemple, la 
Fig. 8.31. Cas particulier où l’axe de POS de la vitesse du point B sur 
l'élément v est fixe. axe z, est égale à (wBor)z, = (Jv)'ks. 
Connaissant les composantes des 

| vitesses des points À, B et C, on peut 
déterminer la vitesse de rotation de l'élément v autour des axes z,, y, et :,, c'est- 
à-dire les projections @., , &,, et, de la vitesse angulaire &,,. Se rappelant que 


vV V A ? 
le rayon de rotation des points 4, B et C est égal à l'unité, on écrit 


Oo, =)" ky= —kyt,, 
v 


= kyciy= —(ty)"kys (8.138) 


ne s (£,)° = — (iv) “4. 


En dérivant les égalités (8.138), on aboutit aux formules suivantes pour le 
calcul des projections du vecteur e, sur les axes z,, y,, et 2,: 


er =)" -k, + Cv) Ky, 
Ep, = En tot Hv(h), (8.139) 
e =)" ht Es) (Sy). 


310. Considérons enfin le cas particulier où l’élément v possède l'axe de ro- 
tation fixe (fig. 8.31) perpendiculaire à l'axe OA de l’élément. 
Associant à l'élément un système de coordonnées et faisant coiïncider son 


axe z, avec l’axe de rotation, on peut calculer la vitesse angulaire q, = w,, = w. 


* 


et l'accélération angulaire @, = e, — e. par la dernière des trois formules 
v 


(8.138) et (8.139). 

On peut aussi résoudre ce problème sans attacher à l'élément les axes de 
coordonnées, simplement d’après les projections connues du vecteur unitaire e,, 
de l’axe de l'élément et les dérivées de ce vecteur par rapport au temps. Suppo- 
sons que l'axe = du système de coordonnées fixe Uzxyz soit confondu avec l’axe 
de rotation de cet élément mené. Alors, pour la recherche des grandeurs incon- 
pues, on peut employer les formules suivantes: 


Py= Ov = Eyxtyy — Evyévxs (8.140) 
Gv = Ev= Eyrtyy — Evyevre (8.141) 


Pour déduire la formule (8.140), admettons pour un instant qu'un système de 
coordonnées Ox,y.,:, Soit lié à l'élément v. Soit son axe x,, confondu avec celui 
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de l'élément et son axe z, = z confondu avec l'axe de rotation. On peut alors 
porter dans la troisième formule (8.138) 


(y) =es D =k,Xt,=kX er 
d’où l'on aboutit à l'expression 


Oy = Ov: = (e, X'es)ek = (e, xX es); (8.142) 


dont le développement donne la formule (8.140). Par dérivation de cette der- 
nière, on obtient (8.141). 
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CHAPITRE IX 


INTRODUCTION À L'ANALYSE DYNAMIQUE 
DES MÉCANISMES 


$ 38. Problèmes fondamentaux 


1°. Au cours de l’analyse cinématique des mécanismes on suppose 
toujours que le mouvement des éléments menants est connu. Le mou- 
vement des éléments menés est étudié en fonction du mouvement 
défini des éléments menants. Les forces qui agissent sur les éléments 
du mécanisme, de même que celles qui sont produites au cours du 
mouvement de ce mécanisme, ne sont pas prises en considération. 
Ainsi donc, dans le cadre de l’analyse cinématique, l'étude du mou- 
vement des mécanismes ne porte que sur la structure des mécanismes 
et les rapports géométriques entre les dimensions de leurs éléments. 

Quant à l'analyse dynamique des mécanismes, elle suppose : 

a) l’étude de l'effet des forces extérieures, des forces du poids 
des éléments, des forces de frottement et des forces massiques (for- 
ces d’inertie) sur les éléments du mécanisme, sur leurs parties, sur 
les couples cinématiques et sur les appuis immobiles, ainsi que la 
recherche des moyens de réduire les charges dynamiques qui apparais- 
sent au cours du mouvement du mécanisme ; 

b) l'étude du régime de mouvement du mécanisme sous l’action 
des forces données et la recherche des moyens d'assurer les régimes 
désirés de mouvement du mécanisme. 

Dans le premier cas il s’agit de l'étude des forces dans les mécanis- 
mes, dans le second, de l'étude du mouvement des mécanismes. 

L'analyse dynamique des mécanismes peut comprendre plusieurs 
autres problèmes de grande importance technique, à savoir: la 
théorie des oscillations dans les mécanismes, le”problème de chocs 
entre les éléments des mécanismes, etc.' Or, ces problèmes sont trai- 
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tés dans des cours spécialisés, car leur résolution nécessite l'utili- 
sation des méthodes de la théorie de l'élasticité, tandis que dans la 
théorie des mécanismes et des machines il est supposé, en général, 
que les éléments des mécanismes sont des corps parfaitement rigides. 

20. Le premier des deux problèmes indiqués d'analyse dynamique 
des mécanismes consiste à définir les forces inconnues extérieures 
sollicitant les éléments du mécanisme, ainsi que les contraintes 
(réactions) apparaissant dans les couples cinématiques au cours du 
mouvement du mécanisme. 

Parmi les forces extérieures, on peut citer, par exemple, la pres- 
sion exercée par le fluide moteur sur le piston du mécanisme à coulis- 
seau et manivelle d'un moteur à combustion interne, d’une machine 
à vapeur, d’un compresseur ; le moment de rotation fourni par le 
moteur électrique sur l'arbre d'un mécanisme de travail, etc. Certai- 
nes forces apparaissent par suite du mouvement du mécanisme. C’est 
le cas des forces de frottement pendant le mouvement, des forces de 
résistance du milieu, etc. Quelquefois les forces prennent naissance 
au cours du mouvement par suite de l’inertie des éléments: telles 
sont, par exemple, les réactions dynamiques dans les couples ciné- 
matiques. 

La définition de la nature des forces demande une étude non 
seulement théorique mais aussi expérimentale. Les instruments de 
mesure modernes permettent de déterminer avec haute précision 
les différentes forces agissant sur tel ou tel élément du mécanisme 
et la variation de ces forces en fonction de facteurs divers. 

Connaissant les forces extérieures qui agissent sur les éléments 
du mécanisme et les lois qui régissent le mouvement de tous ses 
éléments, on peut déterminer, par des méthodes de la mécanique, les 
forces de frottement et les réactions des liaisons dans les couples 
cinématiques, les forces de résistance du milieu, les forces de l’iner- 
tie des éléments et les autres forces qui apparaissent au cours du 
mouvement du mécanisme ; ce sera le calcul des forces (ou des solli- 
citations) dans le mécanisme. 

Toujours dans le cadre du premier problème d'analyse dynamique 
des mécanismes, on cherche à éliminer les charges dynamiques sup- 
plémentaires provenant des forces de l’inertie sur les appuis du 
mécanisme par le choix judicieux des masses des éléments. Ce pro- 
blème se rapporte à la théorie d'équilibrage des masses dans les mécanis- 
mes. 

Le second problème consiste à déterminer la puissance nécessaire 
pour assurer le mouvement désiré de la machine ou du mécanisme, 
à étudier les lois suivant lesquelles cette puissance est consommée 
pour l'exécution des travaux liés aux diverses sollicitations dont 
le mécanisme est l'objet, ainsi qu'à faire une appréciation compara- 
tive des mécanismes sur la base du rendement, c’est-à-dire du degré 
d'utilisation de l'énergie totale consommée par la machine ou le 
mécanisme pour le travail utile. On cherche aussi à définir le mou- 
vement réel du mécanisme soumis à l’action des forces appliquées 
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(problème du régime de mouvement) et à établir des rapports entre 
les forces, les masses et les dimensions des éléments du mécanisme 
ou de la machine de telle façon que le mouvement du mécanisme 
ou de la machine soit aussi proche que possible du mouvement 
imposé par les conditions du processus de travail. 

Ce problème est généralement appelé théorie du mouvement de la 
machine ou du mécanisme sous l’action des forces données. 


£ 39. Problèmes de calcul des forces 
dans les mécanismes 


1°. Le calcul des forces dans les mécanismes, ainsi qu'on vient 
de le définir ($ 38), consiste à déterminer les forces qui agissent sur 
différents éléments des mécanismes au cours de leur mouvement. 

Le problème de recherche des forces est d’une grande importance 
pratique pour le calcul de résistance des différentes pièces des mécanis- 
mes, pour la détermination de la puissance nécessaire au travail du 
mécanisme, pour le calcul du frottement dans les couples cinéma- 
tiques, pour le calcul d'usure des pièces en frottement dans les cou- 
ples cinématiques, etc. Connaissant les forces qui agissent sur les 
éléments du mécanisme. le constructeur peut choisir les dimensions 
optimales des éléments, déterminer leurs formes pouvant assurer 
la bonne résistance des pièces, créer de bonnes conditions pour le 
graissage des couples cinématiques, etc. 

Avant l'apparition des machines rapides, les constructeurs a- 
vaient l'habitude de calculer les forces agissant sur les mécanismes sans 
tenir compte de celles qui apparaissent au cours du mouvement du 
mécanisme. C'’étaient les calculs statiques. Avec les machines rapides, 
on a été amené à prendre en considération les forces qui apparaissent 
au cours du mouvement du mécanisme et qui, souvent, dépassent 
considérablement les sollicitations statiques. Les calculs qui tiennent 
compte tant des sollicitations statiques que des charges dynamiques 
sont dits calculs dynamiques. 

2. Pour rechercher les forces agissant sur divers éléments du 
mécanisme pendant son mouvement, on doit connaître les lois de 
mouvement de tous les éléments du mécanisme et les forces extérieu- 
res appliquées à ce mécanisme. Aussi le constructeur, en procédant au 
calcul dynamique et aux études de nouveaux mécanismes et machi- 
nes, résout-il ce problème en deux étapes. Il se donne d'abord une 
loi sommaire de mouvement des éléments menants et les forces exté- 
rieures agissant sur le mécanisme, définit toutes les sollicitations 
théoriques et, en fonction de celles-ci, définit les dimensions, les 
masses et les moments d'inertie nécessaires des éléments. C'est la 
première étape. La deuxième étape consiste à déterminer le mouve- 
ment réel du mécanisme qui sera soumis aux différentes sollicitations. 
Ayant défini la loi réelle du mouvement du mécanisme, le construc- 
teur apporte à ses calculs précédents tous les rectificatifs et additifs 
utiles. 
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3°. Le calcul des forces dans les mécanismes peut se faire par 
des méthodes très variées. En théorie des mécanismes et des machi- 
nes, il est d'usage de faire ce calcul à l’aide des équations ordinaires 
d'équilibre des corps solides. 

Cette méthode se réduit à la résolution des problèmes de la dyna- 
mique à l'aide des équations d'équilibre mises sous la forme de 
d’Alembert. A cet effet, comme on le sait de la Mécanique théorique, 
la force d'inertie, qui est l’opposition du corps accéléré exercée sur 
le corps accélérant, est transposée conventionnellement sur le corps 
accéléré. Une fois transposée. la force vient équilibrer toutes les 
autres sollicitations extérieures, y compris les réactions, agissant sur 
le corps. 

Dans le cas des mécanismes, on exprime cette méthode comme 
suit : si l’on ajoute à toutes les sollicitations extérieures les forces 
d'inertie, l’élément soumis à toutes ces sollicitations peut être consi- 
déré conventionnellement comme étant en équilibre. Ainsi donc, 
l'application du principe de d'Alembert au calcul des mécanismes con- 
siste à considérer non seulement les sollicitations extérieures de cha- 
que élément du mécanisme, mais aussi les forces d'inertie, ou pro- 
duits des masses des points matériels par leurs accélérations. Les 
directions de ces forces sont opposées à celles des accélérations des 
points correspondants. Etablissant les équations d'équilibre pour 
le système de forces obtenu et cherchant leurs solutions, on définit 
les forces qui agissent sur les éléments du mécanisme et qui prennent 
naissance pendant le mouvement de celui-ci. La méthode de calcul 
des forces dans le mécanisme faisant appel aux forces d'inertie et aux 
équations d'équilibre dynamique est appelée quelquefois calcul ci- 
nétostatique des mécanismes, à la différence du calcul statique faisant 
abstraction des forces d'inertie des éléments. 


$ 40. Forces appliquées aux éléments 
du mécanisme 


1°. Au cours du travail du mécanisme ses éléments sont sollicités 
par certaines forces externes, telles que: forces motrices, forces 
résistantes utiles, forces de pesanteur, etc. En outre, au cours du 
mouvement des mécanismes, les réactions des liaisons dans les 
couples cinématiques font naître des forces de frottement, qui peu- 
vent être assimilées aux composantes de ces réactions. Considérées 
par rapport au mécanisme tout entier, les réactions dans les couples 
cinématiques, de même que les forces de frottement, sont des forces 
internes, tandis que par rapport à chacun des éléments du couple 
cinématique elles sont externes. 

L'apparition des réactions dans les couples cinématiques est 
due non seulement à l’action de certaines forces externes sur les 
éléments du mécanisme, mais aussi au mouvement accéléré des masses 
isolées dans le mécanisme. Les composantes de la réaction dues au 
mouvement accéléré des éléments peuvent être considérées comme 
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des pressions dynamiques supplémentaires dans les couples cinémati- 
ques. Comme nous l’avons indiqué au $ 39, ces pressions dynamiques 
supplémentaires se calculent à l’aide des équations d'équilibre des 
éléments, en ajoutant aux forces et aux réactions des liaisons don- 
nées les forces d'inertie. 

2. Nous appellerons forces motrices les forces qui, agissant dans 
le mécanisme, tendent à accélérer le mouvement de l'élément menant. 
Autrement dit, ce seront les forces qui, étant appliquées aux éléments 
du mécanisme, produisent un travail positif. 

Par forces résistantes, on désignera les forces tendant à ralentir 
le mouvement de l'élément menant du mécanisme. Autrement dit, 
ce seront les forces qui, étant appliquées aux éléments du mécanisme, 
produisent un travail négatif. 

On appellera forces résistantes utiles celles dont le travail est néces- 
saire à l'exécution du processus technologique donné. 

Les forces résistantes inutiles seront celles qui, pour être surmontées, 
demandent du travail supplémentaire à celui qui est cédé pour surmonter 
la résistance utile. 

Par exemple, dans le moteur à combustion interne la force mo- 
trice est la pression exercée par le gaz en expansion sur le piston. 
Les forces résistantes sont la force de frottement dans les paliers et 
les cylindres, la résistance de l’air, la résistance offerte par la machine 
de travail que le moteur est appelé à actionner, etc. Dans ce cas la 
résistance de la machine à actionner est la résistance utile, tandis 
que les forces de frottement, la résistance de l’air, etc. sont les résis- 
tances inutiles, ou passives. 

Il est à noter que la division des forces en forces motrices et forces 
résistantes est quelque peu conventionnelle. Par exemple, les forces 
de pesanteur des éléments agissent comme forces résistantes lorsqu'on 
déplace leurs centres de gravité vers le haut, et comme forces motri- 
ces, lorsqu'on abaisse leurs centres. Les forces de frottement dans 
les paliers sont des forces résistantes, tandis que les forces de frotte- 
ment aux points de contact de la courroie sur la poulie sont motrices, 
et ainsi de suite. Le travail des forces motrices est appelé parfois 
travail fourni ; le travail des forces résistantes utiles, travail utile; 
et le travail des forces résistantes inutiles, travail inutile. 


CHAPITRE X 
FORCES MOTRICES ET FORCES RÉSISTANTES 
UTILES 


$ 41. Diagrammes des forces, 
des travaux et des puissances 


4°. Les forces motrices et les forces résistantes utiles, selon leurs 
caractéristiques physiques et technologiques, peuvent être fonctions 
de divers paramètres cinématiques: déplacements, vitesses, accélé- 
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Fig. 10.1. Diagramme de la forceen Fig. 10.2. Diagramme du travail pro- 
fonction de l’espace parcouru par son  duit par la force en fonction de l'es- 
point d'application. pace parcouru, obtenu par intégration 

du diagramme de la figure 10.1. 


rations, temps. En théorie des mécanismes, on suppose générale- 
ment que ces forces sont connues et définies sous forme analytique 
ou graphique. Dans ce dernier cas on dispose de diagrammes des 
forces, des travaux ou des puissances. 

Considérons les diagrammes les plus typiques et les relations 
qui existent entre eux. 

Sur la figure 10.1 est représenté le diagramme de la force P qui 
agit sur l'élément menant du mécanisme du train d'atterrissage 
escamotable d’un avion pendant le relevage du train d'atterrissage. 
La force P est représentée en fonction de l’espace s parcouru par son 
point d'application. A partir du diagramme de P = P (s) (fig. 10.1), 
on peut construire le diagramme de À = À (s), c’est-à-dire le dia- 
gramme du travail À en fonction de l’espace s (fig. 10.2). En effet, 
pour tout intervalle de l’espace compris entre le point initial Z et 
un point subséquent quelconque k, le travail À,, est égal à 


LOTS 


An= | pds (10.1) 


où s, et s, sont respectivement les espaces parcourus en Z et en k. 
Donc, le tracé du diagramme À = À (s) (fig. 10.2) se réduit à 
l'intégration de la fonction P = P (s) (fig. 10.1). Nous avons étudié 
la méthode d'intégration graphique au $ 18, 3°. Ainsi, sur l'inter- 
valle limité par les points s, et s, le travail À,, est égal à 
s2 
Ag = | pds=upu,aire 122] =u, (2—2"), 


s1 


où aire [22’2] désigne la surface limitée par la courbe Z —2" et les droi- 
tes 1—2 et 2—2" dont l'aire se mesure en millimètres carrés (hachurée 
sur la fig. 10.1); > et u, sont les échelles de représentation des for- 
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Fig. 10.3. Diagramme du moment sur Fig. 10.4. Diagramme du travail pro- 
l'arbre principal d’un moteur à piston  duit par le moteur à piston en fonction 
en fonction de l'angle de rotation de de l’angle de rotation de l'arbre prin- 
[l’arbre. cipal, obtenu par intégration du dia- 

gramme de la figure 410.3. 


ces et des espaces. La valeur obtenue 4,. est marquée à l'échelle nu, 
sur l'ordonnée au point 2 du diagramme de À = À (s) (fig. 10.2) 
comme un segment de droite (2—2"). 
Dans l'intervalle limité par les points s, et s, le travail 4, est 
égal à 
83 


A. | P ds = bu, aire [12°3°3] = u4 (3— 3") 


#1 


(fig. 10.2), et ainsi de suite. 

Sur la figure 10.3 est représenté le diagramme du moment M 
fourni à l'arbre d’un moteur à combustion interne en fonction de l’an- 
gle @ de rotation de l'arbre du moteur (diagramme de M = M (®)). 
Pour tracer le diagramme du travail À — À (œ), on peut employer 
l'égalité 

VR 


LL | M dg. (10.2) 
pi 


Le problème consiste donc à intégrer les fonctions M = À (œ) 
(fig. 10.3). Le diagramme de la fonction À — À () est donné sur la 
figure 10.4. 

2. Dans les exemples considérés la force P et le moment M ont 
été définis en fonction des espaces s et des angles de rotation œ des 
éléments menants. Dans certains cas la force ou le moment peuvent 
être définis en fonction du temps t. Sur la fig. 10.5, on voit un dia- 
gramme de P = P (t) typique pour un grand nombre de machines 
de travail. Par exemple, la force de traction de nombreuses machines 
agricoles varie approximativement suivant cette loi. Si l'on consi- 
dère le processus à partir du moment de départ, c’est-à-dire à partir 


>. 


du moment où la machine, initialement au repos, commence à se 
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Fig. 10.5. Diagramme de l'intensité Fig. 10.6. Diagramme du moment de 
de la force en fonction de la durée de Ia force en fonction de la durée d’ac- 
son action. tion de la force. 


déplacer sur le sol, on remarque que Ia force de traction croît au 
début jusqu'à atteindre une certaine valeur P,,,, (fig. 10.5), après 
laquelle elle diminue jusqu'à une certaine valeur constante P,, 
qui correspond au temps utile (de travail) de mouvement de la machi- 
ne. 

Un diagramme analogue de variation du moment 4 d’une centri- 
nu en fonction du temps £, M — M (t), est montré sur la figure 
10.6. 

Pour construire les diagrammes des travaux sur la base des dia- 
grammes de P = P (t) et de M = M (t), on doit connaître en outre 
la variation du déplacement s ou de l'angle de rotation œ en fonction 
du temps #, c’est-à-dire la fonction s = s (£) ou @ = œ (ft). On peut 
établir ces fonctions expérimentalement, en considérant par exemple 
la variation de la force P ou du moment M avec le temps t. 

Ayant construit les diagrammes de P = P (t) et de s = s(t), on 
en élimine ensuite le temps £ et l’on construit le diagramme de P — 
— P (s), après quoi on construit le diagramme de À = À (s) de la 
façon décrite plus haut. 

De même, disposant des diagrammes de M = M (t) et de q — 
—= (4 (£), on construit le diagramme de M = M (œ) et d'après celui-ci, 
le diagramme de À = À (y). 

3°. Lors de l'étude expérimentale des machines, on construit 
parfois le diagramme de la puissance N consommée par la machine 
en fonction du temps {, N = N (t). On obtient un tel diagramme en 
relevant à l’aide d'un wattmètre enregistreur, par exemple, la puis- 
sance absorbée par le moteur électrique qui actionne une machine 
de travail. D'après le diagramme de W = N (t) on peut construire le 
diagramme de À = À (ft) traduisant la variation du travail À avec 
le temps t?, vu que le travail 4,, sur l'intervalle de temps t, — ft, 
est égal à 

g 


= | N dt. (10.3) 


{1 


Ainsi donc, pour construire le diagramme de À = À (t) il faut 
intégrer la fonction N = N (t) par rapport au temps. Si l’on a cons- 
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truit par ailleurs les diagrammes de s — s(f) ou de o = ® (6), 
on élimine le temps entre les diagrammes de À = À (t) et de s — 
— $ (t) ou entre ceux de À = À (t) et de q = œ (f) et et l’on obtient 
le diagramme de À = À (s) ou de À = À (æ). Les diagrammes de 
P = P (s) ou de M = M (œ) peuvent être obtenus par dérivation 
des fonctions À = À (s) ou À = À (œ) par rapport à l’espace s ou 
à l’angle ®, car 


dA dA 


$ 42. Caractéristique mécanique 
de la machine 


4°. Lors d'une étude dynamique et des calculs de machines, une 
grande attention est portée à la puissance que la machine motrice 
peut fournir à telle ou telle vitesse de rotation de l'arbre mené, 
ou à la puissance nécessaire au démarrage de la machine de travail à 
telle ou telle vitesse de rotation de l’arbre mené. Sur la plupart des 
machines, le moment sur l’arbre change en fonction de la vitesse 
de rotation. La variation de la vitesse de rotation entraîne le change- 
ment des pressions dynamiques dans les couples cinématiques et, par- 
tant. la variation des forces de frottement dans ces derniers. Sur 
les machines de travail, la variation de la vitesse de rotation de l’ar- 
bre menant entraîne la variation des résistances utiles, de la résis- 
tance du milieu, etc. La relation existant entre le moment M appli- 
qué sur l’arbre mené de la machine motrice ou sur l’arbre menant de 
la machine de travail et la vitesse angulaire de ces arbres porte le nom 
de caractéristique mécanique de la machine. 

On entend donc par caractéristique mécanique une relation de la 
forme M = M (w) ou M = M (n), où n est le nombre de tours par 
minute de la machine égal à 

30 


n=—. 
Etant donné que la puissance W, le moment M et la vitesse angu- 
laire w sont liés par la relation 


N = Mo, (10.5) 
la connaissance de la relation M — M (w) permet de déterminer la 
relation V = N (w); cette dernière relation peut aussi être appelée 
caractéristique mécanique de la machine. 

2. Considérons quelques courbes de performance typiques des 
machines motrices et des machines de travail. 

De façon générale, le moment de rotation M des machines motrices 
diminue avec l’accroissement de la vitesse angulaire o. 

Sur les figures 10.7 et 10.8, on voit les courbes de performance 
des moteurs électriques à courant continu. Sur la figure 10.7, le mo- 
ment M — M (w) varie de façon linéaire, alors que sur la figure 10.8 
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Fig. 10.7. Courbes de performance d’un Fig. 10.8. Courbes de performance d'un 

moteur électrique à courant continu moteur électrique à courant continu 

à excitation en dérivation (moment sur à excitation en série (moment sur le 

le rotor en fonction de la vitesse angu- rotor en fonction de la vitesse angu- 

laire; puissance en fonction de la vi- laire; puissance en fonction de la vi- 
tesse angulaire du rotor). tesse angulaire). 


la variation obéit à une loi plus compliquée. Les courbes de N — 
= N (w) ont une allure parabolique. Sur la figure 10.9, on voit la 
courbe de performance d’une turbine à eau. Toutes les courbes du 
type M — M (w) des machines motrices représentées sur les figures 
10.7 à 10.9 ont l'allure de courbes descendantes. La figure 40.10 
montre les courbes de performances d’un moteur électrique asynchro- 
ne à courant triphasé. Ces courbes présentent tant des parties ascen- 
dantes que descendantes. 

Les courbes du type N = N (w) permettent de déterminer les 
vitesses angulaires pour lesquelles le moteur fournit la puissance NW 
maximale. 

3°. On voit sur les figures 10.11 et 10.12 les caractéristiques de 
deux machines de travail: une pompe centrifuge et une machine de 
filature. Comme il ressort des courbes, le moment M des machines 
de travail croît avec l’augmentation de la vitesse angulaire ; comme 
il a été dit plus haut, cela tient à ce que les forces de frottement, les 
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Fig. 10.9. Courbes de performan- Fig. 10.10. Courbes de performance d’un mo- 
ce d’une turbine à eau (moment teur électrique asynchrone à courant triphasé 
sur l’arbre principal en fonction (moment sur le rotor en fonction de la vites- 
de la vitesse angulaire; puis- se angulaire; puissance en fonction de la 
sance en fonction de la vitesse vitesse angulaire). 

angulaire). 
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Fig. 10.11. Courbes de performance Fig. 10.12. Courbes de performance 
d’une pompe centrifuge (moment sur d’une machine de filature (moment et 
le rotor en fonction de la vitesse an- puissance en fonction de la vitesse an- 
gulaire; puissance en fonction de la gulaire). 

vitesse angulaire). 


résistances des milieux et objets travaillés, etc. augmentent. Ainsi 
donc, pour les machines de travail toutes les caractéristiques. tant 
du type M — M (w) que du type N = N (w), ont généralement 
l'allure de courbes ascendantes. Ces caractéristiques sont étudiées plus 
en détail dans des cours spécialisés, lors de la solution des problèmes 
consacrés au choix optimal des moteurs destinés à entraîner les ma- 
chines de travail. 


CHAPITRE XI 


LE FROTTEMENT DANS LES MÉCANISMES 


$S 43. Etats de frottement 


1°. Le problème de la nature du frottement est encore insuffi- 
samment étudié. Les expériences montrent que le frottement est un 
ensemble complexe de phénomènes mécaniques, physiques et chimi- 
ques, avec la prédominance de tel ou tel phénomène en fonction des 
conditions du processus. 

Nous n'envisageons pas d'entrer dans le détail des théories mo- 
dernes du frottement, ni d'exposer les méthodes de calcul des pièces 
frottantes des machines. Le lecteur trouvera ci-dessous quelques no- 
tions élémentaires de la théorie du frottement, juste nécessaires à la 
résolution de problèmes très simples de la théorie des mécanismes. 

On distingue le plus souvent deux états fondamentaux de frotte- 
ment : le frottement sec (sans lubrification, dit aussi frottement immé- 
diat) et le frottement avec lubrification (appelé aussi frottement médiat, 
ou hydrodynamique). Ajoutons qu'on distingue encore, quelquefois, 
deux états de frottement intermédiaires: le frottement à graissage 
onctueux (sensiblement sec) et le frottement à graissage mixte, ou 
imparfait (sensiblement proche du graissage hydrodynamique). 
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Fig. 11.1. Représentation agran-  Fig.\1.2. Représentation agran- 
die; de deux surfaces frottantes. die de deux surfaces en jfrotte- 
ment séparées par une couche 

de lubrifiant. 


2. Le phénomène du frottement sec peut être décrit sommaire- 
ment de la façon suivante. Si l’on regarde les images très grossies des 
surfaces en frottement, on voit que des surfaces ne sont pas parfaite- 
ment lisses mais plutôt rugueuses, et qu'elles présentent un grand 
nombre d’aspérités. La figure 11.1 représente les schémas des surfa- 
ces en frottement À et B. Si on déplace ces surfaces l’une par rapport 
a l’autre, leurs aspérités s’accrochent mutuellement et se déforment. 
Les déformations qui s’ensuivent peuvent être élastiques ou non, sui- 
vant l'intensité de la charge appliquée sur les surfaces frottantes, la 
vitesse de déplacement relatif, diverses propriétés physiques (élasti- 
cité, nature des surfaces, etc.) des corps en contact. 

Si l’on trace aux points de contact les réactions des appuis R nor- 
males aux surfaces de contact élémentaires (fig. 11.1) et si on les 
décompose en des composantes perpendiculaires et parallèles à la 
direction du mouvement, on voit que les composantes normales N 
sont équilibrées par les charges normales données. alors que les com- 
posantes tangentielles Q constituent dans leur ensemble une certaine 
force de résistance au déplacement relatif des surfaces À et B. Cette 
force de résistance s'appelle force de frottement. 

Si les aspérités des surfaces À et B viennent en contact immédiat 
entre eux, il s’agit du frottement sec (ou immédiat). S'il y a entre À 
et B une couche de lubrifiant intermédiaire (fig. 11.2) et les surfaces 
n'entrent pas en contact immédiat l’une avec l’autre, le frottement est 
dit médiat. Dans ce dernier cas les forces de frottement se composent 
des forces de résistance au glissement des couches isolées de lubrifiant. 
Beaucoup de phénomènes propres au frottement médiat sont absents 
dans le frottement sec, et inversement. Il y a encore le frottement 
demi-sec : c'est le cas où les aspérités les plus élevées ne sont plus 
séparées par la couche de lubrifiant et entrent en contact immédiat. 
La différence entre les états intermédiaires de frottement réside 
essentiellement dans la prédominance de l'un ou l’autre type de 
frottement. 

3°. Le frottement sec et le frottement médiat sont absolument 
différents de par leur nature. Aussi les méthodes d'évaluation des 
forces de frottement dans les mécanismes sont différentes. Dans les 
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transmissions par friction, par courroies, etc. on a le frottement 
sec, tandis que dans les crapaudines, paliers lubrifiés. etc. on a le 
frottement médiat qui peut devenir parfois demi-sec ou même sec 
(moments de démarrage de la machine). Les deux états de frottement 
doivent donc être analysés. 

En fonction de la nature du mouvement relatif, on distingue le 
frottement de glissement et le frottement de roulement (résistance au 
roulement). 

Dans le premier cas, les mêmes surfaces élémentaires d’un corps 
entrent en contact avec des surfaces élémentaires différentes de l’autre 
corps. Dans le second cas, les différentes surfaces élémentaires d’un 
corps entrent successivement en contact avec des surfaces élémentai- 
res correspondantes de l’autre corps. 


$ 44. Frottement de glissement 
des corps non lubrifiés 


19. Cousidérons les lois principales qui régissent le phénomène 
du frottement de glissement des corps non lubrifiés. Soit un corps 
de poids G posé sur un plan incliné (fig. 11.3) de pente «& par rapport 
à l’horizontale. Désignons la réaction normale du plan incliné par 
N et la force due au frottement et dirigée parallèlement au plan, 
par F,; les conditions d'équilibre du corps (abstraction faite du 
moment de renversement) s’écriront comme suit: 


F, =Gsina, N=Gecosa. 
Il découle de ces égalités que 


Fo 
+ =tec. (11.1) 


Les expériences prouvent que l'équilibre demeure tant que l’angle 
a reste inférieur à une valeur limite , et qu'il y a lieu l’inégalité 


tg a < (8 Po- 
Désignant tg @o par fo, on écrit 
tg a < o- 


La quantité f, est dite coefficient de frottement au repos, et l'angle 
Po, angle de frottement au repos. 
I1 résulte de l'égalité (11.1) 
que l'intensité de la force F, vé- 
rifie l'inégalité 
Fo foN. (11.2) 
Le frottement qui a lieu pen- 
dant le reposrelatif des corps en 
contact s'appelle frottement au 
repos, ou frottement statique. 


Fig. 11.3. Pour l'étude du frottement . L'interprétation physique de 
sur un plan incliné. l'inégalité (11.2) est la suivante. 
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Admettons que le corps soit sollicité par un effort tranchant dont 
l'intensité croît progressivement à partir de 0; les surfaces frottan- 
tes subiront alors une déformation de cisaillement progressivement 
croissante sans que le corps se mette en mouvement. Or, au moment 
où l'intensité de l'effort deviendra égale à f,W, les corps commence- 
ront à se déplacer l’un par rapport à l’autre. 

L'inégalité (11.2) ne définit que la valeur maximale possible de 
la force de frottement au repos, vue que la force de frottement est 
une composante de la réaction passive de la liaison et que sa direction, 
inconnue a priori, est déterminée par la suite par les forces actives. 
Il ressort en outre de cette inégalité que l'intensité de la force de 
frottement au repos est toujours suffisante pour prévenir le glisse- 
ment relatif des corps mais qu'elle ne peut jamais dépasser une cer- 
taine valeur limite. Si le frottement était absent, l’équilibre ne 
serait possible que pour des valeurs strictement définies des forces ou 
des coordonnées caractérisant la position du corps. Puisque le frot- 
tement existe, on a tout un domaine d'états d'équilibre et une infi- 
nité de valeurs de forces actives susceptibles d'assurer l'équilibre. 

2. Lorsque les corps en contact se trouvent en mouvement relatif, 
le frottement au repos se transforme en frottement de mouvement, ou 
frottement cinétique. 

Contrairement à la force de frottement au repos, la force de frot- 
tement de mouvement produit un travail. A la fin du XVII‘ siècle, 
Coulomb publiait un ouvrage dans lequel il formulait quelques prin- 
cipes, tirés de ses propres expériences et de celles d'autres savants 
(surtout de celles d’Amontons) : 

a) l'intensité de la force de frottement de glissement est propor- 
tionnelle à la pression normale; 

b) le frottement dépend de la nature des matériaux en contact et 
de l’état de leurs surfaces; 

c) le frottement est quasi indépendant de la vitesse relative des 
corps en contact; 

d) le frottement est indépendant de l'étendue des surfaces en 
contact ; 

e) le frottement au repos est plus grand que le frottement en 
mouvement ; 

f) le frottement croît en fonction de la durée de maintien en con- 
tact préalable des surfaces. 

Les chercheurs qui ont analysé les principes avancés par Amontons 
et Coulomb, ont constaté que ces principes n'étaient applicables qu’à 
des matériaux déterminés et à une certaine plage de variation des 
vitesses et des charges. C’est ainsi qu'on a établi, à la suite de nom- 
breuses expériences, la relation entre l'intensité de la force de frotte- 
ment et la pression normale : 


F=A+S$N. (11.3) 


Dans cette égalité F est la force de frottement, f. un coefficient 
de frottement de mouvement, considéré comme constant pour les 
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Fig. 11.4. Pour l’étude du frottement : a) courbe représentative du frottement 
sec en fonction de la force normale (fonction linéaire) ; b) courbe représentative 
du coefficient de frottement en fonction de la force normale (fonction hyperboli- 
que) ; c) courbe frottement — force normale employée pour les calculs pratiques. 


corps donnés, À la pression normale et À, une constante de frotte- 
ment, indépendante de la pression mais liée à la capacité d'adhésion 
initiale des surfaces en contact. De cette façon, bien que l'intensité 
de la force de frottement soit linéairement dépendante de la pression 
normale, la ligne représentative de la force de frottement en fonction 
de la pression normale a la forme d’une droite qui ne passe pas par 
l’origine de coordonnées (fig. 11.4,a). La constante À caractérise 
pour ainsi dire « l’adhésivité » des surfaces en contact et indique qu’on 
doit appliquer une force supplémentaire pour vaincre l'adhésion 
initiale des surfaces en contact. 
Divisant (11.3) à droite et à gauche par N,ona 


à A 
+= 7 ie. (11.4) 


Admettant, d'après Amontons et Coulomb, que l'intensité de la 
force de frottement F croît en raison directe de la valeur de la pres- 


sion normale, F — fN, f — =. on peut récrire l'égalité (11.4) 
comme suit : 


= +. (11.5) 


La courbe représentative de la fonction exprimée par (11.5) est 
donnée sur la figure 11.4, b. C’est une hyperbole. Ainsi donc, le coeffi- 
cient de frottement dépend, d'une façon générale, de la pression nor- 
male. 

Dans les calculs techniques, on se sert d'habitude de la formule 
d’'Amontons-Coulomb dans sa forme la plus simple, sans tenir compte 
de l'adhésivité de la surface, en posant: 


F = fN, (11.6) 
où / est une valeur moyenne du coefficient de frottement, déterminée 
par voie empirique et considérée comme constante. La courbe repré- 
sentative de la relation (1.16) est montrée sur la figure 11.4, c. 


Les expériences montrent que, pour la plupart des matériaux, 
le coefficient de frottement f décroît avec l'augmentation de la vitesse 
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relative, jusqu'à atteindre une 
valeur constante pour des vitesses 
élevées. Il y a des cas où le coef- 
ficient de frottement est d'autant 
plus important que la vitesse est 
plus élevée (cuir sur acier, cuir sur 
fonte). 

Les expériences montrent éga- 
lement que le coefficient de frot- 
tement f varie avec l’accroisse- 


Fig. 11.5. Pour l'étude de la relation 
entre la direction de la force de frotte- 
ment et la direction de la vitesse re- 


ment de la charge par l'unité de 
la surface de contact. Le fait que 
la force de frottement soit dépendante de la vitesse relative et de la 
pression unitaire trouve son explication évidente en ce que l’impor- 
tance et la nature de la déformation des aspérités isolées des sur- 
faces en contact sont différentes selon la vitesse relative et la pres- 
sion unitaire. 

3°. La détermination expérimentale de la force de frottement au 
repos }* et en mouvement F, consiste à appliquer au corps une force 
motrice parallèle au plan du support. Comme on l’a vu plus haut, 
le corps quitte l’état immobile dès que l'intensité de cette force motri- 
ce atteint la valeur 


lative des corps en contact. 


Po = Fo = foN. 


Pour que le corps continue à se déplacer avec vitesse constante, la 
force motrice doit être légèrement inférieure à P, et égale à 


P = fN. 

Tous les aide-mémoire techniques donnent les valeurs des coeffi- 
cients de frottement jf et f, pour les combinaisons les plus répandues 
des matériaux en contact. 

Déterminons maintenant les directions des forces de frottement 
pour certains cas de mouvement des corps en contact. 

Soit un corps À animé d’un mouvement de vitesse v, par rapport 
à un corps fixe B (fig. 11 5). La direction de la force de frottement 
F , appliquée au corps À est inverse de celle de la vitesse v,. Pour 
déterminer la direction de la force F', appliquée au corps B, on 
doit considérer le mouvement de B par rapport à A. Pour le faire, 
on donne aux deux corps une vitesse — v 41, opposée à v 4. Le corps À 
devient alors fixe, tandis que le corps B se met à se déplacer par 
rapport à À avec la vitesse — » , ; la force de frottement FF, sera donc 
dirigée à l'encontre de la vitesse — v,. Les forces £', et F3 ont 
même intensité mais sont de sens opposé. Ainsi donc, la force de 
frottement a toujours la direction opposée à celle de la vitesse relative 
du mouvement. 

Quand la vitesse relative du mouvement est égale à zéro, la force 
de frottement est inexistante en ce qui concerne le mouvement, mais, 
en fonction des forces extérieures appliquées, il peut y avoir la force 
de frottement statique. 
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4°, Les principes fondamentaux relatifs aux forces de frotte- 
ment sec peuvent être énoncés avec plus de précision: 

a) le coefficient de frottement ne peut être considéré comme cons- 
tant et les forces de frottement comme directement proportionnel- 
les aux pressions normales que dans une certaine gamme de vitesses 
et de charges; 

b) les forces de frottement sont toujours opposées aux vitesses 
relatives ; 

c) le frottement au repos évalué au départ est dans la plupart 
des cas légèrement supérieur au frottement constaté pendant le 
mouvement ; 

d) avec l'augmentation de la vitesse du mouvement, la force 
de frottement diminue dans la plupart des cas, en tendant vers une 
certaine valeur constante : 

e) avec la croissance de la pression unitaire, la force de frotte- 
ment augmente dans la plupart des cas; 

f) la force de frottement est d'autant plus grande que la période 
de maintien en contact préalable a été plus longue. 


$ 45. Frottement dans un couple cinématique 
de translation 


19. Soit un coulisseau À sollicité par une force P (fig. 11.6) ré- 
sultante de toutes les forces appliquées sur le coulisseau ; soient les 
coefficients de frottement au repos et en mouvement égaux respecti- 
vement à f, et à f. Voyons à quelle condition le coulisseau se mettra 
en mouvement sur sa glissière fixe B. A cet effet. portons le point d’ap- 
plication de la force P en O et décomposons cette force en ses compo- 
santes P’et P” dont la première sera parallèle à la surface de con- 
tact et la seconde, perpendiculaire à cette surface. Désignant par 
l'angle que fait la force P avec la normale nr — n. les intensités des 
composantes P” et P” seront égales respectivement à 


P'=Psing et P”’—Pcosq. 


La force P” tend à rapprocher les surfaces de contact, et la force 
P'tend à déplacer le coulisseau À 
sur la glissière B. D'après le prin- 
cipe d'Amontons-Coulomb, l'in- 
tensité de la force de frottement 
au repos F, est égale à 


Fo= P"fo = Pfo COS Fo. 


Le démarrage du coulisseau 
aura lieu au moment où l'inten- 
sité de la force P” atteindra la 
valeur F,, si bien qu’on aura 


Fig. 11.6. Pour l’étude du frottement | 
dans un couple de translation. P' = Fo. 
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Remplaçant dans cette égalité P” 

et F, parleurs valeurs, on obtient 
P sin @o = Pfo COS Por 

d’où 

__ Sin % 

lue COS Po 


= {g Po- 


Cette formule fait voir que le 
coulisseau À quitte l'état de repos 
quand la tangente de l'angle œ, 
devient égale au coefficient de 
frottement au repos fo. 

L'angle , comme il a été 


Fig. 11.7. Pour la recherche de la 
réaction résultante des surfaces frot- 
tantes pendant le mouvement d'un 


dit plus haut, est l'angle de frot- 
tement au repos. 

L'intensité de la force de frottement en mouvement F est infe- 
rieure à celle de la force de frottement au repos F,. Donc, l'angle de 
frottement en mouvement q est, lui aussi, inférieur à l'angle de frotte- 
ment au repos @, C'est-à-dire que @ << Po. 

On recherche l'angle @ de l'égalité f — tg y. 

2°. Les angles de frottement au repos et en mouvement permettent 
d'exprimer, sous la forme géométrique simple. l'interaction des 
forces appliquées au coulisseau qui se déplace avec frottement sur 
sa glissière. Considérons les conditions d'équilibre du coulisseau 
1 qui se déplace sur sa glissière 2 avec frottement (fig. 11.7) à une 
vitesse constante v. Le coulisseau subit l’action des forces T'et Q. 
La force T est parallèle à l'axe de la glissière 2 ; elle tend à déplacer 
le coulisseau 7 suivant l’axe de guidage de la glissière 2. La force 
Q, qui est perpendiculaire à l’axe de guidage, tend à appliquer le 
coulisseau 7 contre sa glissière 2. 

L'action de la glissière 2 sur le coulisseau 7 se réduit à la réaction 
normale N et à la force de frottement F'. Soit l'angle de frottement f; 
l'intensité de la force de frottement F sera alors 


F = Nf. (11.7) 


Additionnant les forces F' et N, on trouve la résultante R qui 
représente la réaction totale de l’élément 2, dont l'intensité est 


R=VNER-VNEN ee =NVTrep-N 


cos q? 


corps sur l’autre. 


d'où 
R cos @ = N. 

11 ressort de cette égalité que la réaction totale KR fait avec la 
normale r7 — n un angle égal à l'angle de frottement . 

Ainsi donc, pour évaluer l'effet du frottement dans un couple de 
translation, il faut faire dévier la réaction R par rapport à la nor- 
male n — n de l'angle de frottement q dans le sens inverse de la 
vitesse v de mouvement du coulisseau sur sa glissière fixe. 
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Fig. 11.8. Angles de frottement'aure- Fig. 11.9. Pour la détermination de 
pos et en mouvement. la possibilité de mouvement du coulis- 
seau sur sa glissière. 


Portons à partir de la normale n — n (fig. 11.8) les angles de 
frottement au repos p, et en mouvement . Tant que le corps est au 
repos, la direction de la réaction R se trouve toujours à l’intérieur de 
l'angle égal à 29, et supérieur à l'angle 2. 

3°. Démontrons maintenant que si la force extérieure résultante 
P appliquée sur le coulisseau 7 fait avec la normale nr — nr un angle 
« inférieur à l’angle de frottement au repos mp, le coulisseau J fixe ne 
peut se mettre en mouvement (fig. 11.9). Faisons deux composantes 
de P, les forces P’ et P” égales à 


P'=Psinaæ et P’—=Pcosa. 


L'intensité de la force de frottement au repos F, est 
Fo = foN = f)P” = P cos a tg Do. 


Portant dans cette égalité la valeur P — —_. On a 
__ p’ (8 Po 
F,= P ra: 
Puisque, par définition, ® > &, il vient 
tg Po 
tg a > 1, 
d'où 
P'< Fo, 


autrement dit, la force P’ tendant à déplacer le coulisseau 7 sur sa 
glissière 2 est inférieure à la force de frottement F',. De cette façon, 
tant que & << @, le coulisseau immobile demeure au repos, quelle 
que soit l'intensité de la force P. Le coulisseau Z ne se mettra en 
mouvement qu'au moment où il y aura & > @. Portons l’angle m 
de part et d'autre de la normale n — n (fig. 11.9). L’angle 29, limi- 
tera alors un domaine d'équilibre du corps. Aucune force agissant 
dans ce domaine sous un angle &œ<Z @, ne pourra compromettre 
l'état de repos du coulisseau. 

Si l’on donne à la force P différentes directions dans l'espace, 
on verra se former un domaine d'équilibre sous forme d’un cône de 


228 


Fig. 11.10. Cône de frotte- Fig.11.11.Réparti- Fig. 11.12. Répartition 


ment au repos. tion des forces dans des forces dans un méca- 
un mécanisme à nisme à came. 
coulisseau et ma- 
. nivelle. 


frottement au repos, engendré par la révolution de l'angle de frotte- 
ment ®, autour de la normale n — n aux surfaces en contact 
(fig. 11.10). 

Par des raisonnements analogues, on établit que si le corps est en 
mouvement, la direction de la force appliquée sur le coulisseau doit 
coïncider avec le côté de l'angle ou se trouver en dehors de l'angle 
29. ou bien elle doit coïncider avec la génératrice du cône ou se trouver 
en dehors du cône dont l’angle au sommet est aussi égal à 2. 

4°. Considérons maintenant les cas où le coulisseau est animé 
d'un mouvement dans un guidage fixe. On voit sur la figure 11.11 
un mécanisme à coulisseau et manivelle, dont le coulisseau 4, symé- 
trique par rapport au point C, se déplace dans un guidage fixe Z. La 
manivelle menante 2 est sollicitée par un moment moteur M,,, et 
le coulisseau mené 4 par une force T', résultante de la résistance du 
poids et de la force d'inertie du coulisseau. Si l'on néglige le poids 
et l’inertie de la bielle 3, on peut considérer que le coulisseau 4 subit 
l'action de la force motrice P, dirigée suivant l’axe BC de la bielle 3 
et égale à P — M,./h de la force Z!, de la réaction N° du guide Z et de 
la force de frottement F (fig. 11.11). Pour déterminer l'intensité de la 
force de frottement F', on fait abstraction des dimensions a et b du 
coulisseau et l’on admet que le coulisseau est appliqué par toute sa 
surface sur un seul côté du guidage ; alors 


F = fN = fPsin a, (11.8) 


où N est la réaction du guidage Z passant par le point C. 
Les charges se répartissent de façon analogue dans le mécanisme 
à came de la figure 11.12; ici le coulisseau 3 (la tige) est sollicité 
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T par la force motrice P dirigée 
suivant la normale nr — nr au 

> PT 18 profil de la came, la force T, 
ET les réactions normales N du 
Î ; guidage et la force de frotte- 


ment #F'. Les forces N et F ne 
À, F sont pas représentées sur la 
€ CZ figure 11.12. 


ul x À Si l’on laisse aux surfaces 
portantes du guidage Z (fig. 
11.13) leurs propriétés d’élas- 
ticité, la pression exercée sur 
Fig. 4143. Incli- Fig.11.14. Schéma CCS Surfaces sera répartie sui- 
naison du coulis. pour le calcul des Yant une loi fort compliquée, 
seau dans son gui- forcesdanslecasde définie par les charges exté- 
dage. l'inclinaison du  rieures et les propriétés élas- 
Ur SON tiques du coulisseau et des sur- 
Penn faces de guidage. La solution 
exacte de ce problème présente 
des difficultés; on admettra donc quelques simplifications utiles. 
Puisque le coulisseau et le guidage présentent toujours un certain 
jeu de fonctionnement, le coulisseau, sollicité par les forces, sera ou 
bien appliqué contre la surface gauche AD oula surface droite EB de 
son guidage, ou bien il y aura son inclinaison, ainsi qu'il est montré 
fig. 11.13. Dans le premier cas la force de frottement se calcule par 
la formule (11.8). Dans le deuxième cas on doit admettre que les 
réactions des supports ont leurs points d’application dans les points 
A et B ou dans les points D et E (fig. 11.13). 

Le schéma de la figure 11.14 permet de calculer les forces agissant 
sur le coulisseau en cas de son inclinaison et en prenant en considé- 
ration ses dimensions. La force motrice P est appliquée sur le cou- 
lisseau en C sous un angle a par rapport à l’axe Czx. La force résistan- 
te T agit suivant l'axe Cy du coulisseau. Aux points À et B le coulis- 
seau est sollicité par les réactions N, et NW, dirigées parallèlement à 
l’axe Czx et par les forces de frottement F, et F.. Pour que l'analyse 
des forces soit possible. la force T doit être connue ; on cherchera la 
force P nécessaire au mouvement. On sait que les forces de frotte- 
ment F, et Æ°, sont respectivement égales à 


F, = fN, et Pos TiNe: 
Ecrivons les équations des projections des forces sur les axes de 


coordonnées Cr et Cy et l’équation des moments de toutes les forces 
par rapport au point C: 


N,—N:+Pcosæ—0, 
Psina—fN,;—fN;—T=0, 


— Nik + Na +R + Ni —ÎNr = 0, 


(11.9) 
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où a est la largeur du coulisseau, k le porte-à-faux du coulisseau et { 
la distance entre les points de contact du coulisseau et du guidage. 

Résolvant ensemble les deux premières équations du système 
(11.9) par rapport à N,et W,,ona 


N == RIRE (11.10) 
et 
Na = RER (11.11) 


Substituant les expressions de W, et de W, dans la troisième équa- 
tion du système (11.9) et résolvant ensuite l'égalité obtenue par rap- 
port à P, on reçoit définitivement 


T 
Re — ; (11.12) 
é 2 fa 
sin a+i(1i+5-2) cos œ 

La relation (11.12) définit la force motrice P en fonction de la 
force résistante T' appliquée sur le coulisseau. 

Le porte-à-faux À du coulisseau a toujours une valeur finie; 
aussi est-il possible, dans les calculs pratiques, de négliger le terme 
f (a/l) de la relation (11.12), faible devant le terme 24/1. Posant, par 
exemple, f — 0.1, on aura, pour les dimensions représentées sur la 
figure 11.14, la valeur de f (a/l) environ quarante fois inférieure à 
celle de 2k/l. On peut donc, pratiquement, retenir la relation 


P = ——"— — (11.13) 
sin af (1++) cos & 


La formule (11.13) montre que pour diminuer la force motrice P, 
la force résistante T' étant la même, il faut essayer de réduire au 
minimum la déviation de P par rapport à Cy. 

9°. Parfois on donne aux surfaces de contact du coulisseau et du 
guidage, en section transversale, la forme d’un dièdre symétrique ou 
d’une gouttière (fig. 11.15,a). Un 
tel coulisseau est dit coulisseau en 
V. Le coulisseau Z est sollicité par 
la force motrice P parallèle à l'axe 
de la gouttière, la force Q@ perpen- 
diculaire à cet axe, les réactions 
normales N, et N°, perpendicu- 
laires aux parois de la gouttière, 
et deux forces de frottement éga- 
les F, et F',. La force de frotte- 
ment F égaleàa F—-F,+ PF, se 
calcule par la formule Fig. 11.15. Glissière d'un couple de 


translation réalisée sous forme d'une 
F=(N;+N:)f—=2Nif, (11.14)  auge: a) schéma; b) triangle des forces. 
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car V, = N,. On a ensuite 


( C 
Ni+Na+ Q = 0. (11.15) 
4 P Traçons le triangle des forces 
DE NN os 11.15, db) conformément à 
a RE "équation (11.15). Dans ce trian- 
KI HN ie 
E E Ne 
Fig. 11.16. Glissière d’un couple de pe - 
alation die di) one d'un La formule pu devient alors 
cylindre rond. . 
F =Q—, (11.16) 
ou F — f'Q, avec 
f= ——. (11.17) 


On voit de la formule que la quantité f”, appelée conventionnelle- 
ment coefficient de frottement du coulisseau en V, est supérieure au 
coefficient de frottement du coulisseau à semelle plate. 

On rencontre quelquefois des coulisseaux ronds, qui glissent 
dans une gouttière de section cylindrique (fig. 11.16). 

Pour les coulisseaux de ce type la force de frottement F se calcu- 
lera par la formule 


F = f'G 
dans laquelle 
jf = 1,27f. 


6°. Nous venons d'étudier les forces de frottement qui agissent 
sur le coulisseau se déplaçant dans les glissières fixes. Quand les 
guides du coulisseau sont mobiles, comme c’est 
le cas, par exemple, du mécanisme à coulisse 
(fig. 11.17), la force de frottement est détermi- 
née par la même méthode que dans le cas des 
glissières fixes, à cette différence que la force 
de frottement sera définie d'après la règle 
exposée au $ 44, 3° et sera dirigée en sens in- 
verse de la vitesse relative du coulisseau en 
mouvement sur la glissière mobile. 

Sur la figure 11.17 le coulisseau 3 glisse 
dans les guides de l’élément 4. Le triangle des 
vitesses construit sur le schéma montre la di- 
rection de la vitesse relative v,. La force de 
frottement F, appliquée sur le coulisseau 3, 
est opposée à la direction du vecteur w.. 


Fig. 11.17. Schéma 
d’un mécanisme à 
coulisse. 
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$ 46. Frottement dans un couple cinématique 
hélicoïdal 


1°. En étudiant le frottement dans un couple hélicoïdal, on 
admet généralement certaines simplifications. Premièrement, puis- 
que la loi de répartition des pressions suivant le filetage est inconnue, 
on admet conventionnellement que la pression exercée par l’écrou sur 
la vis ou par la vis sur l’écrou est appliquée sur l’hélice moyenne. 
Celle-ci est située à la distance r de l'axe de la vis (fig. 11.18, a). 
Deuxièmement, on suppose que l'effet des forces dans le couple héli- 
coidal peut être réduit à l’action des forces sur un coulisseau placé sur 
un plan incliné. En développant l’hélice moyenne sur un plan, on 
réduit le problème tridimensionnel à un problème plan (fig. 11.18, b); 
à cet effet on procède comme suit. 

Soit l’écrou À sollicité par une force P, et par un couple de 
forces agissant dans un plan perpendiculaire à l'axe de la vis 
(fig. 11.18, b). Le moment M de ce couple peut être assimilé au 
moment d’une force P, appliquée à la distance r’ de l'axe 2 — , si 
bien que M = Pr’. 

Pour que l’écrou se déplace uniformément suivant l'axe z — = 
dans le sens inverse de la force P,, il faut que le moment 3f soit égal 
au moment de P par rapport au même axe z — £. 

On a 

P;r° = Pr. 


Dans cette égalité P est la force nécessaire pour déplacer unifor- 
mément le corps À (l’écrou) sur le plan incliné B (fig. 11.19, a) dont 
l'inclinaison & est égale à l’angle d’hélice B (fig. 11.18). Construi- 
sons l’épure des forces conformé- 
ment à l’équation d'équilibre des 5 
ne appliquées sur l’écrou À. 

na 


P,+P+N+F=0. 
On trouve sur l’épure des forces 
(fig. 11.19, b) que l'intensité de 
la force P est égale à 
donc, [| 

Pyr° = Por te (B+); 


Y 
» 


z:\ 


NES 


' | 
P,= Po tg(B<+œ). (11.18) 


L'égalité (11.18) établit les re- 7: 
lations entre l’intensité de la for- 


ce P o, les paramètres du couple Fig. 11.18. Représentation d’un cou- 
vis-écrou et l'angle de frotte- ple hélicoïdal dans l'espace. 
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Fig. 11.19. Pour le calcul des forces agissant dans un couple hélicoïdal : a)réparti- 
tion des forces; b) épure des forces. 


ment @. Dans le cas où la direction du mouvement de l’écrou coïn- 
cide avec la direction de la force P, la formule (11.18) devient 


P= Po 18 (B—9). (11.19) 


Quand B << , le mécanisme à deux éléments vis-écrou est érréver- 
sible, c'est-à-dire que l’écrou, bien que sollicité par la force P, 
(fig. 11.18), ne tournera pas et ne se déplacera pas suivant l’axe 
Z — 2. 

On trouve sur l’épure des forces (fig. 11.19, b) que la force de 
frottement F est égale à 


F = R sin q. (11.20) 
; e : P 
Puisque la due R est R — in (Ba 
de R dans l'égalité (11.20), on obtient 


…: Sin tg p … Î 
F— Pa (B+o) Pr B—+cosB tg sd ' B+ f cos B (11.21) 

-<ar le coefficient de frottement f = tg y. 
2°. Les relations que l'on vient de 
dégager conviennent pour la recherche 
des forces de frottement dans les cou- 
ples hélicoïdaux à filets carrés. Dans le 
cas du filetage triangulaire (fig. 11.20) 
on admet, avec une approximation 
assez grossière d'ailleurs, que le mou- 
vement de l'’écrou est analogue au 
mouvement d'un coulisseau en V sui- 
vant une gouttière dont le demi-angle 
Fig. 11.20. Couple :vis-écrou à aU Sommet est égal à 90° — &, où a 
filetage triangulaire. est l'angle d'hélice. Le coefficient de 
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en portant cette valeur 


frottement f’ sera alors (voir la formule (11.17)): 
f Î 


l ” sin (90° — @) — cos a” 


d'où 
tg q 


cos & ° 


tg p — 


La formule par laquelle on calcule la force de frottement F dans 
un couple vis-écrou à filetage triangulaire se présente comme ceci: 


pe 99 
F-Ps-r TETE (11.22 
Puisque le coefficient de frottement f’ est plus grand que le coeffi- 
cient de frottement f, le frottement dans le couple à filetage trian- 
gulaire sera supérieur à celui avec les filets carrés. 


$ 47. Frottement dans un couple cinématique de rotation 


1°. Pour l'étude du frottement sec dans un couple cinématique 
de rotation, on fait toutes sortes d’hypothèses relatives aux lois de 
répartition de la charge sur les surfaces des parties du couple. Ces 
hypothèses donnent lieu à des formules à l’aide desquelles on cal- 
cule les forces de frottement et la puissance cédée pour vaincre ces 
forces. Les hypothèses de ce genre ont été avancées par certains 
chercheurs (Reyer, Weissbach et autres). Or, leur inconvénient com- 
mun est le même que dans le cas du couple vis-écrou, à savoir: le 
manque d'expérience concernant la répartition des charges dans les 
couples de rotation tournant à sec. C'est pourquoi, au lieu de faire 
la revue de toutes les formules proposées pour calculer les forces de 
frottement dans les couples de rotation, nous allons déduire quelques 
formules parfaitement élémentaires, basées sur des hypothèses très 
simples quant à la nature du phénomène. 

2, Supposons tout d’abord, en simplifiant beaucoup, que l'arbre 
1 reposant dans son palier ? soit soumis à l'action d’une force radiale 
Q et d'un moment extérieur H et qu'il tourne à vitesse radiale cons- 
tante © (fig. 11.21). Il y a un jeu radial 
entre l’arbre 7 et le palier 2. Alors, dès 
que l'arbre se mettra en mouvement 
dans le sens de la flèche, son touril- 
lon. tout en tournant, « montera » sur 
le palier grâce au frottement existant IX 
entre l'arbre et le palier. Admettons ZZ 
que. l'arbre ayant « roulé » quelque peu 2 L 7 
sur son palier. le point de contact des LL 
parties du couple cinématique se dépla- 
ce en À, où la réaction R est parallèle pis. 11.21. Arbre dans son pa- 
à la force Q. Nous avons constaté pré- lier. 
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cédemment que la réaction totale R doit dévier de la normale de l'an- 
gle de frottement ®, si bien que la force de frottement F'est égale à 


F = fN = fR cos @® = fQ cos y, (11.23) 


car À = © quand il y a équilibre du tourillon. 
Le moment M appliqué au tourillon de l’arbre fait équilibre au 
moment de frottement MW}, égal à 


M, = Fr = fQr cos q = Or sin ®=- Rp, (11.24) 


où p = r sin y. 

Si l’on trace une circonférence de rayon p dont le centre se situe 
au centre de l’arbre ©, la réaction totale R (fig. 11.22) sera tangente 
à cette circonférence. Par analogie à l’angle de frottement et au cône 
de frottement, le cercle de rayon p est dit cercle de frottement. 

Comme les angles de frottement sont faibles, on peut poser 
sin pÆtg . Il en résulte que le rayon p du cercle de frottement sera 
égal environ à p = rf. Le moment de frottement W;; dans un couple 
de rotation se calcule généralement par la formule 


Mi = Qrf', (11.25) 


où rest le rayon de la partie cylindrique du couple, f’ le coefficient 
de frottement dans le couple de rotation et Q la charge résultante sur 
le tourillon. 

Déterminé empiriquement pour differentes conditions de travail 
des couples de rotation, le coefficient de frottement f’ peut varier 
considérablement en fonction des matériaux en contact, de l’état 
des surfaces frottantes, des conditions de travail, etc. On prend 
généralement le coefficient de frottement à sec pour des tourillons non 


rodés ff” — _ f, et pour des tourillons rodés jf” — + f, où f est le 


coefficient de frottement entre surfaces planes pour le même maté- 
riau. 
3°. Parfois les couples de rotation ont la forme d'un pivot À et 
d'une crapaudine B (fig. 11.23) chargés par une force axiale P. Il 
apparaît alors, sur la surface de contact du pivot et de la crapaudine, 
une force de frottement de pivotement, régie par la loi d'Amontons- 
Coulomb. On voit sur la figure 11.23 un pivot annulaire, dont la 
surface d'appui a la forme d’un anneau de largeur a = r, — r,. Si 
nous admettons que la pression est ré- 
partie uniformément suivant toute la 
largeur de l'anneau, la pression unitai- 
re p sur chaque unité de la surface 
d'appui sera 
P 
P= EE TS" (11.26) 


Isolons sur le talon un anneau de rayon 
Fig. 11.22. Cercle de frottement. 7 de largeur infiniment petite dr. Le 
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Fig. 11.23. Pivot et crapaudine. 


moment de frottement élémentaire dM, sur cette aire sera 


dMre= dFtrr. (11.27) 
La force de frottement élémentaire dF;, est égale ‘à 
Fr. = faN = fp2nridr, (11.28) 
où {V est l'effort normal appliqué sur l'anneau indiqué; donc, 
dMr = fpènr? dr. (11.29) 
Intégrant l'égalité (11.29) entre les limites r, et r,, on obtient 
r2 
Mr 2nfp | redr= + afp (ri—ri), (11.30) 
r1 
ou, compte tenu de l'égalité (11.26), 
Mi = PI ÈS. (11.31) 
r3 —r? 


Si le pivot n’est pas annulaire mais plein, on ar, =0etr, —r. 
L'égalité (11.31) devient 


Mir = Pr. (11.32) 


$ 48. Frottement de glissement des 
corps lubrifiés 


1°. Nous venons d'étudier les principes théoriques du frottement 
sec dans les couples cinématiques. Le présent paragraphe est consacré 
aux principes du frottement avec lubrification. Comme on l’a indiqué 
plus haut, le frottement dit « hydrodynamique » suppose l'absence 
de contact immédiat entre deux surfaces mobiles l’une par rapport 
à l’autre, grâce à une couche liquide intermédiaire séparant ces 
surfaces. Au cours du mouvement relatif des surfaces on assiste à un 
glissement mutuel des couches de liquide isolées. Ainsi donc, le 
frottement dans une couche liquide se réduit à un glissement vis- 
queux. 
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Pour faciliter les calculs techniques liés à l’étude du phénomène 
de frottement avec lubrification, on introduit la notion de coeffi- 
cient de frottement ; or, à la différence du coefficient de frottement. 
sec, le coefficient de frottement des corps lubrifiés f dépend de la vitesse 
v de mouvement mutuel des couches de liquide, de la charge p et du 
coefficient de viscosité n. 


f = f{(v, p, 1). 


Tci nest le coefficient de viscosité dynamique, mesuré en N -s/m°. 

En étudiant le mouvement plan et parallèle d’un liquide visqueux, 
Newton a découvert expérimentalement que la valeur de la force 
T nécessaire pour déplacer une couche de liquide parallèlement aux 
autres est égale à 


T=Fn., (11.33) 


où TJ est l'effort de glissement visqueux, F l’aire de la surface de glis- 
sement, n le coefficient de viscosité dynamique, dv/dy la variation 
de la vitesse en fonction de la hauteur de la couche (le gradient de 
vitesse). L'’effort de glissement visqueux rapporté à l'unité de surface, 
ou la contrainte de glissement, est 


T dv 
T == F1 (11.34) 


20. En 1883 N. Pétrov, le fondateur de la théorie du frottement 
des corps lubrifiés, a formulé dans son ouvrage « Le frottement dans 
les machines et l'effet du lubrifiant » les principales conditions né- 
cessaires pour que le frottement entre les corps lubrifiés ait le caracte- 
re hydrodynamique. Ces conditions sont les suivantes: 

a) le lubrifiant remplissant l'espace entre les surfaces glissantes 
doit être retenu dans cet espace; 

b) au cours du glissement relatif des surfaces à lubrifier, on 
doit établir et maintenir dans la couche de lubrifiant une pression 
intérieure telle qu'elle fasse équilibre à la charge extérieure tendant 
à appliquer les surfaces glissantes l’une sur l’autre ; 

c) le lubrifiant doit séparer complètement les surfaces glissantes ; 

d) l’épaisseur de la couche de lubrifiant entre les surfaces glissan- 
tes ne doit jamais être inférieure à une valeur limite déterminée par 
les aspérités les plus élevées sur les surfaces. 

Pour satisfaire à la première condition. il faut que l’adhérence 
entre la surface des solides et la couche de liquide lubrifiant mouil- 
lant soit supérieure à celle entre les particules du lubrifiant ; dans ce 
cas, pendant le mouvement relatif des surfaces mouillées des solides il 
y aura le glissement des couches de lubrifiant mais non le glissement 
du lubrifiant sur les solides. 

Pour que la deuxième condition soit vérifiée, on doit assurer l’ar- 
rivée forcée incessante de lubrifiant entre les surfaces glissantes 
et la formation de l’espace en coin. Dans le cas du tourillon reposant 
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dans le palier (fig. 11.24), cela est réa- 

lisé en faisant les rayons du palier R 

et du tourillon r légèrement différents. 
Dans l’espace en coin a — a est formé 

un «coin d'huile », grâce au refoule- — 
ment du lubrifiant au cours de la rota- 

tion du tourillon. Les efforts manifestés 
dans la couche liquide font équilibre 

à la charge extérieure appliquée sur 

le tourillon, ce qui fait que le touril- pi, 11.24. « Coin d'huile » entre 
lon, pour ainsi dire. «remonte à la tourillon et palier. 
surface » de la couche de lubrifiant. 

Avec l’augmentation de la vitesse angulaire l’axe central du tou- 
rillon tend à se confondre avec l’axe central du palier. 

La troisième et la quatrième condition se résument à donner un 
bon fini aux surfaces du tourillon et du palier, en vue de réduire au 
minimum les aspérités et la rugosité. En outre, il importe d'éviter 
autant que possible toute déformation du tourillon et d'éliminer 
toute trace de particules solides dans le lubrifiant. 

Le calcul du frottement avec lubrification dans les couples ci- 
nématiques est détaillé dans le cours d’Eléments de machines, ainsi 
que dans des cours spécialisés traitant les problèmes de calcul et 
d'étude des paliers et des guidages. 


$ 49. Frottement de roulement et frottement 
de glissement dans les couples supérieurs 


1°. Dans le mouvement relatif des parties d’un couple supérieur 
on rencontre non seulement le glissement d’une partie sur l'autre, 
mais aussi le roulement mutuel des parties. Quand les parties des 
éléments représentent des centroïdes ou des axoïdes, il y a roule- 
ment pur sans glissement; mais si les parties des éléments ont la 
forme de courbes ou surfaces enveloppes, il y a le roulement et le 
glissement. 

Supposons que les parties a et b (fig. 11.25) d'un couple cinéma- 
tique supérieur représentent deux courbes enveloppes. Menons la 
normale r7 — n aux profils a et b. Cette 
normale passe par le point C de tangen- 
ce des profils et coupe la droite 4B des 
centres de rotation À et B au point 
P,. Le point P, est le centre instan- 
tané de rotation dans le mouvement 
relatif de À parrapport à B. La vitesse 
Vo de l’élément 2 par rapport à l'élé- 
ment 7 sera celle du glissement suivant 
Fig. 11.25. Pour l'étude du frot- la tangente { — {; elle sera égale à 
tement dans un couple supérieur 

à courbes enveloppes. Va = |Q] (PC), 
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où Q est la vitesse angulaire instantanée du mouvement relatif, égale 
en valeur absolue à 
[QI=]o1+10 |. 

Ici, de la même façon que dans les cas précédents, la réaction 
totale R de l'élément 2 sur l’élément 7 est appliquée au point de 
tangence C des éléments et est déviée de la direction de la normale 
commune de l'angle de frottement œ en sens inverse du vecteur de la 
vitesse relative du glissement v.,. L’intensité de la force de frotte- 
ment F agissant sur l’élément 7 se calcule par la formule F — fN, 
où f est le coefficient de frottement de glissement. 

Afin de tenir compte de la résistance qui s'oppose au roulement 
mutuel des parties des éléments avec la vitesse angulaire Q, on peut 
introduire le moment de frottement de glissement Mrr.g (fig. 11.25) 
dont la direction est opposée à celle de la vitesse angulaire (2. 

2°. Proposons-nous de déterminer le moment de frottement de 
glissement M... Les facteurs physiques déterminant le frottement 
de roulement sont insuffisamment étudiés ; pour les calculs techniques 
on se sert plutôt de données expérimentales, obtenues par l’étude 
de divers objets concrets : rouleaux, roues, galets, billes des roulements, 
etc. On sait de l’expérience que la résistance au roulement dépend des 
propriétés élastiques des corps en contact, de la courbure des surfa- 
ces conjuguées et de l’intensité de la poussée. Pour vaincre la résistan- 
<e au roulement des corps, il faut faire un travail. Ce travail est cédé 
pour la déformation des surfaces en contact. 

Soit par exemple un cylindre immobile reposant sur un plan (fig. 
11.26) et sollicité par une force Q. Dans la zone de contact du cylin- 
dre sur le plan il se produit une déformation locale due à la pression de 
contact de largeur b. En vertu des principes de la théorie de l’élasti- 
cité, on admet que la répartition des contraintes obéit approximati- 
vement à la loi elliptique. Dans ce cas la courbe des contraintes est 
symétrique, ce qui fait que la droite support de la resultante N de 
ces contraintes se confond avec la droite d’action de la force Q. 

Faisons rouler le cylindre (fig. 11.27). La partie ac de la surface 
de compression de contact se trouvera alors dans la zone des déforma- 
tions croissantes, alors que la partie ae sera située dans celle des dé- 
formations décroissantes. A la suite du frottement intérieur, dans le 
matériau il y a non-coïncidence des courbes de mise en charge et de 
décharge du matériau (réactivité, ou hystérésis). Donc, la courbe 
des contraintes dans la zone des déformations croissantes se situe plus 
haut que celle dans la zone des déformations décroissantes. Il s’en- 
suit que la répartition des contraintes sur l’aire b se trouve asymétri- 
que par rapport au maximum, qui se déplace dans le sens du mouve- 
ment. La résultante N des contraintes se déplace à droite du point 
a de la valeur 4. La longueur k est appelée bras de levier du frottement 
de roulement. Au cours du roulement, on surmonte un moment Âffr r; 
appelé moment de frottement de roulement, qui est égal à 


Mir. = Qk. (11.35) 
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Fig. 11.26. Epure des Fig. 11.27. Déforma- Fig. 11.28. Répartition 


contraintes de com- tion de l'épure des des forces sollicitant un 
ression de contact sur contraintes de com- cylindre roulant. 
a surface déformée du pression de contact 

cylindre. causée par le roule- 


ment du cylindre. 


Le bras de levier du frottement de roulement k, dit aussi coefficient 
de frottement de roulement, est ici le coefficient de proportionnalité. 

30. 11 s'ensuit de la formule (11.35) que le coefficient de frotte- 
ment de roulement a la dimension de la longueur. Supposons que le 
cylindre À (fig. 11.28). sollicité par une force extérieure P appliquée 
en! 0, roule uniformément sans glisser sur le plan Z. Le roulement 
uniforme du cylindre a lieu sous l'effet d'un couple de forces P et 
F,, où F, est la force de frottement de glissement appliquée en Cet 
d'intensité égale à P. L'intensité de la force F,, qui représente la 
force de frottement au repos, est F, < Qf,. où f, est le coefficient 
de frottement au repos, appelé encore en l'occurrence coefficient d'adhé- 
rence du cylindre sur le plan. Le couple de forces qui fait rouler le 
cylindre À sur le plan est caractérisé par un moment M — Pr,oùr 
est le rayon du cylindre. 

Lorsque le cylindre roule à une vitesse constante, ce moment est 
égal en valeur absolue au moment de résistance au roulement, c'’est- 
à-dire au moment de frottement de roulement 


Pr = Mir. = Qk. (11.36) 
d’où 
P-r£. (11.37) 
r 


Il résulte de l'égalité (11.37) que l'intensité de la force P est 
directement proportionnelle au coefficient de frottement de roule- 
ment et inversement proportionnelle au rayon du cylindre. 

Le coefficient de frottement de roulement est mesuré générale- 
ment en millimètres ou en centimètres. On trouve ses valeurs dans 
des tableaux spéciaux insérés dans les aide-mémoire à l’usage des 
ingénieurs. 

4°. Sollicité par la force P (fig. 11.28), le cylindre peut, suivant 
les conditions, tantôt rouler, tantôt glisser. Voyons à quelles con- 
ditions chacun de ces cas se produit. Admettons que le cylindre À 
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se déplace uniformément sur le plan B sous l’action de la force P 
appliquée en son centre © et parallèle au plan B (fig. 11.28). Si la 
pression normale au point de tangence C est égale à Q, la résistance 
de frottement de glissement F, est égale à 


Fo = f0Q; 


donc, pour que le cylindre glisse uniformément sur le plan, il faut que 
l'intensité de la force P soit _— à 


= f0Q. 
La: condition du …_— uniforme s'exprime par l'égalité 
Pr = kQ. 


Pour que le cylindre glisse sans rouler sur le plan, on doit complé- 
ter la condition P = f,Q par une autre condition 


Pr << kQ, 
d’où| 


Qfr <KQ, où fo <+. 


Ainsi donc, pour qu'il y ait glissement simple, il faut que le coef- 
ficient de frottement de glissement soit inférieur au rapport k/r. 

Pour que le cylindre roule sans glisser sur le plan, on doit complé- 
ter la condition Pr — kQ par une autre condition 


P < foQ, 
d’où 
k 
fo > —. 


Ainsi donc, pour qu’il y ait roulement simple, il faut que le coef- 
ficient de frottement de glissement soit supérieur au rapport k/r.. 

Si la force P est appliquée non pas au point © du cylindre 
(fig. 11.28) mais en un autre point quelconque, par exemple au point 
O, qui se trouve à une distance connue ! du plan, on doit substituer 
L à r dans toutes les relations obtenues ci-dessus. Grâce au fait que, 
pratiquement, le travail de la résistance au roulement est presque 
toujours moins grand que le travail de la résistance au glissement, on 
fait largement recours, dans la technique, au frottement de roule- 
ment, en utilisant par exemple les galets, les roulements à billes 
et à rouleaux, etc. 


$S 50. Frottement dans les transmissions 
par roues de friction 


1°. Les forces de frottement peuvent être mises à profit pour 
transmettre le mouvement à tel ou tel élément du mécanisme. Con- 
sidérons la transmission du mouvement à l’aide des roues de fric- 
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tion rondes (la cinématique de cette 
transmission a été étudiée au $ 30). 
Entre deux centroïdes rondes Z et 2 
(fig. 11.29) la transmission du mouve- 
ment est impossible, car il y aura dans 
la pratique le glissement relatif de ces 
centroïdes. Pour que la transmission 
devienne possible, on doit créer entre 
les centroïdes J et 2 une poussée F' suf- 
fisante pour surmonter la force circon- Fig. 11.29. Transmission par 
férencielle P dont l’intensité est égale roues de friction. 

au quotient du moment résistant M, 

de la roue menée par le rayon r de la roue. À cet effet on applique 
les roues de friction l’une contre l’autre avec un effort @, si bien 
que l'intensité limite de la force d'adhérence F' se trouve 
égale à 


F = Qf, (11.38) 
où f est le coefficient de frottement. 


Quand F > P, le patinage est inexistant. Le rapport X — _ _ 


— T est dit coefficient de sécurité. La poussée Q agit sur les appuis 
de la roue et provoque leur usure. Aussi y a-t-il intérêt à obtenir la 
force P suffisante sans poussée Q exagérée. Pour ce faire, on a parfois 
recours aux roues à gorge (fig. 11.30). L'’effort circonférenciel agissant 
sur ces roues se calcule au moyen du coefficient de frottement f’ 
pour le coulisseau en V (voir $ 45, formule (11.17). On a 
f = f/sin a, 
où fest le coefficient de frottement. 
L'’effort transmissible P se définit par 
la formule 
Qï 
P<F-=<—. (11.39) 
Onfvoit de cette relation que la 
création de l'effort circonférentiel d'in- 
tensité égale à P demande une pous- 
sée Q sur les roues à coin moins grande 
que sur les roues de friction rondes 
ordinaires. 
2°. Dans le cas où les axes concou- 
rent, on emploie la transmission par 
les roues de friction coniques (fig. 
11.31). Dans ces transmissions la force 
Q applique la roue À sur la roue B. En 


Fig. 114.30. Transmission par décomposant la force Q@ perpendicu- 
roues de friction à gorge. lairement à l'axe du palier et perpen- 
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diculairement à la génératrice de con- 

tact des cônes, on obtient une compo- 

sante égale à Q' — Q/tg « et l’autre 

égale à Q” — Q/sin «. L’intensité de 
l'effort circonférenciel sera 
_ Qf _hy 

P< F-—=0j . (11.40) 

Ainsi donc, l'effort circonférenciel 

Fig. 11.31. Transmission par sur les roues de friction coniques se cal- 

roues de friction coniques. cule par la formule pour lesroues à coin. 


$ 51. Frottement dans les transmissions 
à éléments flexibles 


« # 


4°. On a vu au $ 34 que les mécanismes à éléments flexibles, 
tels que courroies, cordes, bandes, sont très répandus dans certains 
domaines de la technique. Dans ces mécanismes, de même que dans 
les mécanismes à roues de friction, la transmission du mouvement est 
possible quand la force de frottement de l'élément flexible sur la 
poulie est suffisamment élevée. 

C'est L. Euler qui a établi, en 1765, la formule définissant les 
paramètres essentiels d'une transmission par lien flexible. Soit une 
poulie chaussée par un lien flexible (fig. 11.32). Le brin qui, pen- 
dant le mouvement, attaque la poulie sera dit brin montant, et le 
brin qui quitte la poulie, brin descendant. L'arc suivant lequel se pro- 
duit le contact du lien flexible et de la poulie est appelé arc d'enroule- 
ment, et l’angle au centre capable de cet arc, angle d'enroulement. 
Soit S, la tension du brin montant et S, celle du brin descendant. 
Cherchons la relation entre ces deux tensions. Admettons quelques 
simplifications. À ce titre. le lien flexible sera considéré comme 
inextensible et n'offrant aucune résistance à la flexion au moment 
d’enroulement et de déroulement de la poulie. Il sera supposé ensuite 
que le mouvement de cet élément a lieu à une vitesse constante v. 
La masse de l’élément flexible et la force centrifuge seront négligées. 

Pour communiquer un mouvement 
uniforme à l’élément flexible, on doit 
vaincre la force de frottement F. Ain- 
si donc. la tension S. doit être supé- 
rieure à S, de la valeur de la force F': 


Sa = S1 + F, (11.41) 
d'où 
F=S; —S:. (11.42) 
On voit donc que pendant le mou- | 
vement permanent de l'élément fe FE faios ee le tons de 


xible à vitesse constante la différence  }:ins montant et descendant de 
entre les tensions des brins montant et la courroie. 
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descendant est égale à la force de 
frottement entre le lien flexible et la 
poulie. 
2°. Isolons un élément infiniment 
petit de l’arc d'enroulement dô, ca- 
pable de l’angle d'enroulement da (fig. 
11.32). Soit S la tension du lien flexi- 
; ble à l'origine de cet arc élémentaire. 
ee D ia us La tension à l'extrémité sera alors 
"7  S + dS. Les droites d'action des for- 
ces Set S + dS sont tangentes à la 
poulie et perpendiculaires aux rayons menés du point © par les 
points de tangence. 
La force de frottement élémentaire dF, en vertu de l'égalité 


(11.42), est égale à 


dF = (S + dS) — S = dS. (11.43) 
D'autre part, on sait que la force de frottement dF est égale à 
dF = f dp, (11.44) 


où p est la pression élémentaire de l’élément dô sur la poulie, f est le 
coefficient de frottement. 11 découle des’relations (11.43) et (11.44) que 
dS — fdp. (11.45) 
L'intensité de la force dp s'obtient en composant les forces S et 
S — dS d’après la règle du parallélogramme. À des infiniment petits 
de second ordre près, on remplace le parallélogramme par un losange 
(fig. 11.33) à côtés égaux à S. 
Alors dp sera 


dp=2$ sin © & 25% S de. (11.46) 
Portant la valeur obtenue de la force dp dans l'égalité (11.45), on 
obtient 
dS — fS da, (11.47) 
d'où 
dS 
— — f da. (11.48) 


Intégrant le premier et le second membre de l'égalité (11.48), 
on obtient 


ou 
d'où l'on tire 

So == Siefa, (11.49) 
où & est l'angle d'enroulement total (fig. 11.32). 
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La formule (11.49) est la formule d’Euler. 

La formule d’Euler laisse voir que la force de tension S, croît en 
fonction de l’angle d’enroulement « et du coefficient de frottement 
f. Le coefficient de frottement f étant constant, l'augmentation de 
l'angle d'enroulement & conduit à un accroissement très rapide de 
la force S,. En substituant dans l'égalité (11.42) la valeur de S. ti- 
rée de la formule (11.49), on aboutit à l'expression suivante de la 
force de frottement F: 


F=S, (efz_— 1). (11.50) 


La force Fest la force maximale transmissible à la poulie. Si 
la résistance circonférencielle sur la poulie menée est égale ou infé- 
rieure à la force F, le lien flexible entraînera bien la poulie. Si la 
résistance circonférencielle dépasse la force F, le lien flexible glissera 
sur la poulie sans l’entraîner. Ainsi donc, tendu par les efforts S$, 
et S, tels que S, > S,, le lien flexible est capable de transmettre à 
la poulie menée un moment de rotation M égal à 


M=—(S;—S;,) R = S,R (ef 1), (11.51) 


où R est le rayon de la poulie. 

La formule d’Euler ne fournit qu'une relation approximative 
entre les tensions des brins du lien flexible. On trouve d’autres me- 
thodes de calcul dans les travaux récents des chercheurs soviétiques ; 
nous n'allons pas les exposer ici. 


CHAPITRE XII 


FORCES D’INERTIE DES ÉLÉMENTS 
DES MÉCANISMES PLANS 


$ 52. Détermination des forces d'inertie 
des éléments 


1°. On apprend en Mécanique rationnelle que, dans le cas géné- 
ral, toutes Les forces d'inertie d'un élément BC (fig. 12.1) animé d'un 
mouvement plan et parallèle et admettant un plan de symétrie parallèle 
au plan du mouvement peuvent être 
réduites à une force d'inertie P; 
appliquée au centre des masses S 
de l'élément, et à un couple de 
forces d'inertie de moment M. 
La force P; se calcule par la 
formule 
Pi, = —mas. (12.1) 
Fig. 12.1. Schéma de l'élément mon- 
ane l'action du vecteur princi al et Dans la formule (12.1) P est 
du moment principal des forces d’iner- le vecteur force d'inertie del élé- 
tie des points pesants de l'élément. ment BC, m la masse en kilo- 
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grammes de l'élément, «a, le vec- 
teur accélération absolue du cen- 
tre des masses S de l'élément me- 
surée en m/s*. 

Ainsi donc, pour déterminer 
la force d'inertie P, d'un élément 
de mécanisme plan, on doit con- 
naître sa masse m et le vecteur 
accélération absolue as de son 
centre des masses S, ou bien les 
projections de ce vecteur sur les 
axes de coordonnées. Îl résulte 
de la formule (12.1) que la force 
d'inertie P;a pour dimension le 
kg -m/s*, c'est-à-dire le newton. 

Il est commode de chercher le 
vecteur accélération absolue du 
centre des masses du mécanisme à 
l’aide de l’épure des accélérations, 


d) 


Fig. 12.2. Schéma de l'élément et épu- 
re des accélérations: a) schéma mon- 
trant l’action du vecteur principal et 


du moment principal des forces d’iner- 
tie des points pesants; b) épure des 
accélérations. 


en s'appuyant sur la propriété de 
similitude connue de la Cinéma- 
tique. Soit un élément BC (lig. 
12.2), dont les points B et C ont 
les accélérations a, et a. figurées sur l’épure des accélérations (fig. 
12.2) par des segments de droite (nb)et (nc) tracés à l'échelle ,. Pour 
déterminer l'accélération absolue a, du centre des masses S de l’élé- 
ment, on relie les points b et c par une droite et on divise le segment 
obtenu dans le même rapport que le point S divise le segment BC. 
Reliant le point de division s de l’épure des vitesses avec le point 
x, on reçoit l'accélération absolue a$ du point S: 


as = Ha (xs). 


La force d'inertie P; de l'élément est dirigée à l'opposé de l'accé- 
lération absolue a; du point $ ; son intensité est égale à 


P; — — mes. 


2v. Le moment Af, du couple de forces d'inertie, dirigé à l'opposé 
de l'accélération angulaire e, se calcule par la formule 


Mi = —Je. (12.2) 


Dans la formule (12.2) J, est le moment d'inertie de l'élément 
par rapport à l'axe traversant le centre des masses $S et perpendicu- 
laire au plan du mouvement de l'élément ; & est l'accélération angu- 
laire de l’élément. 

Ainsi donc, pour déterminer le moment Xf, du couple de forces 
d'inertie de l'élément du mécanisme plan, on doit connaître la valeur 
de son moment d'inertie J,, ainsi que la valeur et la direction de 
l'accélération angulaire & de cet élément. 
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y 


Fig. 12.3. Schéma de Fig. 12.4. Schéma del'élé- Fig. 12.5. Schéma de 


l'élément mobile en ment dont le centre des l'élément tournant 
translation. montrant masses est situé sur l’axe autour d’un axe dis- 
l’action des accéléra- de rotation. tinct de celui du cen- 
tions des points isolées tre des masses. 


et du vecteur principal 
des forces d'inertie des 
points pesants. 


Le moment d'inertie J, a pour dimension le kg :m*. L'’accélération 
angulaire eg se mesure en rad/s*. Donc, le moment M; du couple de 
forces d'inertie a comme dimension le kg-m°/s° -- Nm. car le 
kgm/s° est le newton. 

L'accélération angulaire £ qui apparaît dans la formule (12.2) 
se cherche par l'égalité 


|e| — cr (12.3) 

lc” | 
où aëg est l’accélération tangentielle (fig. 12.2, b) dans le mouvement 
relatif de l’élément ; /,- est la longueur de l'élément BC. 

Ainsi donc, dans le cas général, on peut réduire toutes les forces 
d'inertie de l'élément à un vecteur principal des forces d'inertie P; 
appliqué sur le centre des masses S de l'élément et à un moment prin- 
cipal des forces d'inertie M, (fig. 12.2,a). 

3°. Considérons maintenant quelques cas particuliers de mouve- 
ment des éléments du mécanisme. Si l’élément se déplace en transla- 
tion avec une certaine accélération, sa force d'inertie P, est égale à 


P, = —mt«us, (12.4) 


où! m est la masse de l'élément, as l'accélération de son centre des 
masses $. Puisque l'accélération angulaire & de cet élément est nulle 
en l'occurrence, le moment du couple de forces d'inertie sera aussi nul, 
si bien que toutes les forces d'inertie seront réduites à une résultante 
unique P, appliquée au centre des masses S de l'élément et de sens 
opposé à l'accélération «s (fig. 12.3). 

Si le mouvement de l’élément est une simple rotation autour 
d’un axe passant par son centre des masses, l'accélération a, du cen- 
tre des masses S de l'élément est nulle, de même que la force d'iner- 
tie, P, — 0: 

Si, dans ce cas, l'accélération angulaire e de cet élément est non 
nulle, les forces d'inertie forment un couple de moment M, égal à 


Mi = —J,e. (12.5) 
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Ce lcas se produit quand une pièce est animée d’une rotation non 
uniforme (poulie, tambour. rotor. etc.) autour d'un axe passant par 
son centre des masses S (fig. 12.4). Lorsque la rotation de la pièce est 
uniforme, les résultantes des forces d'inertie et des moments des 
forces d'inertie s’annulent (dans le cas bidimensionnel). 

Quand l’élément BC tourne autour d'un axe B qui ne passe pas 
par son centre des masses S (fig. 12.5), on réduit ses forces d'inertie 
à une force P, appliquée au centre des masses S dans le sens inverse: 
de l'accélération as, dont l'intensité est égale à 


P, = —mas, (12.6) 
et à un couple de forces d'inertie de moment M, égal à 
M, = —Jse, (12.7) 


où J, est le moment d'inertie par rapport à l’axe traversant le 
centre des masses S. 


$ 53. Méthode des points auxiliaires 


10. Il y a des cas où. au lieu de réduire toutes les forces d'inertie 
de l’élément à une force et à un couple, ou bien à une résultante 
appliquée en un point déterminé de l'élément. il est commode 
de substituer à ces forces les forces d'inertie des masses concentrées 
convenablement en des points choisis, que nous appellerons points 
substitutifs ou points auxiliaires. En pareils cas la recherche des 
forces d'inertie des éléments se réduit à la détermination des forces 
d'inertie des masses ponctuelles, sans qu'il soit nécessaire de calcu- 
ler le couple des forces d'inertie provenant de l'accélération angu- 
laire de l'élément. 

Voyons quelles sont les conditions pour que le nouveau système 
soit équivalent au système primitif. Soit un élément Q (fig. 12.6) 
admettant un plan de symétrie parallèle au plan de son mouvement 
(plan du dessin). Pour que la résultante des forces d'inertie des 
masses ponctuelles soit égale à la force d'inertie de l’élément tout 
entier, il faut que soient remplies les conditions suivantes: 

1) la somme des masses ponctuelles doit être égale à la masse totale ; 

2) le centre général des masses 
concentrées en les points auxiliaires 
doit coïncider avec le centre des mas- 
ses de l'élément. 

Quand ces conditions sont vérifiées, 
on a la répartition statique de la masse 
de l'élément. 

Pour que le couple résultant des 
forces d'inertie des masses concen- 
trées en les points auxiliaires (masses - £ 
ponctuelles) soit équivalent au couple A re re de tra 
de forces d'inertie de l’élément, il faut ment entre quatre points. 
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ajouter aux deux conditions indiquées une troisième, consistant en 
ce que la somme des moments d'inertie des masses ponctuelles par 
rapport à l’axe traversant le centre général des masses soit égale au 
moment d'inertie de l’élément tout entier par rapport à ce même axe. 
‘Quand toutes les trois conditions énumérées sont remplies, on a la 
répartition dynamique de la masse de l'élément. 

Les conditions indiquées des répartitions statique et dynamique 
ont pour équations: 


Dm, = M ; (12.8) 
Dm =0; (12.9) 
> my = 0; (12.10) 
À m (ri + yi) = Je. (12.11) 


Dans les équations (12.8) à (12.11) m; est la masse ponctuelle 
du point auxiliaire d'indice i, m est la masse totale de l'élément, 
z; et y; sont les coordonnées de l’i-ième point par rapport aux axes 
passant par le centre des masses, et J$< est le moment d'inertie de 
l'élément par rapport à un axe passant par le point S et perpendi- 
culaire au plan du mouvement. Les équations (12.8) à (12.10) défi- 
nissent la répartition statique de la masse de l'élément, tandis que 
l'équation (12.11) associée aux équations (12.8) à (12.10) définit la 
répartition dynamique de la masse. 

20, Etudions le choix des points auxiliaires pour quelques cas 
de répartition des masses des éléments, fréquents dans les calculs 
techniques. Soit un élément de masse m ayant son centre des masses 
en S (fig. 12.6); on demande de répartir sa masse en quatre points 
arbitraires À, B, C et D. 

Donnons-nous les huit coordonnées des points À, B, C, D défi- 
nissant les positions de ces quatre points. 

Ecrivons les équations (12.8) à (12.11). Il vient : 


Ma + My + mMe+ Mp= M; 
MazAa + Mets + Mec + Moto =0; 
MAYA + Mas + Mcÿc + MoYp = 0; 
maa?-+ mb? + mec? + mpd° = Js. 


(12.12) 


Dans les équations (12.12) m,, mn, mc et mL sont les masses 
concentrées aux points À, B, Cet D; za, Ya; Zn Yp3 Tor Yc: 
zh et y» sont les coordonnées des points 4, B, C et D dans les axes 
zx et y d'origine en S, prises avec leurs signes; J$ est le moment 
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Fig. 12.7. Pour l'étude de la Fig. 12.8. Pour l'étude de la ré- 
répartition de la masse de l’élé- partition de la masse de l'élé- 
ment de base d’un groupe à trois ment dont le centre des masses 
entraîneurs. est situé sur une droite passant 
par les centres des deux articula- 

tions. 


d'inertie de l'élément par rapport à l'axe passant par le centre des 
masses $ ; a, b, cet d sont les distances respectives des points 4, B, 
C' et D au point S. On trouve les masses m,, ms, mc et mn par 
résolution du système d'équations (12.12). 

30. Lorsqu'on répartit les masses des éléments dans les mécanis- 
mes, il est commode de concentrer les masses dans les axes des 
couples cinématiques. Par exemple, dans le cas de l'élément de base 
d’un groupe de classe III à trois entraîneurs (fig. 12.7). il y a intérêt 
à répartir la masse m de l'élément Q aux points À. B et C de rac- 
cordement des entraîneurs 7, 2 et 3 et au centre des masses S de 
l'élément. 

Quand le centre des masses S est situé sur l'axe de l'élément 
(fig. 12.8), on concentre avantageusement les masses aux points À 
et B de raccordement des éléments voisins et au centre S des masses 
de l'élément, et ainsi de suite. 

La résolution de nombreux problèmes pratiques ne demande 
que la répartition statique des masses, pour laquelle il suffit de 
remplir les conditions suivantes : 


n 


Dm=m, Dinz=0, D my: =0. (12.13) 
i i 1 


Quand la masse de l'élément se répartit entre deux points, on 
peut se borner aux équations 


Ma + Ms = M, MAG = Mpb. (12.14) 


Il découle de ces équations que les points 4, B et S doivent 
s'aligner sur une même droite et que la position des points À et B 
sur cette droite n’a pas d'importance. Les valeurs des masses m, 
et mA seront 


et Mma=m 2 
87 a+b" 
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Dans le cas de la répartition statique de la masse de l'élément 
entre trois points arbitraires (fig. 12.7), on a les équations suivantes: 


Mat Mp+kMc—m; 
MAT A + MeTr + Motc = 0; (12.15) 
MaYA + Maÿn + Moÿc =. 


11 résulte de ces équations que le choix des points 4. B et C 
est libre, la répartition statique de la masse s’accomodant de trois 
points quelconques. Les valeurs de ces masses se calculent à l’aide 
des équations simultanées (12.15). 

Dans le cas de la répartition statique des masses l’équation (12.11) 
n'est pas vérifiée. car le moment d'inertie de l'élément à masses 
réparties n'est généralement pas égal au moment d'inertie vrai J& 
de l’élément. Une erreur sera commise donc dans le calcul du moment 
M, du couple de forces d'inertie. Or, cette erreur est négligeable 
tant que l'accélération angulaire € reste faible. 

Ainsi donc, la répartition statique est possible ou bien en trois 
points quelconques, ou bien en deux points à condition que ces derniers 
soient siluëés sur une droite commune traversant le centre des masses. 

Exemple. Déterminer les forces d'inertie des éléments d’un méca- 
nisme à coulisseau et manivelle (fig. 12.9, a) dont l’élément me- 
nant ? tourne à une vitesse angulaire &, et à une accélération angu- 
Jaire £.. On connaît les masses m., m: et m, des éléments 2. 3 et 4 
et les moments d'inertie J, et J, des éléments 2 et 3 par rapport 
aux axes passant par les centres des masses $, et S:. Le centre des 
masses S, du coulisseau 4 se confond avec le point C. 

Considérons d'abord le mouvement permanent du mécanisme, 
la vitesse angulaire w, étant constante et l’accélération angulaire 
€, nulle. Traçons l’épure des vitesses (fig. 12.9, b) et l’épure des 
accélérations (fig. 12.9, c) du mécanisme. 

En vertu de l'équation (12.1) les valeurs des forces d'inertie PF, 


des éléments du mécanisme en mouvement permanent seront égales à 


Pin = M30$, = Maba (NS2) ; 

Pi; = mas, — M3la (TS3) ; 

P}, = mat — mu: (), 
où aë,, ak, et ap sont les accélérations des points S., S$3 et C du 
mécanisme en mouvement permanent; (xs,), (ns) et (nc) sont les 
segments (fig. 12.9, b) figurant les accélérations indiquées; u, est 
l'échelle de l’épure des accélérations. 

La force d'inertie PP, est appliquée au centre des masses S, 
de l'élément 2 (fig. 12.9, a) en sens opposé au vecteur accélération 
ar, (fig. 12.9, a). La force d'inertie PP, (fig. 12.9, a) est appliquée 
au centre des masses S, de l’élément 3 en sens opposé au vecteur 
accélération 1,38 Enfin, la force d'inertie PF, (fig. 12.9, a) est appli- 


252 


Fig. 12.9. Détermination des forces d’inertie dans un mécanisme à coulisseau 

et manivelle : a) schéma des forces d'inertie en mouvement permanent du méca- 

nismv ; b), c) épures des vitesses et des accélérations en mouvement permanent : 

d) schéma des forces d'inertie en mouvement initial du mécanisme : e) schéma de 

la répartition statique des masses; f) schéma des forces d'inertie des masses ré- 

parties en mouvement permanent du mécanisme ; g) schéma des forces d'inertie 
des masses réparties en mouvement initial du mécanisme. 


quée au point C (S,) en sens opposé au vecteur accélération a». 


En plus de la force PP., l'élément 3 est sollicité par le moment MP, 
du couple de forces d'inertie en mouvement permanent du mécanis- 
me (12.9. a) de sens contraire à l'accélération eb de l'élément 3 et 
de valeur égale (en vertu de (12.2)) à Mi, = Jen. où J est le 
moment d'inertie de l'élément 3 par rapport à l’axe traversant le 
centre des masses S., de l'élément 3. 

Considérons le mouvement initial du mécanisme, avec la vitesse 
angulaire w, — 0, lorsque l'élément 2 n'éprouve que l'accélération 
angulaire €. 

Comme on l’a vu au $ 16, les accélérations normales et de Coriolis 
des éléments au cours du mouvement initial sont nulles. Donc, 
l'épure des accélérations du mécanisme dans ce mouvement sera 
semblable à celle des vitesses (fig. 12.9, b). C’est pourquoi, en pre- 
nant pour origine de l’épure des accélérations du mouvement initial 
le point x° confondu avec le point p (fig. 12.9, b), on constate que 
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l’épure des accélérations de ce mouvement a la forme d’un triangle 
r°b°c?. 

En vertu de l'équation (12.1), les forces d'inertie des éléments 
du mécanisme auront dans le mouvement initial les valeurs suivan- 
tes :| 


por = nn: OR = Mha D (n°s£) : 
ini - 

Pis" = msaSs" — Maua (N°S3) ; 

Ph" = mac" = mue (nc,), 


où ant, ajnit et ainit sont les accélérations des points S., S:, C du 
mécanisme dans son mouvement initial; (n°s?), (x°s5), (°c!) sont 
les segments de l'épure des accélérations (fig. 12. 9, b) qui figurent 
ces accélérations et po est l’échelle de l’épure des accélérations. 
La] force d'inertie P'nit est appliquée au centre des masses S, de 
l'élément 2 (fig. 12. . d) en sens inverse du vecteur accélération 
ag. La direction de la force d'inertie Piitest déterminée de ma- 
nière analogue. Enfin, la force d'inertie "pinit (fig. 12.9, d) est. 
appliquée au point C (S,) en sens inverse du “vecteur accélération 
af. En outre, les éléments 2 et 3 (fig. 12.9, d) seront sollicités 
par les moments Miit et Minit des couples de forces agissant en 
sens inverses des accélérations angulaires ehit et ginit des éléments 
2 et 3. En mouvement initial, d’après l'équation (12. 2). ces moments 
seront 


Mi Te glnit 
2% 9 

init init 
M3 — — J 5,83 ’ 


où Js, est le moment d'inertie de l'élément 2 par rapport à l’axe 
passant par le centre des masses S, de l'élément 2. 

La solution approchée du problème de détermination des forces 
d'inertie du mécanisme peut être obtenue par la méthode des points 
auxiliaires (voir $ 53). Réalisons la répartition statique des mas- 
ses des éléments 2 et 3 (fig. 12.9, e). Concentrons la masse m, de 
l'élément 2 aux points À et B. Alors, en vertu des équations (12.14), 
les masses ponctuelles correspondantes mea et Meg Seront égales à 

b 
Ma Mers € Mas = Ma ÈS. 
Concentrons la masse m, de l'élément 3 aux points B et C. Les 
masses ponctuelles correspondantes m:,% et m3 Seront alors égales à 


e d 
Msn Marre et ec res 
On ‘a donc au point À la masse ponctuelle m.,, au point B la 
masse M += Mep + Mar, au point C la masse mc — mi + Mme 
(fig. 12.9,.e); où m, est la masse du coulisseau:i4: Comme l’accélé- 
ration: du ‘point À est nulle, la masse m., n'apparaîtra plus dans 
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nos raisonnements ultérieurs : on obtient donc un mécanisme à cou- 
lisseau et manivelle dont les masses ponctuelles m, et me sont. 
concentrées aux points B et C. Dans le cas du mouvement permanent 
du mécanisme (fig. 12.9, f), toutes les forces d'inertie des éléments 
se réduisent à deux forces: PP, et PP. La force PP, est appliquée 


au point B, dirigée en sens opposé au vecteur accélération ag et 
égale à Pig = (Mes + Map) 08 = Mp0b — Mpla (nb), où (nb) est 
le segment relevé sur l’épure des accélérations (fig. 12.9, c). La 
force Pc est appliquée au point C, dirigée en sens opposé au vec- 
teur accélération a£ et égale à 


Pic = (my + Mac) ac = MAC — Mcla (NC), 


où (xc) est le segment relevé sur l’épure.des accélérations (fig. 12.9, c). 

De même, dans le cas du mouvement initial du mécanisme 
(fig. 12.9, g) les forces d'inertie de ses éléments se réduisent à deux 
forces: Pinit et Piait. La force Pirit est appliquée au point B, di- 
rigée en sens opposé au vecteur accélération aiïit et égale à 

init init init 0 
Pig = (Mp+ Min)as = M0 = Mpla (N°), 

où (x1°b°) est le segment relevé sur l’épure des accélérations (fig. 12.9, b) 

La force Plit est appliquée au point C, dirigée en sens opposé. 
au vecteur accélération aîinit et égale à 


init init init 0 
Pic = (M, + Mac) ac = Mcac = Mcla (n°c°), 


où (n°c°) est le segment relevé sur l’épure des accélérations 
(fig. 12.9. b). 

Lorsque l’élément. 2 tourne avec la vitesse angulaire w, et avec 
l'accélération angulaire €., les forces résultantes d'inertie des élé- 
ments du mécanisme se calculent par composition des vecteurs des 
forces d’inertie dans les mouvements initial et permanent. 


CHAPITRE XIII 
CALCUL CINETOSTATIQUE DES MÉCANISMES PLANS 


$ 54. Conditions de détermination statique 
des chaînes cinématiques 


10. Lorsqu'on résout les problèmes de calcul des forces dans les 
mécanismes, la loi de mouvement de l'élément menant est supposée 
connue, de même que les masses et les moments d'inertie des élé- 
ments du mécanisme. On peut donc toujours définir les forces d’iner- 
tie nécessaires au calcul des forces par la méthode des équations 
d'équilibre. 

Nous commencerons l'étude du calcul des forces dans les mécanis- 
mes par la recherche des réactions dans les couples cinématiques. 
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Fig. 13.1. Représentation d'un couple Fig. 13.2. Schéma d'un couple ciné- 
cinématique de rotation avec les dé- .matique de translation. 
tails constructifs schématisés. 


Dans le cas où les forces d'inertie des éléments ne sont pas con- 
nues a priori. le calcul est dit statique. Quand les forces d'inertie 
des éléments font partie des forces données a priori avant le calcul, 
on dit que le calcul est cinétostatique. La méthode de calcul étant 
la même pour les deux cas, il sera supposé que les forces d'inertie 
sont connues a priori par leur intensité, direction et points d’appli- 
cation. En première approximation le calcul sera fait sans tenir 
compte des forces de frottement. 

20, Etudions les directions de la réaction dans les différents 
couples cinématiques des mécanismes plans. Dans le couple de rota- 
tion de classe V (fig. 13.1) la réaction résultante R passe par le 
centre d’articulation. L’intensité et la direction de cette réaction 
sont. inconnues, car elles dépendent de l'intensité et de la direction 
des forces données appliquées aux éléments de ce couple. Dans le 
couple de translation de classe V (fig. 13.2) la réaction est per- 
pendiculaire à l'axe de mouvement x — x de ce couple ; sa direction 
est donc connue, mais son point d'application et son intensité ne 
le sont pas. Enfin, dans le couple supérieur de classe IV (fig. 13.3) 
la réaction R est appliquée au point C de tangence des éléments 
1 et 2et est dirigée suivant la normale commune V — N aux profils 
conjugués des éléments 7 et 2 au point C ; donc, pour le couple supé- 
rieur de classe IV sont connus la direction et le point d'application 
de la réaction. | 

Ainsi donc, pour la recherche de la réaction. on a à déterminer 
deux inconnues dans chacun des couples inférieurs de classe V. 
et une seule inconnue, dans le couple 
supérieur de classe IV. 

3°. Désignons par n le nombre d'élé- 
ments mobiles de la chaîne cinémati- 
que plane, par p; le nombre de couples 
de classe V et par p, le nombre de 
couples de classe IV. 

Ecrivons maintenant la condition 
: | pour que les chaînes cinématiques 
Fig. 13.3. Représentation d'un  blanes soient statiquement détermi- 
couple cinématique supérieur À : = 

nées. Puisque tout élément en mouve- 


avec les détails constructifs a : Pere 
schématisés. ment planadmet trois équations d’équi- 
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libre, pour nr éléments on aura 3r équations possibles. Le nombre 
d'inconnues à rechercher sera 2p; pour les couples de classe V et 
Pa pour la classe IV. 

La chaîne cinématique sera donc statiquement déterminée à 
condition que soit respectée l'égalité 


Sn = 2ps + Pa. (13.1) 


D'après ce qui a été énoncé au $ 10, tout mécanisme comprenant 
des couples de classes IV et V peut être remplacé par un mécanisme 
ne comportant que des couples de classe V. Aussi le cas général 
peut-il être réduit aux groupes dont les éléments ne forment que 
des couples de classe V. 

Les groupes comportant des couples de classe IV se laissent 
réduire aux groupes n'ayant que des couples de classe V et se calcu- 


lent ensuite par les mêmes méthodes. Dans ce cas la formule (13.1) 
s'écrit ainsi: 


3n — 2ps, (13.2) 
d'où l'on déduit que 
P5 — + nr. 


De cette façon, entre le nombre d'éléments et le nombre de 
couples existe la relation (13.2). Puisque les nombres n et p, ne 
peuvent être qu'entiers, cette relation sera vérifiée par les paires 


suivantes de nombres d'éléments et de couples cinématiques (ta- 
bleau 4): 


Tableau 4 


On sait déjà que la première combinaison} d'éléments et de cou- 
ples — deux éléments forment trois couples — est un groupe de clas- 
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se II; la deuxième combinai- 
son — quatre éléments forment 
six couples — est un groupe de 
classe III de troisième ordre ou 
un groupe de classe IV de second 
ordre, etainsi de suite. Donc, pour 
que la chaîne cinématique soit 
statiquement déterminée, il faut 
qu'elle corresponde à la défini- 
Fig. 13.4. Schéma d’un mécanisme à tion de « groupe » que nous avons 
leviers à six éléments formé par adjonc- donnée au $ 12. Pour cette rai- 
tion de deux groupes de classe II. son il y a intérêt à rechercher les 
réactions dans les couples ciné- 
matiques tout en s’en tenant aux classes et aux ordres des groupes 
établis précédemment. 

40, Comme on l’a montré au $ 13, lors de l'analyse cinématique 
d’un mécanisme l'étude se déroule dans l’ordre d’adjonction des 
groupes, c’est-à-dire qu'on examine en premier lieu le groupe adjoint 
à l’élément menant (ou aux éléments menants) et au bâti. Ensuite 
on passe au groupe suivant, etc. En ce qui concerne le calcul des 
forces, il se déroule dans l'ordre inverse de l’analyse cinématique : 
le calcul des forces commence par le dernier groupe adjoint, en 
comptant à partir de l’élément menant, et se termine par l'élément 
menant. Soit donné, par exemple. un mécanisme à six éléments 
représenté sur la figure 13.4. On adjoint à l’élément menant et au 
bâti le premier groupe de classe II formé par les éléments 3 et 4. 
Ensuite, on adjoint au groupe 3 et au bâti Z de deuxième groupe de 
classe IT, formé par les éléments 5 et 6. On doit commencer le calcul 
des forces par le dernier groupe adjoint, c’est-à-dire par le groupe 
d'éléments 5 et 6, puis on doit passer au groupe d'éléments 3 et 4 
et, à la fin, à l’élément menant 2. 


$ 55. Détermination des réactions 
dans les couples cinématiques des groupes 


1°. Proposons-nous de déterminer les réactions dans les couples 
cinématiques d'un groupe de classe II BCD (fig. 13.5) de première 
espèce. Introduisons quelques désignations: l’élément auquel est 
joint l'élément BC aura le numéro 7, l’élément BC lui-même, le 
numéro 2, l'élément CD le numéro 3 et l’élément auquel se joint 
l'élément CD le numéro 4. Désignons par P;, la force agissant sur 
l'élément d'indice ! par l’élément d'indice k; par M .,(P,) le moment 
de la force P, par rapport au point À ; par L,, la distance séparant 
deux points quelconques À et B de l'élément AB; enfin par M4 
le moment du couple agissant sur l’élément d'indice £. Supposons 
que le groupe de classe II considéré (fig. 13.5) soit sollicité par 
les forces P, et P, et par les couples de moments A7, et M,. On de- 
mande de déterminer les réactions dans les couples cinématiques. 
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Fig. 13.5. Schéma cinématique Fig. 13.6. Groupe à deux entraîneurs de pre- 

d’un groupe à deux entraîneurs mière espèce: a) schéma cinématique mon- 

de première espèce. trant l’action des forces et des moments des 
couples de forces; b) épure des efforts. 


Ce problème peut être résolu par la méthode de l'épure des efforts. 
Choisissons pour points d'application des réactions P,. et P,.encore 
inconnues les points B et D, puis écrivons l'équation d'équilibre 
du groupe BCD (fig. 13.6, a) en annulant la somme de tous les 
efforts appliqués au groupe. On a 


Py+ P2+P:s+Piu 0. (13.3) 


Dans cette équation les forces P, et P, nous sont connues par 
leurs intensités, directions et points d'application. Quant aux 
réactions P,, et P,:, nous n'en connaissons que les points d’appli- 
cation. Pour déterminer les valeurs de ces réactions, décomposons 
chacune d'elles parallèlement et perpendiculairement à l'axe de 
l'élément ; la première composante aura l’indice », la seconde, l’indi- 
ce t. Il vient alors 


Py=Pio+Pir, Pis Pis + Pis. (13.4) 


On peut déduire les valeurs de P!, et de Pi, en écrivant séparé- 
ment les équations d'équilibre pour chacun des éléments 2 et 3. 
Etudions d'abord l’équilibre de l’élément 2. Celui-ci est sollicité 
par les forces et couples suivants: la force P., les composantes. Pr, 
et P', de la réaction P,2, la réaction P:, et le couple de moment A1.. 
Faisons l’équation des moments de toutes les forces par rapport au 
point C. Puisque le signe de la force P‘, nous est inconnu, on en 
prendra un de façon arbitraire en écrivant l’équation des moments. 
Si cette force, à la suite du calcul, s'avère être négative, sa direction 
réelle sera inversée. 


On a 
Mc(P2)+ Me (Pi2)+M:= 0. 
Cette équation ne comprend pas. les moments des forces P" 


et P::, car les droites d'action de celles-ci passent par le point C, 
si bien quon a 


Me(Pi:)=0 et Mc(P>) = 0. 
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Ensuite, avec Mc (P!,) = Pt,lzc, l'équation devient 
Mc (P2) + Pialpe + Ma=0. 
On en déduit l'intensité de la force P£, : 


___FMoc(P:), M 
Pia= [Re + re]. (2) 


Le signe de la force P!,, ainsi qu'on l’a indiqué plus haut, est 
déterminé par celui du second membre de la formule (13.5). Par 
analogie, écrivant la condition d'équilibre de l’élément 3, on reçoit 
l'équation des moments 


Mc(Ps)+ Mc(Pis) + Ms=0, 


parce que Mc (P2,) = 0 et que Mc(P;s) = 0. Alors l'intensité 
de la force Pt, sera 


=—[Mc(Ps), Ms 

Pis = [ lpc + De] (9-9) 

Le signe de la force P!, est le même que celui du second membre 

de l'équation (13.6). Portons les expressions obtenues de P!, et 
de P!, dans l'équation (13.3): 


Phr+ Pit Pi+Ps+ Pis + Pis =0. 


Seules nous sont inconnues, dans cette équation, les grandeurs 
des composantes P?, et Pr, des réactions P,.et P,, dirigées suivant 
les axes des éléments BC et DC. On les recherche en traçant l'épure 
des efforts. A cet effet, à partir d'un point arbitraire a (fig. 13.6, b), 
on porte à une échelle quelconque u» la force P, et l'on ajoute 
à celle-ci la force P.. Puis, à la même échelle, nous traçons respec- 
tivement les forces P!, et P!, calculées par les formules (13.5) et 
(13.6). Ces forces sont perpendiculaires aux axes des éléments BC 
et CD. Ensuite on mène du point d une droite parallèle à l'axe de 
l'élément BC et du point e une droite parallèle à l’axe de l’élément 
DC. C'est le point f d’intersection de ces deux droites qui détermine 
les valeurs des composantes P?, et P”.. 

Les réactions totales P,, et P,, se cherchent comme les résul- 
tantes, d’après les équations (13.4). La première réaction est tracée 
sur l’épure des efforts en reliant les points f et a, et la seconde, en 
reliant les points cet f. Pour rechercher la réaction P.. de l’élément 2 
sur l'élément 3, écrivons l’équation d’équilibre des forces agissant 
sur l'élément 3: 


Pist Ps+Pa3=0. 


La seule force dont l'intensité et la direction nous sont incon- 
nues dans cette équation est la force P... Son intensité s'obtient en 
construisant le triangle des efforts conformément à l'équation. 
Pour cela, il suffit de relier les points f et b de l’épure des efforts 
représentée sur la figure 13.6, b. Il est. évident que la réaction P.., 
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d'intensité égale et de signe oppo- 
sé à P.,, peut être tirée de l’équa- 
tion d'équilibre de l'élément 2: 


Py2+ P2+ P32 = 0. 


Le vecteur P., est figuré sur 
l'épure des efforts par le même 
segment (bf) que la réaction P.., 
avec cependant le sens opposé. 

20. Etudions maintenant un 
groupe de classe II de seconde es- 
pèce (fig. 13.7, a). Ce groupe pré- 
sente à son extrémité un groupe 
de translation B d'axe x — x. Le 
groupe est sollicité par les forces 
extérieures P, et P, et par les 


couples de moments M, et M.. Fig. 13.7. Groupe à deux entraîneurs 
Les réactions des couples cinéma- De Tone Peer GRR 
tiques peuvent être déterminées des moments des couples de forces: 


par la méthode des épures des b) épure des efforts. 
efforts. L'équation vectorielle 

exprimant l'équilibre de toutes les forces appliquées au groupe de 
la figure 13.7, a se présente comme suit: 


Pyo+P:+P3;+Pu-t. (13.7) 


La direction de la réaction P,, est connue : elle est dirigée per 
pendiculairement à l'axe de guidage x — x. Le point d'application 
et la grandeur de la réaction sont inconnus. En ce qui concerne la 
réaction P,3, On connaît son point d'application mais on ignore 
sa grandeur et sa direction. 

Décomposons la réaction P,, en P?, suivant l’axe de l'élément 
DC et en Pt, perpendiculairement à cet axe. Il vient P,, = P?, + 
+ Pi 

L'intensité de la force P!, sera tirée de l'équation d'équilibre 
des moments de toutes les forces sollicitant l'élément 3 par rapport 
au point C. On a 


Mc(P:)+Mec(Pis)+Ms=0, 
car Mc (P:3) = 0 et Mc (P?,) = 0. Le moment M. (P!,) est égal à 


Mc (P4:) — P'slpc: 


donc, 
Mc(P M 
Po [He] 

Le signe dela force Pt, est déterminé par celui de la somme des 
moments Mc (Ps) et M;3. Portant dans (13.7) l'expression obtenue 
de P,:, on a 

Py+P:+Ps+Pi,+P1,=0. 
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Dans cette équation seules sont inconnues les intensités des 
forces P,. et P".. On les cherche en construisant l’épure des efforts. 
À partir d’un point arbitraire a (fig. 13.7, b) on trace la force P. 
à une échelle u, quelconque et l’on y ajoute, à la même échelle, la 
force P;. À partir du point c est tracée la force connue P*, perpendi- 
culaire à l'axe de l'élément DC, et à partir du point d on mène 
la droite d’action de la force P", parallèle à l'axe de l'élément DC. 
Puis on mène par le point a une droite dans la direction de la force 
P,, perpendiculaire à l'axe x — x. Le point e d'intersection de ces 
droites définit les grandeurs des réactions P,, et P,.. La réaction 
P;, est figurée à l'échelle u, par le segment (ce), et la réaction P,, 
par le segment (ea). Des équations d'équilibre des éléments 2 et 3 


P 39 + P2+ Pz=0; 
Puy + P3+ P3=0 


on déduit les réactions P., et P.,. Le segment (be) représente la 
réaction P,,, ou bien la réaction P4 de valeur égale et de sens 
contraire. 

Il reste de situer le point X d'application de la force P;,, sur 
l’axe de guidage x — zx (fig. 13.7, a). A cet effet on écrit l'équation 
des moments des forces agissant sur l’élément 2 par rapport au 
point C. On a 


Mc(P2) + Mc(P12) + M2=0, 


car Me (P>) = (. 

On ignore ici seulement le bras de levier À de la force P, 
(fig. 13.7, a), qu'on recherche d’ailleurs à l’aide de cette même 
équation. 


On a 


Moc(Ps), Mo 
h=— [+]. (13.8) 

La situation du bras de levier À par rapport au point C est défi- 
nie par le signe du second membre de l’équation (13.8). 

Etant donné que le coulisseau B est représenté sur la figure 13.7, a 
de façon schématique, le point X d’application de la force P:: 
s’est trouvé en quelque sorte en 
dehors du coulisseau. En réalité 


P 
fe : la force P,, agit dans la zone de 
{ CACLLLALLALLL 1 contact des éléments Z et 2. Par 
Se CS exemple, si le coulisseau représen- 
À a a 2 | te un parallélépipède de lon- 
% 4 gueur À glissant sur ses guides 
P; q — q (fig. 13.8), on peut repor- 


ter le point d'application de la 
Fig. 13.8. Répartition des réactions force P,. au centre © du coulis- 


sur le guidage d'un couple de transla- eau (fig. 13.8). Le coulisseau sera 
tion. alors sollicité par la force P;, et 
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Fig. 13.9. Groupe à trois entraîneurs de classe III : a) schéma cinématique mon- 
trant l’action des forces et des moments des couples de forces ; b) épure des efforts. 


le couple de forces de moment M égal à 
M = Ph’, 


où k’ est la distance du point X au point ©. Il est plus commode de 
représenter le couple de forces de moment M comme deux forces 
P*, et — P{, appliquées aux points extrêmes W et L du coulisseau 
(fig. 13.8). L’intensité de la force P°, sera 


M h" 
dard 


De cette facon, le coulisseau sera sollicité par la force P,, appli- 
quée au point O et par les forces P%?, et —P%: appliquées aux points N 
et Z et qui créent un couple de moment Af. 

Nous venons d'étudier en détails la recherche des réactions dans 
les couples cinématiques des groupes de classe II de première et 
seconde espèces. Pour les groupes d'autres espèces de classe II, le 
mode de resolution est analogue. | 

3°. La recherche des réactions dans les couples cinématiques des 
groupes de classe [IT s’opère par la méthode des épures des efforts 
avec les points singuliers. C’est ce que nous allons faire. 

Soit un groupe à trois entraîneurs de classe III BCDEFG 
(fig. 13.9, a) sollicité par les forces connues P., P., P, et P; et par 
les couples de forces de moments M.,, M,, M, et M3. On demande 
de savoir quelles sont les réactions dans les couples cinématiques 
B, C,; D, E, F, G. | 

Décomposons les réactions P,,, P,: et P;, suivant l'axe de l'en- 
traîneuri correspondant et perpendiculairement à cet axe. Cherchons 
les composantes. Elles seront | 


Py=Pio+ Pis, Pes=PistPhs Pau Pit Pi. (13.9) 
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Ecrivons l'équation des moments de toutes les forces agissant 
sur l’élément 2 par rapport au point E. Il vient 
Mo+ Mp(Ph2) + Ms (P2) = 0. (13.10) 
À l'aide de l’équation (13.10), déterminons P#, : 
_ __ME(P:)+ M: 
Pir= BE | 
Ensuite, à partir de l'équation des moments de toutes les forces 
agissant sur l'élément 3 par rapport au point F, cherchons la réac- 
tion Pé:. 
Ms3+Mp(P$3) + Mpr(P3)=0. (13.11) 
d’où 
pt. -— Mr(Ps)+Ms 
63 Îcr 
A partir de l’équation des moments de toutes les forces agissant 
sur l’élément 4 par rapport au point G, cherchons la réaction P;, : 


Mi +Mc(Pi)+Mo(Ps) =0; (13.12) 
d’où 
pt,=-Mco(Py+rM 
14 — É S ° 


Ceci fait, on situe le point singulier S à l'intersection des axes 
de deux entraîneurs quelconques et on écrit l'équation des moments 
de toutes les forces sollicitant le groupe par rapport au point S. 
Il vient 


Ms(P2)+ Ms(Ps)+Ms(P)+Ms(P:) + Ms(P})+ Ms(P}) + 
+Ms(Pi)+Ms(P%) +Mo+Ms+ Mit Ms=0. (13.13) 


Dans cette équation les moments des forces Pr, et JP, par rapport 
au point S sont nuls. Les réactions P!,, P!, et P!, sont déjà connues. 
La seule force inconnue dans l'équation (13.13) est la réaction P?, 
dont le moment par rapport au point S est égal à M$ (P2,) = Prh. 
L'’intensité de la réaction P7, se déduit de l’équation (13.13). 

Après avoir calculé la réaction P*,, on trouve la réaction Px 
par composition géométrique des deux composantes connues : 


Px=P?!,+?r!. (13.14) 

On annule ensuite la somme géométrique de toutes les forces 
appliquées au groupe: 

Ph+Ph+ Pot Pit Put Ps+P:3+Pét+Pis=0. (13.15) 

Dans cette équation seules sont inconnues les composantes P,3 

et P7,, que l’on recherche à partir de l’équation, en construisant 


l'épure des efforts à l'échelle choisie (fig. 13.9, b). A partir d'un 
point arbitraire a on trace la force P, sous forme d’un segment (ab). 
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Du point bon mène Ia force P, figurée par le segment (bc), du point c 
la force P;, figurée par le segment (cd). Puis on trace la force P:. 
du point d sous forme du segment (de) et, enfin, la force P, du point e 
sous forme du segment (ef). Appliquant aux points a et f les forces 
P!{, et P, trouvées précédemment, on les matérialise par les seg- 
ments (ag) et (fk) et l’on mène par les points g et À obtenus des droites. 
parallèles aux forces P?, et PT. Reliant par une droite leur point 
d’intersection! Let le point a de l'épure des efforts, on reçoit, à l’échel- 
le up. la réaction totale P,. sous forme du segment (la). Reliant les 
points f et l, on reçoit à la même échelle la réaction totale P;4 sous. 
forme du segment (fl). 

Les réactions P;, P:3 et P:, seront tirées des équations expri- 
mant les conditions d'équilibre des éléments 2, 3 et 4 considérés 
séparément : 


Py+P:+Ps=0, Pet Ps+Ps5s=0, Prat Pi+Pa=0. 


Dans la première de ces équations on ignore la réaction Ps, 
dans la deuxième la réaction P::, dans la troisième P:,. Pour les. 
déterminer, il suffit de construire les triangles des efforts supplé- 
mentaires. La première réaction s’obtient en reliant sur l’épure des. 
efforts les points b et L; la deuxième, / et e; la troisième, b et d. 
Le segment (bl) figure à l'échelle u> la réaction P:; le segment 
(le), à la même échelle, la réaction P:: ; le segment (bd), la réaction 
P,,. Les réactions dans tous les couples cinématiques du groupe- 
à trois entraîneurs se cherchent de façon analogue. 

La méthode décrite peut être étendue à tout groupe de classe III 
admettant des points singuliers. 

40, Passons à la recherche des réactions dans les couples cinéma- 
tiques des groupes comprenant des couples supérieurs. Il découle de- 
l'équation (13.1) que de tels groupes sont statiquement déterminés. 
si, par exemple, le nombre d'éléments n est égal à nr = 1, le nombre 
ps de couples de classe V est p; = 1 et le nombre p, de couples de- 
classe IV est aussi p, — 1. Ce groupe est représenté sur la figu- 
re 13.10, a. L'élément 2 constitue un couple de rotation B avec 
l'élément 7 et un couple supérieur Æ avec l'élément 4; ce dernier 
couple est formé par deux courbes tangentes p — p et g — q. On. 
trouve sur la normale nr — n menée par le point Æ les centres de 
courbure C et D des courbes osculatrices p — p et g — q et l’on 
introduit l'élément substitutif 3. On se trouve alors en présence- 
d'un groupe de classe 11 BCD de première espèce analogue au groupe- 
montré sur la figure 13.6, a. Supposons que l'élément 2 soit solli- 
cité par une force P, et par un couple de moment M, (fig. 13.10, a). 
La réaction P,, peut être représentée comme une somme de deux 
réactions composantes, 


Py=P},+P}. 


Puisque l'élément 3 est fictif et libre de toute sollicitation exté- 
rieure, la réaction P,, est dirigée suivant la droite CD. Cette réac- 
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Fig. 13.10. Groupe comprenant un couple cinématique supérieur et un couple 
cinématique inférieur : a) schéma cinématique montrant l’action des forces et du 
moment du couple de forces; b) épure des efforts. 


tion est égale à la réaction P,,: 
Puy = Py 


L'équation d'équilibre du groupe se présente donc comme ceci: 


+ Pis + Pot Pa =0. (13.16) 


Dans l'équation (13.16) on ignore les composantes P?, et P!, 
de P,, et la réaction P,.. La composante P}, se laisse déduire de 
l'équation des moments de toutes les forces, qui agissent sur l'élé- 
ment 2, par rapport à l’élévement C. On a 


_F Mc (Po) 
lBc 


P!,— + ||. (13.17) 


lgc 

Seules restent inconnues, dans l'équation (13.16), la composante 
P", et la réaction P,. 

Pour déterminer la composante P", et la réaction P,:, on trace 
l'épure des efforts (fig. 13.10, b). 

À cet effet, on mène à partir d'un point arbitraire a à une certaine 
échelle u£ la force P. et on applique à son extrémité la force P!, 
calculée par la formule (13.17) et représentée à la même échelle. 
Du point c on mène Îla droite parallèle à BC, et du point a la droite 
parallèle à DC. Le point d d’intersection de ces droites définit les 
réactions P,, et P?,. La réaction totale P,, sera figurée par le seg- 
ment (bd). 

L'exemple que l’on vient de considérer montre que le calcul 
-cinétostatique des groupes à couples supérieurs peut être effectué 
-en réduisant ces groupes à des groupes ne comportant que des couples 
inférieurs de classe V et en établissant les conditions d'équilibre 
du nouveau groupe. 
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$ 56. Détermination des réactions 
dans les couples cinématiques des groupes 
compte tenu des forces de frottement 


49. Au $ 55 nous avons examiné la méthode de détermination des 
réactions dans les couples cinématiques dans l'hypothèse de frot- 
tement inexistant. 

Voyons maintenant quelles modifications doivent être apportées 
à la méthode de calcul exposée si l’on tient compte des forces de frot- 
tement apparaissant dans les couples cinématiques 

Considérons. à titre d'exemple, un groupe de classe IT de pre- 
mière espèce (fig. 13.11, a) sollicité par des forces P. et P.. Le 
groupe comprend trois couples cinématiques de rotation dans lesquels 
apparaissent des moments M, M. Mf et MM provenant des 
forces de frottement. En vertu de la formule (11.25), ces moments 
sont égaux à 


MA = Pyfgrm Mis=—Mi=Pofcre, Mi=Pafprns (13-18) 


OÙ Pie, Pog Ps sont les réactions de couples B, C, D; f8, fc; 
fp sont les coefficients de frottement dans les couples de rotation; 
Fr rc et rb sont les rayons des parties cylindriques de ces couples 
(voir $ 47). La direction de ces moments est déterminée par celle 
des vitesses angulaires correspondantes du mouvement relatif des 
éléments du groupe. Ainsi, si la vitesse angulaire w., de l'élément 2 
par rapport à l'élément J est dirirgée dans le sens horaire (fig. 13.11, a) 
le moment Wf, en cas d'équilibre de l’élément 2, sera dirigé dans 
le sens antihoraire. Si la vitesse angulaire «@.4 de l'élément 2 par 
rapport à l'élément 3 a la direction antihoraire, le moment M 
en cas d'équilibre de l’élément 2? aura la direction horaire, et ainsi 
de suite. Il est évident que le moment Af" en cas d’équilibre de 
l'élément 3 a la direction inverse du même moment en cas d'équilibre 


Fig. 143.11. Groupe à deux entraîneurs de première espèce: a) schéma cinémati- 
que montrant l’action des forces >. Sn des couples de forces; b) épure 
es elflorts. 
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de l'élément 2, car 


L’équation vectorielle d'équilibre des forces sollicitant le groupe 
se présente comme ceci: 


P;,+P;+P:+Ps+P,+P%-0, 


où P?,, Pt, Pr, et P!. sont les composantes correspondantes des 
réactions P,. et P,3 (fig. 13.11. a). 

Pour déterminer les composantes Pt, et P{.,, on écrit les équa- 
tions des moments de toutes les forces appliquées aux éléments ? 
et 3: 


Mc(Pi)+Mc(P:)+Mi+ME=0, (13.19) 
Me (Pis) +Mc(Ps) + MS + MS = 0. (13.20) 


Les moments de frottement qui figurent dans les équations (13.19) 
et (13.20) peuvent être déduits des équations (13.18); or, puisque 
les réactions P.,, P.,.,et P,, ne sont pas connues (on se propose juste- 
ment de les rechercher), les composantes Pt, et Pt, ne peuvent être 
déduites directement, elles non plus, des équations (43. 19) et (13. 20). 
On est amené donc à la nécessité de résoudre les six équations d’équi- 
libre simultanées qu'admettent, dans le cas général, les éléments 2 
et 3. La résolution d’un pareil système d’équations demande des 
calculs fort encombrants; on préfère, pour les calculs pratiques, la 
méthode des approximations successives, qui consiste en ce qui suit. 

2°. Admettons, en première approximation, que les moments 
des forces de frottement soient nuls, MA = 0, M = —Mn =0 
et Mf = 0. Le problème se réduit alors au cas de calcul, examiné 
au $ 56, qui se fait sans tenir compte des forces de frottement dans 
les couples cinématiques. À l’aide des méthodes exposées dans ce 
paragraphe, nous recherchons les composantes P!, et Pt, et nous 
traçons l’épure des efforts (fig. 13.11, b). Admettons que > les réac- 
tions des couples B, C et D sur l’épure soient égales respectivement 
à Pi, P53 et P4s. Sur la figure 13.11, b la réaction P33 n'est pas 
représentée, pour ne pas surcharger le tracé. Portons les valeurs 
obtenues des réactions P%, P2: et P?3: dans les formules (13.18). 
I] vient 


(Mi) = Pers, (Mi) = —(ME) =Pifcre, (MS) = Pafnrre 


Portant ces nouvelles valeurs des moments de frottement dans 
les équations (13.19) et (13.20), on reçoit de nouvelles valeurs des 
composantes (P!.)' et (P!,)’. Les nouvelles valeurs des composantes 
seront évidemment différentes de celles obtenues dans l'hypothèse 
de frottement inexistant. Donc, si l'extrémité du vecteur force P,: 
se trouvait précedemment en do, elle se placera cette fois en un point 
di. De même, l'origine du vecteur force P:, ne sera plus en €, mais 
en €,. Ayant mené des droites dans les directions des composantes 
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(P”,)' et (P:,)', on constatera que l'extrémité du vecteur force P,,, 
l’origine du vecteur force P;, et l’origine du vecteur force P,, ne se 
trouvent plus en f, mais en f,. On aura donc une deuxième épure des 
efforts, à partir de laquelle on déterminera de nouvelles valeurs 
des réactions P,,, P,, et P,, dans les couples B, Cet D. 

Pour une précision encore meilleure des valeurs des réactions 
dans les couples, on peut procéder à une réitération des calculs, en 
portant les dernières valeurs P,,, P,, et P,, de nouveau dans les 
formules (13.18), calculer ensuite les nouvelles valeurs des moments 
de frottement (Mf)”, (M%)”, (Mf:)” et (Mf)" pour les porter à leur 
tour dans les équations (13.19) et (13.20). L’on aura alors de nouvel- 
les valeurs des composantes (P!,)” et (P!,)”, à l'aide desquelles on 
construira une nouvelle épure des efforts (fig. 13, 11. b), relèvera 
de nouveaux points d., €, f. et déterminera de nouvelles réactions 
P’,, P,,, et P’.. Les réitérations décrites peuvent être poursuivies; 
or, en pratique, on peut toujours se borner à la deuxième, voire à la 
première approximation, retenant les forces P;,, P°, et P’., et 
même seulement P,,, P.,, P,.. 

La méthode que l’on vient de décrire peut être étendue aux 
groupes de toute classe, comprenant n'importe quelles combinaisons 
de couples supérieurs de rotation et de translation. Etant approxi- 
mative, cette méthode est valable seulement quand il y a convergen- 
<e, si bien qu’à chaque nouvelle approximation on reçoive une varia- 


tion moins grande de la force ou du moment qu'en approximation 
précédente. 


$ 97. Calcul cinétostatique 
de l'élément menant du mécanisme 


1°. Examinons maintenant le cas généralïde recherche dela 
réaction dans le couple cinématique que forme l'élément menant 
avec le bâti. Il s’agit le plus souvent d’un couple de translation de 
classe V ou d’un couple de rotation de classe V. Considérons donc les 
deux cas, l’un après l’autre. Il découle de la formule (13.1) que, 
sous l’action des forces appliquées arbitraires, y compris les forces 
d'inertie, l'élément menant ne se trouve pas en équilibre, car s’il 
y a un élément mobile et un couple de classe V le nombre d'équa- 
tions d'équilibre possible sera d’une unité inférieur au nombre d'’in- 
connues à rechercher, parce que | 


Sn — 2ps = 3 — 2 — 1. 


Pour qu'il y ait équilibre, on doit faire intervenir une force ou 
un couple supplémentaires tels qu'ils puissent faire équilibre à l’en- 
semble des forces appliquées à l’élément menant. La force et le 
moment de cette nature s'appellent force équilibrante et moment 
équilibrant. Désignons la force équilibrante par P« et le moment 
équilibrant par Meq- Voyons maintenant quelles forces et quels 
moments sont considérés comme équilibrants dans les machines. 
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Fig. 13.12. Mécanisme à coulisseau et manivelle : a) schéma cinématique muuirant 
les forces appliquées à l'élément menant; b) épure des efforts. 


Soit un mécanisme à coulisseau et manivelle d’un moteur à pis- 
ton unique servant à actionner une machine de travail quelconque ;: 
il s’agit de faire le calcul des forces. Si l'élément menant est la mani- 
velle Z (fig. 13.12, a) du moteur, le groupe adjoint de classe II sera 
constitué par la bielle Z et le piston 3. A la suite du calcul des forces 
pour ce groupe, on connaîtra la réaction P., de la bielle 2 exercée 
sur la manivelle 7. La manivelle est sollicitée, en plus par une force 
P, et un couple de forces de moment M, qui représentent les résul- 
tantes des sollicitations extérieurs et des forces d’inertie. Sollicitée 
par ces forces et par la réaction P4, du bâti, la manivelle ne sera 
pas en équilibre dans le cas général. Pour l’équilibrer, il y a lieu 
d'appliquer une force équilibrante P44, où un moment équilibrant 
Me4- Ce seront les réactions ou le moment provenant de la machine 
de travail que le moteur actionne. Si le vilebrequin du moteur est 
réuni à l'arbre d'attaque de la machine de travail par un embrayage, 
le moment équilibrant appliqué à l’arbre du moteur sera représenté 
par le moment de réaction des forces résistantes de la machine de 
travail. Si le vilebrequin du moteur est lié à l'arbre d'attaque de la 
machine de travail par un engrenage. le rôle de force équilibrante 
appliquée à la roue emmanchée sur l'arbre revient à la réaction de la 
machine de travail. I] est évident que la direction de cette réaction 
sera normale aux profils associés des dents de l’engrenage, abstrac- 
tion faite du frottement dans l’engrenage. De cette façon. la ligne 
d’action de la force équilibrante est entièrement définie par la 
construction du mécanisme de transmission de la machine (en qua- 
lité de force ou de moment équilibrants agissent la force de réaction 
ou le moment du moteur). 

2°. Supposons que l'élément menant Z (fig. 13.12. a) forme un 
couple de rotation À avec l'élément fixe et soit sollicité par une 
force P:., (réaction de l'élément 2 sur l'élément 7). nne certaine 
force donnée P, et un couple de forces de moment Âf,. Soit m— m 
la droite d’action de la force équilibrante P4a. L’intensité du mo- 
ment M 1 (P6a) de la force équilibrante se déduira alors de l’équa- 
tion des moments de toutes les forces sollicitant l'élément par rap- 
port au point À: 


M à (Pea) + Ma (Pi) + M à (Pas) +M:=0. 
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On en tire la valeur du moment 
M 4 (P6q) : 


M À (Péa) = —1M à (P1) + 
+M 4 (Pau) + Mi. (13.21) 


Le signe du moment est fonc- 
tion des valeurs et du signe des 
moments M4 (Pi), MA (Pa) et 
M]. L'intensité de la force équi- 
librante Pe se calcule par la 
condition 


dans laquelle h est le bras de le- 
vier connu de la force équilibran- 
te Pea (fig. 13.12, a). 

Il vient alors 


Fig. 13.13. Elément menant qui cons 
Pi [M à (Pi) + M À (Pas) + Mi) titue un couple de translation avec le- 
ad + 


h montant : a) schéma cinématique mon- 
| | _ trant l'action des forces; b) épure des 
Connaissant l'intensité et la di- efforts. 


rection de la force Péq, on dé- 


duit. maintenant la réaction P,, du couple cinématique À de l’équa- 
tion vectorielle 


Péq + Poi + Pi+ Pa = 0. (13.22) 


La résolution graphique de cette équation est montrée sur la 
fig. 13.12, b. S'il y a un couple de forces au lieu d'une seule, le 
moment équilibrant Méq Sera calculé par une équation analogue 
à (13.21): 

Méa= — {M 4 (P51) + M 4 (Pa) + Mi). 


La réaction P;, du couple cinématique À se calcule par l'équation 
vectorielle 


P;+P:+2P,,=0. (13.23) 


On voit sur la figure 13.12, b l’épure des efforts pour le calcul 
de la réaction P,.. 

30. Supposons maintenant que l'élément menant 7 forme un 
couple de translation W avec l'élément fixe (fig. 13.13, a). La réac- 
tion P,, dans le couple NW sera alors dirigée perpendiculairement 
à l’axe de translation. Soit m — m la droite d'action de la force 
équilibrante P44. L’intensité de cette dernière peut étre obtenue 
de l'équation (13.22). 

Dans cette équation les forces P, et P., sont connues; les direc- 
tions des forces Po, et Pa Sont connues, elles aussi. La résolution 
graphique de cette équation est illustrée fig. 13.13. b. 

Pour situer le point N d’application de la réaction P,,, on écrit 
l'équation des moments de toutes les forces par rapport au point À 
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d'application de la force P.,: 
M x (Péa) + Mr (P3) + Mx (Pos) + Mi =0. (13.24) 


La seule inconnue de cette équation est la longueur du bras de 
levier k de la force P,,. Cherchons-la : 


MK (P1) + Mr (P M 
p — —| K ( Reet re a 1h (43.25) 
01 
La direction dans laquelle on portera le segment À est fonction 
des valeurs et des signes des moments M,, MX (Pea) et Mx (P:). 


$ 58. Calcul des forces 
dans quelques mécanismes courants 


19. Dans ce paragraphe nous allons faire le calcul des forces 
dans quelques mécanismes courants: mécanismes à levier, à came, 
à engrenages. 

20. Commençons par le mécanisme à levier. Soit un mécanisme 
à| levier et coulisse avec un élément menant 7, représenté sur la 
figure 13.14. Le calcul des forces consiste en la recherche des réac- 
tions dans les couples cinématiques engendrées par la force P,; 
appliquée au point S; de l’élément 5, la force P, appliquée au point 
S, de l'élément 4, la force P, appliquée au point S, de l'élément 3, 
æet le couple de forces de moment 4, appliqué au même élément. 
La force P, fait un angle & avec la direction BD. La force P, est 
parallèle à l’axe x — zx et la force P, est perpendiculaire à celui-ci. 
La droite d'action m — m de la force équilibrante P44 passe par 
le point S, de l'élément Z perpendiculairement à son axe. 

Le mécanisme à levier et coulisse considéré représente un méca- 
nisme de classe II qui se compose de deux groupes de classe IT: 
un groupe de troisième espèce (élé- 
ments 2 et 3) et un groupe de 
seconde espèce (éléments 4 et 5). 

Nous commencerons la déter- 
mination des reactions dans les 
couples cinématiques par le der- 
nier groupe adjoint, constitué par 
les éléments 5 et 4. Décomposons 
la réaction P:, (fig. 13.15, a), 
qui s'exerce dans le couple D, en 
deux composantes P?, et P!,: 


Pa=Pu+P Fe 
Ecrivons ensuite l’équation 
des moments de toutes les forces, 
| | | qui agissent sur l’élément 4, par 
Fig. 13.14. Schéma cinématique d’un . . ; 
canine à coulisse montrant les for- rapport au P oint E (fig. 13.15, a): 
ces appliquées. M£(P.) + Me (P.) =0; 
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Fig. 13.15. Groupe à deux entraîneurs 4-5 du mécanisme de la figure 13.14: 
a) schéma cinématique du groupe 4-5 ; b) épure des efforts. 


d'où l’on déduit 


t __ Pi 
Pau = Lx 
où h, est le bras de levier de la force P, par rapport au point E et 
lLhg la distance séparant les points D et E de l’élément 4. 
Etablissons ensuite l'équation générale d'équilibre du groupe, 
en annulant la somme de toutes les forces qui sollicitent le groupe : 


Ph+Pi+Pi;+Ps+ Pos=0. 


Les forces P,, P,. et P!, sont connues. Les forces P* et P,, ne 
sont connues que par leur direction. La force Pr, est parallèle à l'axe 
DE de l'élément 4, et la force P,. est perpendiculaire à l’axe x — x. 

Pour déterminer l'intensité des forces P7?, et P,., on construit 
l'épure des efforts à une échelle quelconque u, (fig. 13.15, b). A cet 
effet, on trace à partir d'un point arbitraire d le segment (da) figu- 
rant la force P!,. A l'extrémité de P!, on applique la force P, (seg- 
ment (ab)), et à l’extrémité de celle-ci, La force P; (segment (bc)). 
Par le point c on mène la droite dans la direction de la force P,s, 
c'est-à-dire perpendiculairement à l'axe x — x, et par le point d, 
une droite dans la direction de la force P*,, c'est-à-dire parallèle- 
ment à la direction DE de l'élément 4. Le point e d’intersection de 
ces deux droites situe l’origine du vecteur force P?, et l'extrémité 
du vecteur force P,5. Reliant le point e au point a, on obtient le 
segment (ea) qui figure la force P.,. La réaction P,. s'obtient sous 
forme du segment (eb) reliant les points e et b. 

Le point X d'application de la force P, (fig. 13.15, a) sera trou- 
vé à l’aide de l'équation des moments de toutes les forces sollicitant 
l'élément à par rapport au point E: 


M (Ps) + Me(Pos) =0, 


d’où l’on tire la longueur du bras de levier hs — Æ£X (fig. 13.15, a) 
de la force P,, par rapport au point E: 


____ Mg(P:) 
hos — Pos : 
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Fig. 13.16. Groupe à deux entraîneurs (2-3 du mécanisme de la figure 13.14: 
a) schéma cinématique du groupe 2-8; b) épure des efforts. 


Si les dimensions réelles du coulisseau 5 sont connues, il y a lieu 
de rapporter la force au centre E du coulisseau, ainsi qu’il est montré 
sur la figure 13.8 ($ 55). 

Considérons maintenant le groupe formé par les éléments 2 et 3 
(fig. 13.16, a). Ce groupe est sollicité par la force extérieure P,, 
appliquée au point D, d'intensité égale et de sens opposé à la force 
P34, par la force P, appliquée au point S., et par le couple de mo- 
ment Ma. 

.Discutons l'équilibre de l'élément 3. L'élément 2 ne supportant 
aucune charge, la réaction P., s'applique en un point C et se dirige 
perpendiculairement à la direction BD de l'élément 3. 

Pour déterminer l'intensité de la force P.:, on écrit l'équation 
des moments de toutes les forces sollicitant l’élément 3 par rapport 
au point B: 


| M (Pis) + M3 (P23)+ Ms (Ps) + Ms=0. 
L'intensité de la force P.:, en vertu de l'équation précédente, sera 


Pysh Psh M 

D. — —[ sshs ss 8 

di lBc g5 lc de lgc 
où hs et h,« sont les bras de leviers des forces P, et P,, par rapport 
au point B. Une fois la force P., déterminée, on cherche la force 
P,, en annulant la somme de toutes les forces appliquées à l'élément 
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Pos + P3+ Pis+ Pos = 0. 


La solution de cette équation sera trouvée graphiquement. 
A partir du point a (fig. 13.16, b) on porte la force P., représentée 
à l'échelle u> par le segment (ab) et on fait agir à son extrémité la 
force P, sous forme du segment (bc). Puis on trace la force P,,sous 
forme du segment (cd) issu du point c. Le segment (da) figure la for- 
ce P,3. 
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Fig. 13.17. Elément menant 7 du mécanisme de la figure 13.14 : a) schéma ciné- 
matique de l'élément 7; b) épure des efforts. 


Discutons ensuite l'équilibre de l’élément menant J (fig. 13.17). 
I1 est sollicité par la force P,, d'intensité égale et de sens opposé 
à P,,. La droite d'action de la force équilibrante P4, est définie 
par la droite m — m perpendiculaire à l’axe AC de l’élément 1 
(fig. 13.17, a). Pour déterminer la force équilibrante Pa, on écrit 
l'équation % 
M (P6a) + M à (Pas) = 0 
et l’on en tire 
Pile 
P — 21 2 
éq hea 
oùh:1et hkeq Sont les bras de leviers des forces P;, et P4, par rapport 
au point À. La réaction P,, dans le couple À sera trouvée graphique- 
ment (fig. 13.17, b), au moyen de l'équation vectorielle d'équilibre 
de toutes les forces sollicitant l'élément menant 7 


Pa + Pea + Poi =. 


A partir du point a on trace à l'échelle u, le segment (ab) représen- 
tant la force P., et l’on applique à l'extrémité de ce segment la 
force Pe4 (segment (bc)). Le segment (ca) représente la force P,.. 

3. Le calcul des forces dans les mécanismes à couples de clas- 
se IV s'effectue par les méthodes décrites au $ 55, après avoir réduit 
le mécanisme en question à un mécanisme ne comportant que des 
couples de classe V. 

Soit un mécanisme à came ayant des couples de classe IV 
(fig. 13.18), sollicité par les forces extérieures P, et P, et par un 
couple de moment ,. On demande de savoir les réactions dans 
les couples cinématiques et l’intensité du moment équilibrant M4 
appliqué à la came J. 

Réduisons ce mécanisme à un mécanisme ne comportant que des 
couples de classe V (fig. 13.19). Les lettres O, et O, désignent les 
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Fig. 13.18. Schéma d'un mécanisme Fig. 13.19. Mécanisme substitutif du 


à came et leviers montrant l’action isme à came de la figure 13.18: 
des forces. a) schéma cinématique; b) épure des 
efforts du groupe 3-5; c) épure des ef- 


forts du groupe 2-4 


centres de courbure des profils des éléments 7 et 2 en leur point de 
tangence. Lorsque l'élément 7 est menant, on se trouve en présence 
d'un mécanisme de classe IÏ. Son premier groupe est constitué par 
les éléments 4 et 2 qui forment trois couples de rotation O,, O, et B. 
Son second groupe est constitué par les éléments 3 et 5 qui forment 
un couple cinématique de rotation E et deux couples cinématiques 
de translation à axes {” — {" et q — q. 

Calculons d’abord le second groupe de classe II. La force P; 
s'exerce sur l’élément 3 de ce groupe ; l’élément 5, étant fictif, n'est 
pas sollicité. De cette façon, l'élément 3 subit l’action de la force P;, 
de la réaction P., dirigée perpendiculairement à l'axe de guidage 
t’ — t’ et de la réaction P,, dirigée perpendiculairement à l'axe 
q — g. Pour la recherche des réactions P,5 — P:4 et Pos, écrivons 
l'équation des forces sollicitant le groupe (3-5) 


P,+P:+P0=—0. 


Par construction de l’épure des efforts (fig. 13.19, b) on détermine 
les réactions P,4 et P,5. La réaction P,, = P.34,en raison de la non- 
sollicitation de l'élément 5, passe par le point E perpendiculaire- 
ment à la droite {’ — 1. 

Pour calculer le groupe (2-4), on applique au point Æ de l’élé- 
ment ? la force P., d'intensité égale et de sens opposé à P.:. L'élé- 
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ment 2? de ce groupe sera donc sollicité par les forces P,, P,. et par 
le moment M.. L'élément 4, étant fictif, n'est pas sollicité. En 
raison de l'absence de sollicitation extérieure de l’élément 4, la 
réaction P,. est dirigée suivant l’axe 0,0. de cet élément. De l’équa- 
tion des moments de toutes les forces sollicitant l’élément 2 par 
rapport au point B on déduit la réaction P,. égale à P..: 


Pi=b:=— É PES Este | 


où = est le bras de levier de la force P,. par rapport au point B- 
Ceci fait, mettant en équation l'équilibre des forces agissant 
sur l'élément 2 


P; + Ps2 + Pie + Po =0 


et construisant l’épure des efforts (fig. 13.19, c), on détermine la 
réaction P,.. L'élément menant Z est sollicité par la force P., — 
= —P;, et par le moment équilibrant M4. Le moment équilibrant 
Méa se déduit de l'équation des moments 


Méa+ MA (Pa) =0, 
d’où 
Meg = — M 4 (Pa). 
La réaction P,, s’obtient alors de l'équation 


Po + Pa =0, 
d’où 
P: — — P4. 

L'exemple que l’on vient de considérer montre qu’il n’est pas 
indispensable de réduire le mécanisme à came à un mécanisme 
ne comportant que des couples de classe V si l’on admet, comme dans 
le $ 54, que les réactions dans 
les couples supérieurs sont nor- 
males aux parties des éléments 
des couples supérieurs en leurs 
points de tangence. 

40, Passons au calcul des 
forces agissant dans les méca- 
nismes à engrenages avec les 
roues cylindriques rondes. Sur 
la figure 13.20, a on voit un 
engrenage élémentaire à trois 
éléments dont les roues ont les 
rayons de leurs circonférences 
primitives r, et r, et leurs axes 
À et B fixes. Il sera toujours 
supposé, dans la suite, que les Fig. 13.20. Mécanisme à scoot 


centres des masses des roues rieur: a) schéma du mécanisme : b) épure 
sont traversés par les axes et des vitesses. 
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que les roues sont donc en équilibre. Les forces centrifuges d'inertie 
des roues s’annulent alors, si bien que la rotation non uniforme des 
roues ne donne lieu qu’à des couples supplémentaires provenant 
des forces d'inertie, couples dont les moments se cherchent par les 
formules (12.2) du $ 52. 

Soit la roue Z menante, sollicitée par le moment équilibrant 
Méa, et la roue 2 menée, sollicitée par le moment M.. Le moment 
M, est résultant des forces extérieures et du couple de forces d'’iner- 
tie. 

D'après la direction du vecteur vitesse » < du point C (fig. 13.20), 
on détermine les directions des vitesses angulaires ©, et ©, des 
roues Z et 2. La direction du moment W4 doit coïncider avec celle 
de la vitesse angulaire ©,, parce que la roue Z est menante. La direc- 
tion du moment M, doit être inverse de celle de la vitesse ©, car 
la roue 2 est menée. Quel que soit le point de tangence des profils 
g1 et gA des dents des roues 7 et 2, la normale nr — n à ces profils 
passe toujours par le point C de contact des circonférences primitives 
qui représente le centre instantané dans le mouvement relatif des 
roues Z et 2. Pour la commodité de l'exposé, il sera admis dans 
la suite que les forces P,, ou P,, sont toujours appliquées au point C 
suivant la normale n — n. 

Pour savoir de quel côté on doit tracer l'angle « (fig. 13.20, a) 
entre la normale nr — nr et la tangente t — t aux circonférences 
primitives au point C, on se laissera guider par une règle facile 
suivante. Si la roue menante est celle qui est à engrènement exté- 
rieur, la position de la normale n — n sera trouvée en faisant tour- 
ner le vecteur vitesse ve. du point de contact C (fig. 13.20, b)de 
l'angle «& dans le sens inverse de la vitesse angulaire ©, de rotation 
de la roue menante. Si la roue menante est celle qui est à engrènement 
intérieur, le vecteur vitesse du point de contact sera tourné dans 
le sens direct de la vitesse angulaire de la roue menante. 

Lors du calcul des forces dans les engrenages, on peut, au lieu 
de substituer aux couples supérieurs de classe IV les chaînes à cou- 
ples de classe V, discuter l'équilibre des roues qui forment des systè- 
mes statiquement déterminés. À ce titre, on considère comme un 
système statiquement déterminé la roue 2 (fig. 13.20), qui est sol- 
licitée par le moment extérieur M,, la réaction P,, exercée par la 
roue menante sur la roue menée 2 et la réaction P,, du bâti O sur la 
roue Z. De l'équation des moments de toutes les forces sollicitant 
la roue 2 par rapport au point fixe B on déduit 


Por, cos & + Ma =0, 
d'où l’on tire la valeur de la réaction P,,: 


Mo 


P — —. e 
12 To COS & 


De l'équation de toutes les forces agissant sur la roue 2 
Py+ Po =0 
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on tire la valeur de la réaction P,,: 


M: 
Pa=la= es 

Discutons ensuite l'équilibre de la roue menante 7. De l’équa- 
tion des moments de toutes les forces sollicitant la roue 2 par rapport 
au point fixe À 


M 6q + Par: COS Œ = 0 
on déduit le moment équilibrant Meg: 
M eq == — Pur, cos &. 


Puis, de l'équation d'équilibre de toutes les forces appliquées sur 
la roue 


P:1 + Poi =0 
on tire la réaction P,, du bâti © sur la roue 1: 


M) 
Pa CODE Pa = ri cos a ° 

5°. Considérons un réducteur à double train d'engrenages à axes 
fixes des roues (fig. 13.21, a). La roue menante est la roue Z. La roue 
menée 3 est sollicitée par un moment extérieur M.. Pour déterminer 
les directions du moment équilibrant Ma et du moment #,, on 
recherche les vitesses ve et v, des points de contact des roues J, 2 
et 2’, 3 (fig. 13.21, b); d'après les vitesses ve et vh on définit la 
direction de la vitesse angulaire w, de la roue 3 pour la vitesse 
angulaire donnée ©, de la roue Z. Par là même on définit les direc- 
tions des moments Méea et M; (fig. 13.21, b). 

Ceci fait, on passe à l'examen de la roue 3 (fig. 13.21, c) mise 
en équilibre par l’action du moment M, et des réactions P,., et 
P,3. De l'équation des moments de toutes les forces par rapport au 
point À 


Ma+ Psrsra cos &' =0, 
où a’ est l'angle formé par la normale n° — n° aux profils des dents 


2" et 3 avec la tangente £” — t” à leurs circonférences primitives. 
on déduit la réaction P..,: 


P M3 
*? ne LE —— 7] ° 
273 r3 COS &” 


De l'équation d'équilibre de toutes les forces agissant sur la 
roue 3 


P213 + Pos =0 
on tire la réaction P,;: 
M 3 
Pos = Prix 
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La réaction P,, que l’on vient de calculer est appliquée sur 
l'axe de la roue 3 dans un plan qui se confond avec le plan moyen 
de la roue 2” (fig. 13.21, a). Pour calculer les réactions agissant 
sur les paliers de la roue 3, on doit connaître la construction et la 
position relative de ces paliers. 

Discutons maintenant l'équilibre des roues 2 et 2” (fig. 13.21, d} 
sollicitées par la force P:,: = —P.., et par les réactions P,, et 
P,.. Ces forces agissent en trois plans parallèles (fig. 13.24, a). 
Reportons-les dans le plan moyen des roues Z et 2. On obtient alors 
des couples de forces dont le calcul nécessite la connaissance de la 
réalisation constructive du réducteur. De l'équation des moments 
des forces indiquées par rapport à l'axe des roues 2 et 2” (fig. 13.21, d) 


Poor COS & + Paorror cos &' = 0, 


où «& est l’angle formé par la normale n° — n° aux profils des dents 
des roues J et 2 avec la tangente £{ — £ à leurs circonférences primi- 
tives, on calcule la réaction P,,: 


re COS &” 
Pay — Pa. 
2 COS & 


De l'équation d'équilibre de toutes les forces appliquées aux roues 
2 et 2” 
P32 + Py+ Py=0 


on déduit la réaction P,.. La résolution de cette équation à l’aide 
de l’épure des efforts est illustrée sur la figure 13.21, e. 

Considérons enfin la roue menante 7 (fig. 13.21, f) mise en équi- 
libre par l’action de la force P,, = —P,, du moment M, et de la 
réaction P,,. De l'équation des moments de toutes les forces par 
rapport au point À 


M ea + Pari cos a —0 
on déduit le moment équilibrant Mia: 
M éq = — Pair cos a. 
De l'équation d'équilibre de toutes les forces agissant sur la roue 7 
Po + Pa =0 
on tire la réaction P,;;,: 
Po = —P:4. 


6°. Considérons ensuite un réducteur planétaire à double train 
(fig. 13,22,a) dont l'élément menant est le bras porte-satellites H. 
La roue menée 3 est sollicitée par un moment extérieur M.. Les 
autres forces extérieures agissant sur le réducteur sont la force d’iner- 
tie centrifuge P{, des satellites 2 et 2”, appliquée conventionnelle- 
ment au point B (fig. 13.22,b) et égale à Ph = mo (rs + ro), 
où m, est la masse des deux satellites et ox la vitesse angulaire du 
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bras |, ainsi que la force d'inertie centrifuge Pfx du bras H appli- 
quée sur son centre des masses S et égale à 


Pin = MAO (4S), 


où mx est la masse du bras porte-satellites H. 

Pour déterminer les directions du moment équilibrant Ma et 
du moment extérieur M,, on calcule la vitesse v£ du point de contact 
E des roues 3 et 2” et la vitesse v, du point B du bras X (fig. 13.22,b). 
D'après les vecteurs vitesses v- et v, on définit la direction de la 
vitesse angulaire de la roue 3 pour la direction donnée de la vitesse 
angulaire wx du bras 7, après quoi on détermine les directions des 
moments Ms et Méa (fig. 13.22,c). 

Considérons la roue 3 soumise à l’action du moment M, et des 
réactions P,:, et Pos. De l’équation des moments de toutes les for- 
ces par rapport au point À 


M3+ Ps cos & — 0, 
où g’ est l'angle que fait la normale x" — n°’ aux profils des dents 


des roues 2’ et 3 avec la tangente {” — t” à leurs circonférences 
initiales, on calcule la réaction P..,: 


M3 


Pr3= — sa" 


Mettant en équation toutes les forces agissant sur la roue 3 


P213+ Pos — 0, 
on détermine la réaction P,,: 
Po3 = — P2'3. 
Ceci fait, on passe à la discussion de l'équilibre des satellites 
solidaires 2 et 2” (fig. 13.22,d) sollicités par la force P32: = —P:::, 


la force d'inertie P{, et les réactions P,+, Px,. Mettant en équation 
les moments de toutes les forces par rapport à l'axe des satellites 2 
et 2° 


Pyr2£0s @ + iorror cos &° —0, 


où « est l'angle formé par la normale nr — n aux profils des dents 
des roues Z et 2 avec la tangente t — t à leurs circonférences primi- 
tives, on calcule la réaction P,.: 

ro, COS &” 


P — — P , 
12 32°", cos a 


De l'équation d'équilibre de toutes les forces agissant sur les 
satellites 2 et 2° 


Py + Ps2 + Ph + Pr = 0 


on déduit la réaction Px.. La résolution de cette équation à l’aide 
de l’épure des efforts est illustrée sur la figure 13.22,e. 
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En dernier lieu on considère le bras porte-satellites } (fig. 13,22,f) 
mis en équilibre par l’action de la force Pr — —Pye, de la force 
d'inertie Pix, du moment équilibrant Mya et de la réaction Pox- 
Mettant en équation les moments par rapport au point À 


Ma + Porn (AT) =0, 
on détermine le moment équilibrant M4 
M 6a = — Pen (AT) = — Porn (rs+r2.) cos, 


où B est l'angle entre la direction de la force P.; et la perpendiculaire 
à l’axe AB du bras, ou bien l’angle (égal à celui-ci) entre la perpen- 
diculaire AT à la direction de la force P,x et l'axe AB du bras. 

Mettant en équation l’équilibre de toutes les forces appliquées 
sur le bras porte-satellites 


Pix + Pix + Poux =0, 


on calcule la réaction P,n. La résolution de cette équation à l'aide 
de l’épure des efforts est illustrée sur la figure 13.22,g. 

7°. Au cours du calcul des forces agissant dans les mécanismes, 
nous avons supposé jusqu'à présent que toutes les forces sollicitant 
chaque élément agissent dans un même plan. Or, en réalité les 
forces agissent dans des plans différents, ce qu'on remarque sans 
peine sur l’exemple des engrenages montrés sur les figures 13.21,a 
ou 13.22,a. Ces figures ne montrent pas la disposition ni la construc- 
tion des appuis réels. Or, pendant le calcul des constructions réelles, 
comme on l’a déjà indiqué, on doit tenir compte tant de la construc- 
tion des couples cinématiques intermédiaires que de celle des appuis. 
Le schéma de calcul des éléments du mécanisme doit être adapté 
en conséquence. Nous avons, par exemple, calculé les forces P:., 
P,;: et Pn, sollicitant les roues 2 et 2” (fig. 13.21,d). Ces trois forces 
agissent dans trois plans parallèles. La force P,,: agit dans le plan 
de la roue 2”, la force P,. dans le plan de la roue 2 et la force Pre 
dans le plan perpendiculaire à l'axe des roues 2 et 2’. Les appuis 
de l’axe des roues 2 et 2” peuvent être réalisés de façon différente, 
selon les impératifs de solidité, de fiabilité, l'encombrement imposé, 
les conditions de montage, et ainsi de suite. 

Dans chaque cas concret on obtient un schéma de sollicitations 
approprié, qui permet de déterminer les sollicitations vraies des 
parties des couples cinématiques afin de réaliser le calcul à la résis- 
tance. 


$ 59. Equilibrage des masses des éléments 
du mécanisme sur la fondation 


1°. Lorsque les éléments du mécanisme sont en mouvement, des 
charges dynamiques supplémentaires apparaissent dans les couples 
cinématiques par suite des forces d'inertie de ces éléments. Comme 
tout mécanisme a un élément fixe porteur ou montant ce dernier 
subit également des charges dynamiques parfaitement déterminées. 
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Ces charges sont à leur tour, trans- 
mises par l'intermédiaire du mon- 
tant à la fondation du mécanisme. 
Les charges dynamiques apparais- 
sant au cours du mouvement du 
mécanisme sont l'origine des for- 
ces de frottement supplémentai- 
res dans les couples cinématiques, 
des vibrations des éléments et de 
la fondation, des contraintes sup- 
plémentaires dans certains élé- 
ments du mécanisme, des bruits, 


etc. Aussi, lorsqu'on étudie le pro- Z 
jet d’un mécanisme, cherche-t-on Fig. 12.23. Mécanisme à coulisseau et 
souvent à assortir judicieusement manivelle sur une fondation. 


les masses des éléments du méca- 

nisme afin que les charges dynamiques indiquées soient partielle- 
ment ou entièrement supprimées. Ce problème est dit problème 
d'équilibrage des masses du mécanisme. Le calcul des charges dynami- 
ques étant réalisé de préférence par les méthodes cinétostatiques, 
ce problème s'appelle aussi, quelquefois, équilibrage des forces d'iner- 
tie des éléments du mécanisme. 

Le problème d'équilibrage des forces d'inertie des éléments peut 
être divisé en deux problèmes indépendants: équilibrage des charges 
dynamiques sur la fondation et équilibrage des charges dynamiques 
dans les couples cinématiques. 

20. Discutons l’équilibrage des charges dynamiques sur le mon- 
tant et la fondation du mécanisme. On sait que tout système de 
forces agissant sur un solide peut être réduit à une seule force appli- 
quée en un point arbitraire et à un seul couple, le vecteur de cette 
force résultante étant égal au vecteur principal du système de forces 
donné, et le moment du couple étant égal au moment principal 
du système de forces donné par rapport au centre de réduction choisi. 

Soit un mécanisme ABC (fig. 13.23) placé sur une fondation F. 
Réduisons les forces d'inertie de tous les éléments du mécanisme à une 
force et à un couple. Pour le faire, on choisit un point quelconque O 
du mécanisme comme centre de réduction et d'origine des coordon- 
nées. Il y a intérêt à ce que ce point soit situé quelque part sur l’axe 
de rotation de l'élément menant Z qui tourne à la vitesse angulaire w. 
Prenant le point O comme origine, on trace trois axes Oz, Oy et Oz 
réciproquement perpendiculaires. Les projections du vecteur prin- 
cipal de toutes les forces d'inertie du mécanisme sur les axes de coor- 
données seront : 


Pinx = — À Mitis Ping = — à MiYis Pin: = — À miz;. (13.26) 
Dans ces équations m; est la masse de l’i-ème point de l'élément, 
tandis que z;, y, et z, sont les projections des accélérations de l'i-ème 
point sur les axes zx, y et z, égales aux dérivées secondes par rapport 
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au temps des coordonnées correspondantes. Les projections du*mo- 
ment principal de toutes les forces d’inertie par rapport à l’origine 
des coordonnées auront pour équations 


Min x = à (Yi Pin zi — 2 Pinyi) re. > Mi (yizi — ziÿi), 
M ny = à (ZiPinxi — TiPin2i) = — à My (ZiTi — Tizi), (13.27) 


Min: = D (TiPinvi—YiPinxi) = — D Ma (Tiÿi — Yiti). 

Quand le mécanisme est plan, on choisira avantageusement un 
des axes, par exemple Oz, perpendiculaire au plan de mouvement 
du mécanisme (voir fig. 13.23), pour que les deux autres axes Oz 
et Oy soient dans le plan de mouvement. L'on aura alors pour le 


mécanisme plan 
Pin: =0, (13.28) 


et les formules des projections du vecteur principal et du moment 
principal se présenteront comme ceci: 


Pinx = — Dm, Piny = — D MY, Pin: = 0, 
Minx = — Pun= Ÿ my, ; 
in x DE in yi 2 iZiÿi : | (13.29) 
Min y = — » ZiPinx = — à Mizili; 
Min: = — à Mu (TiYi -— Yiti). 

Puisque zx; et y, sont fonctions de l'angle de rotation de l'élé- 
ment menant et que l’angle œ est fonction du temps £, les dérivées 
secondes par rapport au temps des coordonnées z; et y;, comme on 
l'a montré plus haut (voir $ 16), seront 

_ d°z; dr; . dy; DL 
Ti pe O+- E Yi FA Q? + —— 


Les expressions dzx;/d@?, d’y;/dqp?, dyildp et dx; na représentent les 
accélérations et vitesses analogues de l’i-ième point ; w est la vites- 
se angulaire et € l'accélération angulaire de |’ élément menant J. 


Portant les expressions obtenues de z; et de Yi dans les formu- 
les (13.29), on a 


Pas — 0? 3m Et En eV m 

Piny = — @ D) m3 SU 2. 5m de 

Muse, 3 mi 4e 3 mai À FES 

Miny= —® Ÿ RL 

Minz =? (D man Sue ae — ii æ)t 
re(Zmn Dm). ] 


(13.30) 
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Pour qu'il y ait équilibre parfait des forces d'inertie des élé- 
ments du mécanisme plan, il faut que les projections de la résul- 
tante des forces d'inertie et les moments principaux des forces d'’iner- 
tie par rapport aux axes zx, y et z s’annulent, en sorte que Pa, = 0, 
Pinu = 0, Mix = 0, Moy = 0, Min = 0. 

L'effet sur la fondation F du moment M,,, par rapport à l’axe z. 
perpendiculaire au plan de mouvement du mécanisme, doit être 
analvsé conjointement avec les moments des forces données qui 
communiquent le mouvement au mécanisme et avec les moments 
des forces résistantes. L'influence de tous ces moments sur le régime 
de mouvement du mécanisme et sur les charges dynamiques suppor- 
tées par la fondation et le montant sera examinée plus tard, dans 
la section consacrée à la dynamique des mécanismes. En attendant, 
nous allons seulement discuter les équations suivantes: 


Pinx = 0, Piny =0, Minx=0, M ny =0, 
ou 
dx; dx; } 
= ue Lei D 
o? ÿ m; 7 e S mi do — 0, 
dy; dy; 
02 Ut, ei 
(Q) > m ; pe € D M; dp = VU, 
5 dy d 
@" D ruz: Te te D mt ee = 0, 
9 dz dz; 
— © > M:iZ:; me En >, M2: 7 —0. 
Pour que ces dernières équations soient vérifiées, quelles que soient 
les valeurs de la vitesse angulaire w et de l’accélération angulaire € 


de l'élément menant 1, il faut que chaque somme figurant dans ces 
équations soit séparément nulle, ce qu'on exprime en écrivant 


dè dz | 
(1) > M; = = 0, (V) D rs = UV, 
* dy; dyi 
(13.31) 
d® + d. 4 
(IT) D m2; ae = 0, (VIT) >» MZ ee =0, 


d2 - dyi 
(IV) > m;2; rs = 0, (V IIT) ÿ M;2; LL = (. 


Ainsi donc, pour assurer l'équilibre parfait du mécanisme, on 
doit choisir les masses et les dimensions des éléments de façon à 
satisfaire aux équations (13.31). En regardant ces équations, on 
remarque que les quatre équations (1) à (IV) aux dérivées secondes 
peuvent être déduites des quatre équations (V) à (VIII) en dérivant 
celles-ci par rapport à q. Si les quatre dernières équations sont 
vérifiées, les quatre premières le seront aussi. Aussi se bornera-t-on 
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à examiner les conditions 
dr; dz 
(V) D Tu 0, (VII) > MZ F x =0, 43.30) 
dz dy; Cats 
(VI) D M; Tu = 0, (VIII) > M2, r = (0. 
Analysons les expressions 


Dm: = ML et 2miys = MmYs. 


Ce sont les moments statiques des masses de tous les éléments du 
mécanisme, exprimés par les produits de la masse m de tous les 
éléments du mécanisme par les coordonnées correspondantes z, et ys 
de son centre de masses général S. Dérivant ces expressions par 
rapport à o, on obtient 


dr; _, Azs dy; _,.\dys 
DL ar RP LE PT à 
Portant ces expressions dans les deux premières équations (13.32), 
on reçoit les conditions nécessaires suivantes : 


M =0 et m D. = 0 
ou, en remarquant que m = 0, 
dre — dys 
gp 0 et 0. (13.33) 


Analysons ensuite les expressions 
Zmizit: let ZmiziYs. 


Ce sont les moments d'inertie centrifuges par rapport aux plans 2 
et yz. Désignons-les respectivement par J,. et J,, et dérivons les 
expressions ci-dessus par rapport à @q. Il vient 


- dr; _ dJ: dy; _ dJuz 
DATE PS et Dim Se = TG 
parce que dz;/dp = 0. Portant les expressions obtenues dans les 
troisième et quatrième équations (13.32), on a 
dJez LL 
dm 0 et ap = (. (13.34) 


Ainsi donc, pour équilibrer les forces d'inertie, il faut que les 
égalités (13.33) et (13.34) aient lieu. Il résulte immédiatement de 
ces égalités que les conditions d'équilibre des forces d'inertie des 
éléments d'un mécanisme plan sont 

zs=const, J,,—tconst, | 
Ys—=const, J,— const. 

L'analyse des égalités (13.35) nous permet de constater que pour 
équilibrer le vecteur principal des forces d'inertie des éléments 
du mécanisme plan, il faut et il suffit de choisir les masses du méca- 
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(13.35) 


nisme de telle façon que Le centre général des masses de tous les élé- 
ments du mécanisme demeure fire. Pour équilibrer les moments prin- 
cipaux par rapport aux axes x et y, il faut et il suffit de choisir les 
masses du mécanisme de telle façon que les moments d'inertie centri- 
fuges des masses de tous les éléments du mécanisme soient constants par 
rapport aux plans xz et yz. 

Dans les problèmes pratiques de construction mécanique les 
conditions énumérées d'équilibre ne sont remplies, en général, que 
partiellement, en fonction du problème concret. C’est ainsi que dans 
certains mécanismes seule la force résultante d'inertie se trouve en 
équilibre parfait, dans d'autres seulement les moments des forces 
d'inertie et, en partie, la force résultante d'inertie, etc. Les para- 
graphes suivants seront consacrés justement aux méthodes appro- 
chées, générales et partielles, d’'équilibrage. 


$ 60. Recherche du centre général 
des masses du mécanisme 


19. Comme il a été énoncé au $ 59, l’équilibrage du vecteur prin- 
cipal des forces d'inertie du mécanisme exige la constance des coor- 
données du centre des masses du mécanisme. Dans ce paragraphe 
nous allons étudier le problème de recherche de la position du centre 
des masses du mécanisme. 

Le vecteur Fr, définissant la position du centre général S des 
masses ponctuelles séparées m,, mo, Ms, .- .. se calcule à l’aide 
de la formule qui s'écrit dans sa forme générale comme suit: 


n 
DATES 
2 Mr moro+mars+...Emnrn __ 1 (13.36) 
S mtmtmst...+mn nr | | 
mi 


Î 


Les produits m7, MoTo, - + ., MnTn Sont les moments statiques 
des masses ponctuelles par rapport à un point quelconque. 

La formule (13.36) permet de situer le centre des masses de toute 
chaîne cinématique. Etant donnée une chaîne cinématique ABC ... 
... FGK de n éléments (fig. 13.24). Soient S,, Se, Sa, - . ., Sn 
les centres des masses des éléments. Les longueurs des éléments 
seront désignées respectivement par L,, de, La, . . ., L, et les distan- 
ces des centres des masses S,, S,, S4, ..., S, aux axes extrêmes 
gauches des articulations (le parcours de la chaîne se déroulant 
dans le sens horaire) par &a;, &+, 43, . . ., 4h. On demande de savoir 
la position du centre général des masses S de la chaîne considérée. 

Menons du point À les vecteurs r,, 7e, Ts, + - ., Tn Qui définis- 
sent les positions des centres des masses S,, Se, S3, ..., S,. On a par 
la formule (13.36) ue 


MAT + Mere + Mars +... +Mnrn 


a Mtmt mat... +mMn 


19—0117 28% 


EE À 
—}; 
| 


Fig. 13.24. Pour la recherche du centre de masses général d'une chaîne cinéma- 
tique. 


Les vecteurs #,, Te, T3, - .- ., 7 admettent les décompositions sui- 
vantes : 

LÉ Et 2E 

V2= li +a>, 

T3= li ++ @3, 


Pn= lit lot ls+... +lns +Q@n, 
d’où 
PARLE La EL AA a LL (Ti + lo+l3+ ...+ln1+a@n) 
Mit Me+Ma+...+ Mn É 
Chassons les parenthèses et regroupons les termes: 
_ Must (met mat... mn) ls + Mo (Mms+ mit... + Mn) Le Fe 


Fe m m 


(13.37) 


MnŒn-1 Mnbn-s | Mndn 
Dm 


m 


Tes 


OÙ M = M + Me + Ms + ... + Ma. 

Il résulte de l'égalité (13.37) que le premier terme du second 
membre de cette égalité peut être considéré comme un vecteur h, 
définissant la position du centre des masses de l'élément Z par 
rapport au point À (fig. 13.25) si l'on admet conventionnellement 
que le point À de l’élément soit doué de la masse concentrée de 
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Fig. 143.25. Schéma de l'élément Fig. 13.26. Schéma de l'élément BC de 
AB de la chaîne cinématique de la chaîne cinématique de la figure 
la figure 13.24. 13.24. 


tous les éléments précédents, le point B de celle de tous les éléments 
suivants et le point S, de la masse m, de l'élément AB lui-même 
(fig. 13.25). Comme il n'existe aucun élément antérieur à l'élément 7 
(fig. 13.24), la masse concentrée au point À est nulle. A l’élément 7 
font suite les éléments 2, 3, 4, . .. de masse générale m, + m3 + 
+ ma + ... + m,. Le point S, est doué de la masse m,. Pour 
situer le centre de ces masses conventionnellement réparties, on aura 
recours à la formule (13.36) 


hi = mi@it (m2 + ms+...- mn) /1 | 
m 

Confrontant cette expression avec le premier terme de la for- 
mule (13.37), on constate qu'il y a identité. Donc, le premier terme 
de (13.37) est bien le vecteur }, définissant la position d’un centre 
fictif des masses H,. 

De même, si l’on admet que le point B de l'élément 2 soit doué 
de la masse de tous les éléments précédents m,, le point C de celle 
de tous les éléments suivants m3 + m4 + ms; + ... + m, et, 
enfin, le point S, de la masse m, (fig. 13.26), le centre général des 
masses ainsi réparties À, sera défini par le vecteur ., ou le deuxiè- 
me terme de la formule (13.37). On a 

he = Mole + (ma+ m,+...+mn) le 
m Li 
parce que le moment statique de la masse m, concentrée convention- 
pellement au point B est nul. 

Des raisonnements analogues appliqués à tous les autres éléments 

permettent de représenter la formule (13.37) ainsi : 


Ts — R;, + R: + R: + ee + R., ; (13.38) 
le vecteur du centre général des masses s’obtiendra par composition 
géométrique des vecteurs ,, 2, Rs, - .., Ra. 
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CLLL CL TOO LL TN le, 
Fig. 13.27. Recherche du centre Fig 413.28. Pour la recherche du centre de 
de masses général des éléments masses général. 
de la chaîne cinématique à trois 
‘éléments en deux positions. 
Les vecteurs ,, R:, R3, . .., Rk, sont parallèles aux axes AB, 


BC,CD, ..., GK desélémentscorrespondants7,2,3,.... (fig. 13.24). 
Les modules de ces vecteurs sont constants en raison de la constance 
des masses des éléments, des distances àa,;, a, &s, . .., 4, et des 
longueurs L, Le, La, . .., l,. Ainsi donc, la recherche du centre 
général des masses des éléments de la chaîne cinématique se ramène 
à la composition géométrique des vecteurs constants en module et 
parallèles aux axes des éléments correspondants. 
La formule (13.38) admet une écriture plus condensée : 


rs= 2 h:. (13.39) 


La figure 13.27 illustre la recherche au moyen des vecteurs 
h,, h, et L; de deux positions S” et S” du‘ centre général des masses S 
de la chaîne cinématique ABCD, qui a parcouru successivement les 
positions A’B'C'D' et A”"B"C"D”. Les points H,, H,, H3, ..., H, 
(fig. 13.24) seront dits points principaux, et les vecteurs h;, 2, hs, - . . 
+ Rh, vecteurs des points principaux. 

20. Appliquons la méthode décrite à la recherche du centre géné- 
ral des masses des éléments du mécanisme du quadrilatère articulé 
ABCD (fig. 13.28). Etant données les longueurs des éléments L,, L 
et Z, et les distances a,, a, et a, de leurs centres des masses S,, S$, 
et S: aux axes des articulations gauches. Prenons À comme point 
initial et relions-le par des droites aux points S,, S. et S.. Les 
vecteurs AS,, AS, et AS; seront désignés respectivement par ?7,, 
r,.et rs Désignant ensuite les masses des éléments par m,, Mm:, Ms 
et la somme des masses par m, on écrira en vertu de la formule (13.36) 

__ MT + Mers + Mars 
Ts — EE DE 
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Fig. 13.29. Pour la recherche du centre de masses général du mécanisme à coulis- 
‘ seau et manivelle. 


A l’aide des égalités (13.37) et (13.38), on obtient 


PR Leo LR VA AP Le MR Le + = hit hoths (13.40) 


= a 
où 

h, = tourne, (13.41) 

h, = "etre, (13.42) 

pente (43.43) 


Calculons les vecteurs },, , et h,et faisons leur composition 
qui, on le sait, donnera le vecteur r,$ (fig. 13.28). 

La résultante de ces trois vecteurs est le vecteur +4, dont l’extré- 
mité définit le point S du centre des masses du mécanisme dans son 
ensemble. Puisque la position relative des points principaux H par 
rapport aux éléments respectifs ne change pas au cours du mouve- 
ment des éléments, on peut, connaissant la position de ces points 
pour une position quelconque du mécanisme, déterminer facilement 
toutes les positions subséquentes du point S en traçant la ligne 
brisée dont les segments hk,, h. et h, sont parallèles aux directions 
correspondantes des éléments du mécanisme. 

30. Cherchons le centre général des masses d'un mécanisme à cou- 
lisseau et manivelle. Etant donné un mécanisme à coulisseau et 
manivelle désaxé ABC (fig. 13.29). Le rayon de la manivelle AB — 
— R, la longueur de la bielle BC = L. On demande de situer le 
centre des masses $ du mécanisme. 

Soit m, la masse de la manivelle, m, celle de la bielle et ms 
celle du coulisseau mobile en translation. On cherche les vecteurs 
principaux h,, hk, et h;. Admettons que le centre des masses de la 
manivelle AB soit situé en S, à la distance a, de À. Concentrons 
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au point B toutes les masses suivantes et au point À toutes les mas- 
ses précédentes. Comme l’élément AB est le premier, le point À 
est doué d'une masse nulle, le point B de la masse m+ + m, et le 
point S, de la masse m,. Le vecteur }h, aura pour équation 

ph, Met tmE, (13.44) 

Le module du vecteur , est égal à la distance séparant le point À 
du premier point principal H, (fig. 13.29). 

Passons à la bielle BC. Supposons que le point B soit doué de 
la masse m, de la manivelle AB ; le point S,, de la masse m, de la 
bielle BC: le point C, de la masse m, du coulisseau 3. Le vecteur 
Rk, aura pour équation 

Le nt LM (13.45) 
m 

Pour trouver le vecteur }., sur le coulisseau mobile en translation, 
on doit concentrer la masse m, + m, au point C et la masse ms; 
au point S; distant de C de la longueur a,. Le vecteur À, aura pour 
équation 


h; = "3 . (13.46) 


Conformément à ce qui précède, le vecteur }., a la même direction 
que l’axe AB de l'élément J, le vecteur h, est parallèle à l'axe BC 
de l’élément 2, tandis que le vecteur h.est parallèle à l’axe de trans- 
lation du coulisseau 3. Pour situer le centre général des masses S du 
mécanisme, on tire du point À, suivant l'axe de l'élément AB 
(fig. 13.29), un segment de longueur h,, ensuite on mène du point A, 
une droite parallele à l'élément BC et l’on prend sur cette droite 
un segment de longueur égale à h.. A partir du point À on mène 
une droite parallèle à la direction de translation de l'élément 3 
et l’on marque sur cette droite un segment de longueur égale à h.. 
L'extrémité de ce dernier segment définit la position du centre 
général des masses S$ du mécanisme ABC. 

Analysons maintenant les déplacements subis par ce centre des 
masses au cours du mouvement du mécanisme. Le vecteur h, res- 
tant parallèle à lui-même pour toute position du mécanisme, tous 
ses points décriront les mêmes trajectoires. Par exemple, le point X 


Fig. 13.30. Schéma du mécanisme à coulisseau et manivelle montrant la trajec- 
toire décrite par le centre de masses général au cours du mouvement. 
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Fig. 13.31. Schéma du mécanisme à coulisseau et manivelle montrant la trajec- 
toire de mouvement du centre de masses général tracée au moyen d'un groupe 
à deux entraîneurs auxiliaire. 


décrira la même trajectoire que le centre des masses S mais décalée 
d'une longueur égale à h, (fig. 13.30). Ainsi donc, si Q est la trajec- 
toire du point S, le point X aura la même courbe pour trajectoire, 
décalée cependant vers la gauche d'une longueur égale à hk; = KS. 
En outre, le segment BH, étant égal et parallèle à H,K, la figure 
H,BH,K représente un parallélogramme à côtés de longueur constan- 
te H,B = KH,, BH, = H,K et à angles variables. Pour tracer la 
trajectoire du point X, on adjoint au mécanisme ABC un groupe 
de classe II H,KH, (fig. 13.31), constitué par deux éléments de 
longueurs H,K et KH, formant trois couples de rotation H,, K 
et H,. La trajectoire du point X de ce mécanisme sera justement la 
trajectoire du centre des masses S du mécanisme décalée d’une 
longueur constante KS (fig. 13.30). 

La méthode exposée convient à la recherche du centre des masses 
et de la trajectoire de celui-ci pour les mécanismes de toute classe. 


$ 61. Equilibrage des forces d'inertie 
des éléments des mécanismes 


1°. Si l'on veut assurer l'équilibre du seul vecteur principal des 
forces d'inertie d’un mécanisme plan (sans équilibrer les moments 
des forces d'inertie), il suffit, comme on l’a vu plus haut (voir for- 
mule (13.35)), de rendre immobile le centre général des masses S 
de tous les éléments du mécanisme et de satisfaire à la condition 


xs = const et ys = const. (13.47) 

Aux deux égalités (13.47) on substitue une égalité vectorielle 

Ts = const, (43.48) 

dans laquelle 4 est le vecteur définissant la position du centre 
général des masses des éléments du mécanisme. 

Nous avons vu au $ 60 que le rayon vecteur r, se détermine par 

composition géométrique des segments représentatifs des vecteurs 

des points principaux des éléments séparés. Etant donné, par exem- 


ple, un mécanisme à quatre éléments articulé ABCD (fig. 13.32); 
en désignant les masses des éléments 7, 2, 3 respectivement par 


295 


M, M: et m3, les distances des 
centres de gravité S,, S,, S3 des 
éléments aux points 4, Bet C 
par a, a. et as et les longueurs 
des éléments par Z, Z. et L,, le 
rayon vecteur +, du centre des 
masses $ des éléments du méca- 
nisme se définira comme la som- 


Fig. 13.32. Schéma du mécanisme d me géométrique des vecteurs des 
. 13.32. Schéma du mécanisme du Ë ue 

quadrilatère articulé avec les contre- points principaux 

poids montés sur les éléments 1 et 3. rs=h+h: +R, 


les modules des vecteurs H.,, h, et k; se calculant par les formules 
(13.41), (13.42) et (13.43). 


Pour satisfaire à la condition (13.48), il faut qu'on ait 
Rh, + he: + R4 = const. (13.49) 


Cela est possible si le polygone vectoriel formé par les vecteurs 
h;, hk, et h; de modules convenablement choisis est semblable au 
quadrilatère ABCD formé par les axes des éléments du mécanisme. 
Les modules de h,, h°, h4 ainsi choisis doivent vérifier les proportions 


ls = Ps (13.50) 


En raison du parallélisme des vecteurs h,, h. et k,respectivement 
aux côtés AB, BC et CD, le polygone vectoriel qu’ils forment cons- 
titue, pour ainsi dire, un deuxième mécanisme à quatre éléments 
AH,H,S semblable au mécanisme principal; donc, tous les points 
de la figure AH,H,S décriront des trajectoires semblables à celles 
des points correspondants du mécanisme principal. En ce cas le 
centre de masses général S des éléments du mécanisme ABCD de- 
meure sur la droite AD et reste immobile au cours du mouvement 
du mécanisme, en vérifiant la condition (13.47) ou (13.48); par 
conséquent, les forces d'inertie des éléments du quadrilatère articulé 
se trouvent en équilibre. 

Le mécanisme reste en équilibre, quelle que soit la position 
occupée par le point S tant sur la partie de la droite AD comprise 
entre À et D que sur son prolongement de part ou d'autre de ces 
points. 

Portant dans les proportions (13.50) les valeurs de h,, k, et hs 
calculées par les formules (13.41) (13.42) et (13.43), on établit pour 
les valeurs données de L,, Z, et l,; deux équations suivantes: 


Mad = — m7 (L— &), (13.51) 


l Le 
Malz= — Ms Te (ls— 43). (13.52) 


Il s'ensuit immédiatement que le problème de choix des masses 
vérifiant la condition d’équilibre admet une infinité de solutions, 
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vu que ces deux équations contiennent six variables: m,, m», ms, 
Gys de, as, dont quatre peuvent être quelconques. 

Les équations (13.51) et (13.52) laissent voir en outre que si une 
des trois distances a;, a. ou a, est donnée sur l'axe de l'élément 
entre les articulations, les deux autres distances des centres de 
gravité se terminent au-delà des articulations extrêmes de l'élément ; 
admettant que la disposition du centre des masses au-delà des arti- 
culations équivaut à l'existence d’un contrepoids (masselotte ou 
masse auxiliaire), on peut dire que pour équilibrer la force résul- 
tante d'inertie des éléments du mécanisme du quadrilatère articulé, 
il suffit de doter de contrepoids ses deux éléments quelconques. Par 
exemple, lorsque a; > L, et que le contrepoids Æ se place sur l’élé- 
ment CD au-delà du point D (fig. 13.32), il découle de l'équation 
(13.52) que a, > 0, c'est-à-dire que le centre des masses S, de l’élé- 
ment BC doit être situé à droite du point B. Si en outre a < L,, 
il résulte de l’équation (13.51) que a, << O0, c'est-à-dire que le centre 
des masses de l'élément AB se situe hors de l’élément, au-delà du 
point À. La disposition des contrepoids F et E sur les éléments J et 
3 sera donc telle qu'elle est montrée sur la figure 13.32. Si a, > L,, 
on a a, >> O0, et les centres des masses des éléments 2 et 3 se situent 
hors de ces éléments; les contrepoids doivent donc être disposés 
sur les éléments 2 et 3 ainsi qu’il est montré sur la figure 13.33. 

20. En pratique, le choix des masses des éléments et des positions 
de leurs centres est effectué comme suit. On se donne la position 
du centre des masses et la masse de l’un des éléments. Les masses 
et les distances des centres des masses des autres éléments se calcu- 
lent alors aisément à l’aide des équations (13.51) et (13.52). Si l’on 
s’est donné par exemple les valeurs de m, et de a, on tire de l’équa- 
tion (13.52) la valeur de m.a,, dans laquelle on est libre de choisir 
une seule des variables, tout en tenant compte du signe de a.. Por- 
tant ensuite les valeurs obtenues dans l'équation (13.51), on reçoit 
la valeur de m,a,, dans laquelle, tout aussi bien, on ne peut choisir 
qu'une seule des variables, compte tenu du signe de la distance a. 
Le mode de calcul reste le même quand on se donne initialement m, 
et a, ou m et a,, et ainsi 
de suite. 

Les différentes valeurs 
initiales définissent des 
schémas d'équilibre diffé- 
rents et permettent de situer 
le centre des masses $S du 
mécanisme en tout point de 
la droite AD ou de son pro- 
longement (fig. 13.33). 
Toutes les trois positions 
des centres des masses S1, Fig. 13.33. Schéma du mécanisme du qua- 


Set Ss respectent l'équili-  ärilatère articulé avec les contrepoids montés 
bre du mécanisme ; or, dans sur les éléments 2 et 8. 
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le cas des positions S. et Ss 


1X B le centre des masses S se 
/ PAST trouve au-delà du segment 
R = 7 u L AD, ce quifait que les con- 
UE TR 2 44, trepoids doivent être dispo- 
É ÿ Pr 4 2 sés à des distances considéra- 
JN os CH 5 bles des articulations; une 
00e EE - pareille solution constructi- 
| Ÿ  veest peu commode. Desur- 

a croît, la disposition du cen- 


Fig. 13.34. Schéma idu mécanisme à coulis- EE Ces ne - br 
seau et manivelle montrant les vecteurs des delà des points 4 et D re- 
points principaux. partit mal le poids sur les 


appuis, ce qui nuit à la sta- 
bilité du mécanisme. On conçoit donc que la disposition du centre 
des masses du mécanisme entre les points À et D est la solution 
optimale. Dans chaque cas concret cette disposition sera dictée par 
des impératifs constructifs. 

En particulier, la condition (13.48) sera remplie même pour 
Ts = 0, auquel cas le centre des masses du mécanisme se confond 
avec le point À. On aura alors, pratiquement, la disproportion des 
masses et des dimensions des éléments. 

3°. Dans le mécanisme à coulisseau et manivelle ABC (fig. 13.34) 
avec la manivelle de longueur R et la bielle de longueur ZL, pour 
satisfaire à la condition (13.48) de la position constante du centre 
des masses $, on doit rendre immobile ou bien le point S, ou bien 
(ce qui revient au même) le point X. Pour cela un de ces points 
doit se confondre avec le point À, le seul point fixe du mécanisme, 
et l’on doit avoir r$ = 0. Or, il n’en sera ainsi que pour les vecteurs 
h, et k, simultanément nuls: 


h, = 0 et h, = 0. 


Portant dans ces équations les valeurs de h, et de hk,, égales 
comme on l'a vu au $ 60 (équations (13.44) et (13.45)), à 


R4 — mat (met ms) R et h— Moo + Mm3L | 
di mt 
on obtient 
mai + (me + ms) R = 0, Mole + ML = 0, 
ou 
Mad = —(m: + ms) R, (13.53) 
dé Sous Le (13.54) 


II ressort de ces équations que a, et a, sont tous les deux néga- 
tifs : aussi les centres de gravité S, et S, seront-ils situés non pas 
à droite mais à gauche des points À et B. La masse m, du coulisseau 3 
(fig. 13.35) étant donnée, on peut, en se donnant dans (13.54), par 
exemple, la distance a., calculer la masse m>, qui représente la mas- 
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Fig. 13.35. Schéma du mécanisme à coulisseau et manivelle avec les contrepoids 
montés sur la manivelle et sur la bielle. 


se de la bielle 2 dotée d’un contrepoids E (fig. 13.35). Portons main- 
tenant la valeur obtenue de la masse m, dans l'équation (13.53). 
Si l’on se donne la distance a,, l'équation fournira la masse m, de la 
manivelle Z chargée d’un contrepoids F. Si l’on choisit dans (13.53) 
et (13.54) les masses m,, m, et m3, les équations définiront les distan- 
ces nécessaires a, et a, des centres des masses S, et S, de la bielle 2 
et de la manivelle Z respectivement aux points B et À. Puisque, 
pour des raisons constructives, le contrepoids Æ se situe générale- 
ment à faible distance a, du point B, sa masse croît exagérément 
en vertu de l'équation (13.54), ce qui fait naître des contraintes 
supplémentaires dans les articulations du guide du coulisseau. Pour 
cette raison, malgré tous les avantages dynamiques qu'offre l’équi- 
libre parfait de la force résultante d'inertie des éléments, l'emploi 
de la méthode décrite pour les mécanismes à coulisseau et manivelle 
est peu fréquent en pratique. 

4°, Dans la plupart des constructions modernes l’équilibrage 
des forces d'inertie des éléments des mécanismes à coulisseau et 
manivelle est partiel. 

Par analogie aux mécanismes des quadrilatères articulés équi- 
librés. on arrive à assortir les masses et les centres des masses dans 
un mécanisme à coulisseau et manivelle de telle sorte que les vec- 
teurs principaux À forment une figure semblable au mécanisme ; 
or. à la différence du quadrilatère articulé, le centre des masses du 
mécanisme à coulisseau et manivelle ne sera pas fixe mais se dépla- 
cera suivant une droite parallèle à l’axe de translation du coulis- 
seau. Dans ce cas les forces d'inertie du mécanisme dirigées suivant 
cet axe restent non équilibrées. Une pareille méthode d’équilibrage 
partiel est très fréquente en pratique, par exemple dans les mécanis- 
mes des machines agricoles, des moteurs, etc. 

Pour que le mouvement du centre des masses S du mécanisme 
ou, ce qui revient au même, du point Æ soit parallèle à l’axe de gui- 
dage du coulisseau 3 (fig. 13.36), il faut que soit vérifiée une propor- 
tion analogue à (13.50), à savoir: 


(13.55) 
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Fig. 13.36. Schéma du mécanisme à cou- 
lisseau et manivelle avec le contrepoids 


où À est le rayon de la mani- 
velle Z et L la longueur de la 
bielle 2. On obtient pour ainsi 
dire un deuxième mécanisme 
à coulisseau et manivelle avec 
la manivelle de longueur h, et 
la bielle de longueur h.. La vi- 
tesse angulaire de rotation de 
l'élément h, de ce mécanisme 
est égale à celle de la mani- 


monté sur la manivelle. velle Z ; la direction [de mou- 


vement du point X et, par con- 
séquent, du point S est une droite parallèle à l’axe de translation 
du coulisseau 3. 
Portant dans la proportion (13.55) les valeurs de 


h4 __m@st(metms) R et = Moto + m3L 
m m 
on obtient 
my T(metms) HE _R 
Melo + m3L Le 


Dans les calculs pratiques, les valeurs de 4,, R et L sont le plus 
souvent données à l’avance. Il vient alors 


Ma = — Ma (L— a). (13.56) 

Le centre des masses de la bielle étant situé généralement entre 
les points B et C (as << L), le centre de gravité S, de la manivelle Z 
doit se placer plus bas que le point À, car la quantité m,a, dans 
(13.56) a le signe négatif. Ayant calculé à l’aide de l'équation (13.56) 
la masse nécessaire de la manivelle 7, l'on se rendra compte que la 
fondation ne sera sollicitée que par des forces d'inertie parallèles 
à l’axe de translation du coulisseau ; par conséquent, le mécanisme 
et sa fondation ne pourront se déplacer, sous l’action de ces forces, 
que dans la direction indiquée. Le cas d'équilibrage décrit est assez 
fréquent dans la pratique; notons cependant que l'équilibre des 
forces d'inertie qu’on atteint de la façon décrite est assez incomplet, 
les composantes d'inertie dans le sens de mouvement du coulisseau 
s'avérant quelquefois très élevées. 

5°. Dans la pratique, on arrive dans certains cas à réaliser un 
équilibre partiel ou même complet des forces d'inertie des éléments 
par juxtaposition de deux mé- 
canismes symétriques à élé- 
ments de masses égales disposés 
symétriquement, grâce à quoi 
il se produit l’auto-équilibrage 
du système. Un des schémas 
de cette espèce est montré 
sur la figure 13.37. Le système 
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Fig. 13.37. Auto-équilibrage de deux mé- 
canismes juxtaposés à coulisseau et ma- 
nivelle. 


Fig. 13.38. Mécanisme à coulisseau et manivelles avec les roues dentées munies 
de contrepoids. 


se compose de deux mécanismes symétriques à coulisseau et mani- 
velle ABC et AB'C'. Les forces d’inertie des masses des éléments du 
système se font équilibre, mais le couple de force d'inertie reste non 
équilibré. 

Citons ensuite le schéma d'’é équilibrage des forces d'inertie em- 
ployé pour le coulisseau 3 du mécanisme à LE et manivelle 
représenté sur la figure 13.38. 

Sur les arbres À et 4’ sont emmanchées deux roues dentées 
indentiques Z et 2 pourvues de deux contrepoids a de masse égale. 
Au cours de leur rotation, les contrepoids développent des forces 
d'inertie P,, et Pin d'intensité égale à 


Pin = Pin = Mas, 


où m est la masse du contrepoids et s la distance de son centre des 
masses à l'axe de rotation. 

Décomposant ces forces en directions horizontale et verticale, 
on obtient 


Pin x = — MS COS P, 
Pinx = — MoŸs COS P, 
Piny = Ms sin p, 

Piny = — mo’s sin y. 


Les forces P,,, et Pin y se font équilibre et les forces P,,. et Pine 
se composent en créant la force 


2Pinx = — 2M0s cos p. 


Cette force se transmet aux appuis du mécanisme et fait équi- 
libre aux forces d'inertie dites dé premier ordre (voir $ 24, formule 
(5.42)), à condition de choisir les masses de manière à respecter 
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l'égalité 
mco°?R cos @ = 2mw?s cos wp, 


où mc est la masse du coulisseau C. Entre la masse m du contre- 
poids et la distance s de son centre des masses à l’axe de rotation 


doit exister alors la relation ms — mc - 


Dans le schéma d'’équilibrage considéré les roues Z et 2 dotées 
de contrepoids égaux ne produisent aucun couple supplémentaire. 

Le problème d’équilibrage des composantes du moment d'inertie 
principal suivant les axes x et y (voir $ 59) sort du cadre de notre 
exposé. Généralement, ce problème est traité dans des cours spécia- 
lisés de dynamique des moteurs et d’autres machines. 


$ 62. Equilibrage des éléments en rotation 


49. L'équilibrage‘ des charges dynamiques apparaissant dans les 
couples cinématiques des mécanismes à cause des forces d'inertie 
des éléments est un problème pratique très difficile. Il exige une 
répartition des masses des éléments propre à supprimer entièrement 
ou partiellement les charges dynamiques. Dans la plupart des cas, 
les profils et le poids des éléments souffrent beaucoup d’une telle 
répartition des masses. Aussi l’emploi de cette méthode d’équilibrage 
est-il réservé généralement aux pièces de rotation ayant une masse 
considérable et animées d’une vitesse angulaire élevée, telles que les 
arbres des moteurs rapides, les tambours des centrifugeuses, les 
turbines, les assiettes des écrémeuses centrifuges, les batteurs des 
machines agricoles, les induits des dynamos, les broches des machi- 
nes textiles, les rotors des gyroscopes, etc. Le nombre de tours de 
certaines de ces pièces atteint vingt à cinquante mille par minute 
et même davantage. Etant donné ces conditions de travail, la répar- 
tition adéquate des masses de ces pièces par rapport à leur axe de 
rotation acquiert une importance de tout premier ordre. 

Etant donné, par exemple, un vilebrequin À (fig. 13.39) qui 
tourne autour d’un axe fixe z — z à une vitesse angulaire &. Pour 
épargner à ses paliers B les charges dynamiques supplémentaires 
provenant des forces d'inertie de l'arbre, comme on l’a vu au 8 59, 
il faut et il suffit que le vecteur principal des forces d'inertie des 
masses des points pesants du vilebrequin soit égal à zéro. 

On apprend en Mécanique rationnelle que cette condition est 
toujours respectée quand le centre des masses de l’élément tournant 
est situé sur son axe de rotation, ce dernier étant aussi un de ses 
axes d'inertie principaux. Si le profil donné à l'arbre (fig. 13.39) 
satisfait à cette condition, le vilebrequin sera équilibré, ce qu’on 
assure en conférant à la pièce à équilibrer, au stade du projet, une 
forme convenable. Le vilebrequin de la figure 13.39 présente des 
joues de forme a, des tourillons d'appui C et un maneton b. Considé- 
rant ces parties de l'arbre séparément, on remarque que le centre 
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Fig. 13.39. Vilebrequin de moteur. 


des masses des points pesants des tourillons d'appui se situe sur 
l’axe de rotation z — z du vilebrequin. Le centre des masses Sb 
des points pesants du maneton b est situé sur son axe géométrique 
q — q, à distances égales des deux joues a. L'intensité de la force 
d'inertie centrifuge P,,+ du maneton b sera égale à 


Pinb = mur, (13.57) 


où my est la masse totale du maneton. 

On réussit à équilibrer complètement la force d'inertie P,,4 
en choisissant judicieusement les masses m . des joues et leurs centres 
des masses S & (fig. 13.39). A cet effet on doit disposer les centres des 
masses S - dans des plans ? — { et n — n symétriques par rapport 
au point S;, à une distance p de l’axe z — z du vilebrequin, de 
manière à satisfaire à la condition 


2m cp = mer. (13.58) 
En effet, multipliant les deux membres par w?, on obtient 
2m co?p = mo’, 
ou, en vertu de la formule (13.57), 
2Pnc= Pinb- 


Ainsi donc, la force totale d'inertie 2P,,- des joues C fait par- 
faitement équilibre à la force d'inertie P,,, du maneton. Mettant 
en équation les moments de toutes les forces d'inertie’ par rapport 
au point S:, on constate que le moment de toutes les forces d'inertie 
du vilebrequin est aussi nul. On a annulé donc tant le vecteur prin- 
cipal des forces d'inertie que le vecteur principal du moment des 
forces d'inertie du vilebrequin, autrement dit le vilebrequin est 
complètement équilibré. 

Ceci fait, les charges dynamiques provenant des forces d'inertie 
des masses des éléments seront nulles tout aussi bien quand le vile- 
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Fig. 13.40. Pour l’équilibrage de plusieurs masses solidaires de l'arbre. 


requin tournera avec une accélération angulaire e; on a étudié 
ce cas au $ 99. 

20. Prenons un cas plus général où l'arbre à équilibrer tourne 
dans ses paliers À et se trouve solidaire des masses données my, M: 
et m3 (fig. 13.40, a). Supposons que les centres des masses soient 
disposés dans trois plans T',, T, et T, perpendiculaires à l’axe de 
rotation z — z à des distances p,, p, et p, de cet axe. Les intensités 
a. forces d'inertie centrifuges que développent ces masses sont 
égales à 


Pins = MO Ps, Pins = M0 ps et Pins = m30°p3. 


Reportons toutes ces forces à un plan quelconque 7, passant 
par un point quelconque © de l'arbre et perpendiculaire à l'axe 
z — 2. À cet effet, appliquons chaque fois au point O deux forces 
d'intensité égale mais de sens opposé, égales à P,,,, Pise et Pins. 
Ceci fait, on effectue la composition de toutes les forces reportées, 
en construisant pour cela le polygone des efforts (fig. 13.40. b). 
Etant donné que les intensités des forces Piny, Pine et Pins sont 
proportionnelles aux produits des masses m par les distances p 
correspondantes, on peut prendre dans le polygone des efforts, au 
lieu des forces P;,,,, Pine et Pins, les produits mp1, MoPe et Maps 
qui sont les moments statiques des masses par rapport à l'axe de 
rotation. Le vecteur mp définit l’intensité de la force équilibrante [’ : 


U = mo*p. (13.59) 


La masse équilibrante m peut être disposée en tout point de 
l'arbre suivant sa longueur et à toute distance p de son axe de rota- 
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tion, pourvu que ce soit dans la direction du vecteur mp (fig. 13.40, a). 
Il suffit que le produit mp soit conforme à l’épure des efforts construite 
sur la figure 13.40, b. Dans notre exemple le centre de la masse m 
se trouve dans le plan T7. 

Par la disposition du contrepoids vérifiant la formule (13.59) 
on arrive à équilibrer les charges statiques sur les paliers À provenant 
de la résultante d'inertie. Pour équilibrer les charges dynamiques 
dues aux moments des forces d'inertie, on cherche ces moments 
M,, M, et M, par rapport au point ©. Il vient 


Mi = m0 pizs Mo = ma@peze, Ms = msopszs, M = mo’pz. 
(13.60) 


Traçons le polygone des moments (fig. 13.40,c). L'axe z — z 
étant contenu dans les plans d'action de tous les couples, le poly- 
gone des moments sera construit dans un plan perpendiculaire à 
z — z. La direction des vecteurs sera choisie de telle façon que la 
rotation ait lieu dans le sens antihoraire en regardant dans le sens 
du vecteur. Puisque w? est un facteur constant des égalités (13.60), 
le vecteur du moment résultant sera calculé sans introduire ce fac- 
teur. 


C'est le vecteur fermeture moPoZo du polygone des moments 
(fig. 13.40, c). qui définira le moment et le plan d'action du couple 
équilibrant. Désignons-le par M,; il vient alors 


Mo = Mo0°P020- (13.61) 
Le plan d'action du couple équilibrant se définit de façon exhaustive 


par le vecteur fermeture m,0520, étant perpendiculaire à ce vecteur 
et contenant l'axe z — z. Les masses équilibrantes m,, appelées 
masselottes, seront contenues dans ce plan et, à cette condition, 
disposées en des points quelconques de l'arbre. Admettons que ces 
masselottes de masse m, sont placées sur l'axe z — z dans les mêmes 
plans T, et T. Alors, étant donné la distance z, entre ces plans, il 
s'agit de choisir les masses m, et les distances p, de leurs centres 
à l'axe z — z de manière à satisfaire à l’égalité (13.61). Une masse- 
lotte sera placée par son centre des masses dans le plan T,; l’autre, 
dans le plan 7. Le signe du moment de ce couple sera défini par 
le vecteur fermeture du polygone des moments (fig. 13.40, c). 

De cette façon, deux contrepoids de masse m, et un contrepoids 
de masse m assurent l'équilibre parfait de toutes les masses assujet- 
ties sur l'arbre. Un des contrepoids de masse m, étant situé dans 
le même plan T (fig. 13.40,a) que le contrepoids de masse m, on 
peut montrer une masselotte unique équivalente aux masses m 
et m. Ainsi donc, pour assurer l’équilibrage complet des masses 
de l’arbre, il suffit de monter deux masselottes dont les centres des 
masses seront disposés dans deux plans arbitraires. 

30. Une pièce même bien conçue du point de vue de l'équilibre 
parfait peut présenter toutefois un certain balourd, en raison de 
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Fig. 13.41. Schéma de la machine à équilibrer de Chitikov. 
l'hétérogénéité de la matière d'œuvre, de la précision insuffisante 
d'usinage, etc. Pour cette raison toutes les pièces destinées à une 
rotation rapide sont essayées sur des machines spéciales dites machi- 
nes à équilibrer. Très différentes par leur construction, les machines 
à équilibrer sont basées, pour la plupart, sur le principe suivant: 
la pièce à essayer est montée sur un support élastique (berceau sus- 
pendu sur ressorts, paliers sur appui élastique, etc.) et animée d’une 
vitesse proche de celle de résonance. Dans ces conditions le balourd 
(s’il existe) se manifeste par des oscillations d'amplitude notable ; 
des dispositifs appropriés enregistrent les oscillations et localisent 
les endroits en lesquels il convient d’ajouter des masselottes (masses 
d’équilibrage) ou d'enlever du matériau. 

Etudions le mode d’équilibrage sur la machine à équilibrer 
dynamique de B. Chitikov, dont le schéma est montré sur la figu- 
re 13.41. La pièce à équilibrer Z, en l’occurrence un rotor à bride B, 
est montée entre les paliers d'un berceau 2 libre de tourner autour 
de l’axe O — O. L'extrémité opposée du berceau est attachée en À 
à un ressort réglable 3 qui permet de mettre l'axe z — z horizontal. 


Fig. 13.42. Schéma du rotor à équilibrer 
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Un comparateur D enregistre l'amplitude des oscillations du berceau 
autour de l’axe O — O. 

Toutes les forces centrifuges des particules élémentaires d’un 
corps en rotation, comme on l’a vu plus haut, peuvent être réduites 
à un système équivalent de deux forces P,,, et P,, agissant dans 
deux plans J et ZI arbitraires (fig. 13.42). Dans notre cas le plan JZ 
traverse la section moyenne de la bride (fig. 13.41). Ces forces peu- 
vent être assimilées aux forces centrifuges produites par deux masses 
ponctuelles m, et m, situées dans les plans Z et ZI à des distances 
p. et p, de l’axe de rotation. L’intensité des forces P,,, et Pin 
est égale à 

Pin = M107ps 
et 
Pin = M0°P2. 


Comme nous avons montré ci-dessus, la vitesse angulaire «w? 
figure comme facteur constant dans les expressions des forces. Aussi 
les intensités des forces P;,, et P,.. seront-elles définies par les seuls 
moments statiques des masses mp, et MoePa. 

Si l’on place deux masses m1 et mn dans les plans Z et ZI aux 


» 


distances rr et rrr de façon à vérifier les égalités 


Ma = —Myi (13.62) 
et 


Mo = — MairT I (13-63) 


les forces d'inertie du rotor seront parfaitement équilibrées. 

Si l’on déséquilibre momentanément le châssis contenant le 
rotor (par exemple, en appuyant sur un des paliers et l'abandonnant 
aussitôt), le châssis commencera à osciller, mais, à la suite de la 
résistance de l’air et du frottement sur l’axe O — O, les oscillations 
s'amortiront progressivement et disparaîtront. 

La fréquence 4 d’oscillation est un paramètre constant pour le 
montage concret; définie par le moment d'inertie du système oscil- 
lant par rapport à l’axe O — O, par la raideur du ressort et (assez 
peu) par la résistance du milieu, elle porte le nom de fréquence des 
oscillations propres (ou libres) du système. 

Montons le rotor entre les paliers de telle fa- 5 
çon que le plan ZJ (en général, arbitraire) passe XX 
par l’axe de rotation O0 — O. Imprimons au rotor 
une rotation rapide. La composante verticale de 
la force centrifuge P;, égale à P,,, cos ot (fig. 

13.43), crée autour de O — O un moment M,,— 

= P;n120 COS wf. La force P,,+ agissant dans le 

même plan 77 que l'axe O — O, son moment par A; 
rapport à cet axe est nul. 

Le moment M,,,, qui varie suivant une loi À ig. 13.43. Vecteur 
harmonique avec la fréquence w égale à la vi- 19 centrifuge de 


€ à la masse non équi- 
tesse angulaire du rotor, provoque des oscil- librée due 
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lations forcées non amorties du berceau. La fréquence de varia- 
tion du moment perturbateur WM,,, est fonction de la vitesse angu- 
laire (décroissante) w du rotor. Quand cette fréquence devient proche 
de la fréquence des oscillations propres À du système, il se produit 
la résonance ; l'amplitude des oscillations du berceau atteint son 
maximum. La théorie des oscillations apprend qu'au moment de la 
résonance l’amplitude À des oscillations forcées est sensiblement 
proportionnelle à celle du facteur perturbateur : 


A=uP,,, (13.64) 


où u est un coefficient de proportionnalité dépendant des paramètres 
constants du montage. 

Connaissant la constante u de la machine, on peut, d'après 
l'amplitude À enregistrée par le comparateur D, calculer l'intensité 
de la force P;,,, définissant le balourd rapporté au plan 7, ce qui 
permet de calculer ensuite la valeur cherchée de mr1. 

La valeur de mr11 Se cherche par un essai réitératif, en disposant 
le plan Z du rotor au lieu du plan 71. 

4°, Il reste de savoir encore les droites d'action des forces P, 
et P;,.. c'est-à-dire les directions sur les plans Z et ZI en lesquelles 
doivent être fixés les contrepoids de masses ponctuelles mr et mr. 

Pour déterminer le coefficient de proportionnalité u et les direc- 
tions de fixation des masses m1 et Mir, On aura recours à un artifice, 
qui consiste à ajouter à la pièce à équilibrer une masse auxiliaire 
m. à une certaine distance p. de l’axe de rotation de la pièce. Le 
plus souvent, on se sert d’un morceau de mastic de masse m, que 
l'on applique sur la surface de la pièce. Sur la figure 13.41 on remar- 
que deux morceaux de mastic à la surface de la bride B. La masse m, 
est dite masse d'équilibrage ou d'appoint. 

On imprime au rotor une rotation rapide, puis on débraie l’en- 
trainement, laissant le rotor tourner par inertie, et l'on mesure l’am- 
plitude maximale à l’aide du comparateur D. Soit À, cette amplitude 
(en mm). 

La masse d'appoint me (fig. 13.41) est placée dans le plan 7 
à la distance p. de l’axe z — z égale au rayon extérieur de la bride. 
Ceci fait, on remet le rotor en rotation et l’on mesure de nouveau 
l'amplitude maximale avec le comparateur. Soit À, cette nouvelle 
amplitude. Enfin, on place la masse d'appoint mc. à la même dis- 
tance p. du centre de la bride B mais de l’autre côté, et on met en 
rotation le rotor. On mesure encore l'amplitude maximale. Soit 
A, cette troisième valeur d’ amplitude. D'après les valeurs d'ampli- 
tude A;, A» et À; on calcule mxrr à l’aide de la formule (13.64). 
Sur la figure 13.44, a est montrée la force Pin qui a provoqué les 
oscillations forcées au cours du premier essai. 

La figure 13.44, b représente la force R°’ qui a été obtenue après 
la fixation de la masse d'appoint m. en deuxième essai. On a 


Rt = Pins + Q'= Mirr + MePe. 
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Fig. 13.44. Pour la recherche de la position dela Fig. 13.45. Diagramme le 
masse d’appoint lors de l’équilibrage du rotor; a) détermination du moment 
position du vecteur force centrifuge en premier statique du contrepoiils 
essai; b) diagramme vectoriel des efforts après la susceptible d'équilibier 
fixation de la masse d'appoint ; c) diagramme vec- le rotor. 
toriel des efforts en troisième essai avec la masse 

d'appoint. 


Sur la figure 13.44, c on voit la force KR” qui a été obtenue après 
la fixation de la masse d’appoint en troisième essai. Elle est égale à 


R°= Pini + Q°= Pins Q'= Mir - MePe, 


car Q° — —Q". 

Superposons les triangles hachurés des figures 13.44, b et 13.44, c 
en faisant coïncider leurs côtés a de longueur égale (fig. 13.45). 
On obtient alors un parallélogramme BCDE dont les côtés a, b, c 
et d et les diagonales vérifient l'égalité 


2c? + 24 = (BD) + (CEYŸ 


c=V IE EAU) be 4 (13.65) 


Puisque, d’après (13.64), A, = Pins Ao = UR', As = uR" 
et À. = uQ” = —uQ", où u est un coefficient de proportionnalité 
commun dépendant des paramètres du système, on peut substituer 
dans (13.65) aux segments (c), (d), (BD) et (CE) leurs valeurs égales a 


c=Q=Q=T%, d=Pni= 


ou 


(BD)=R" = et (CE)=Rt=<2, 
après quoi on obtient 


A3} 43943 
Am SFA (13.66) 


Les amplitudes À,, À, et À, pouvant être mesurées, on déduit 
de la formule (13.66) l'amplitude 4... En vertu de la condition (13.64) 


Ac =UQ" = 10" = umePe. 
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De cette dernière égalité on tire le coefficient de proportion- 
nalité pu : | 
Àc 
mcPe 

Le moment statique mr; de la masselotte d’équilibrage se cal- 
cule maintenant par la formule 


HU — 


= mire Pis = À = ÉL moe. (13.67) 
h c 

L'angle a (fig. 13.44, a) entre la direction de fixation du contre- 
poids mr et la direction de fixation de la masse d'appoint m s’ob- 
tient. conformément à la figure 13.45, de la relation 
A2 + A3 — 4° 
_- L C 3 
Xi, 2 —= ArCCOS OA A (13.68) 
Cette dernière relation fournit deux valeurs d'angle «&. On en retient 
l’une ou l’autre après l’essai sur la machine : on fixe le contrepoids 
mi à la distance choisie r1 d’abord sous l’angle &,, puis sous l'angle 
&+, et l’on adopte le montage sur lequel les vibrations ne se mani- 
festent pas même à la vitesse critique, c'est-à-dire à la vitesse angu- 
laire de résonance. | 

En permutant les plans J et ZI, c'est-à-dire en retournant l'axe 
du rotor de 180° sur la machine par rapport à sa position initiale, 
on recherche par.le même procédé le moment statique myrrn du 
second contrepoids d’équilibrage mn placé dans le plan ZJ. Prati- 
quement, pour éliminer le balourd, on peut ou bien enlever une 
partie de masse de la pièce, ou bien ajouter une masse complémen- 
taire. 

On arrive donc à établir un équilibre parfait des forces d'inertie 
du rotor en fixant des contrepoids mr et mr; dans les plans J et 7]. 


QUATRIÈME SECTION 


ÉTUDE DU MOUVEMENT DES MÉCANISMES 
ET DES MACHINES 


CHAPITRE XIV 


CARACTERISTIQUES ÉNERGÉTIQUES 
DES MÉCANISMES 


$ 63. Régimes de mouvement des mécanismes 


40. Par temps total de mouvement du mécanisme on entend la 
période comprise entre le moment initial et le moment final de 
mouvement du mécanisme. La loi de mouvement de tous les élé- 
ments du mécanisme étant déterminée par celle de mouvement de 
l'élément menant, on peut aussi définir le temps total comme la 
période entre le moment initial et le moment final de mouvement 
de l'élément menant. | 

Le temps total de mouvement du mécanisme comprend trois 
phases : 

a) temps d'accélération ; 

b) temps de mouvement permanent ; 

c) temps de ralentissement. 

Le temps d'accélération se caractérise par l'accroissement de la 
vitesse de l'élément menant à partir de zéro jusqu'à une valeur 
moyenne qui correspond à la vitesse normale de régime de l'élément 
menant du mécanisme. Au cours du mouvement permanent la vitesse 
de l'élément menant du mécanisme oscille généralement autour de 
la valeur moyenne définissant la vitesse normale de régime, deve- 
nant périodiquement égale à celle-ci. Le temps de ralentissement se 
caractérise par la décroissance de la vitesse de l’élément menant 
à partir de la valeur moyenne de la vitesse normale de régime du 
mécanisme jusqu'à Zéro. | 

La figure 14.1. représente le tachygramme du mécanisme ou la 
courbe & = «w (ét) de la vitesse angulaire w de l'élément menant en 
fonction du temps t. Le temps total T de mouvement du mécanisme 
se compose du temps d'accélération T;cc, du temps de mouvement. 
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permanent Th., et du temps 
de ralentissement T,,,. On 
voit sur la figure 14.1 que 
pendant la durée du mouve- 
ment permanent la courbe de 
la vitesse © = (t) présente 
des oscillations périodiques 
autour de la valeur moyenne 
| Omoy Qui correspond à la 

Fig. 14.1. Tachygramme du mécanisme. vitesse normale de régime 

de l'élément menant. 

Par cycle de mouvement de l'élément menant du mécanisme on 
entend la période de temps au bout de laquelle la position, la vitesse 
et l'accélération de l’élément menant deviennent les mêmes qu'aupa- 
ravant. Sur la figure 14.1 il y a quatre cycles de mouvement per- 
manent. À chaque cycle correspond un temps 7.. Ainsi donc, le 
temps total T est égal à 


j T = Tace + Tim. p + Trats 
tandis que le T,;., est égal à 
Fa: p = Te 


où k est le nombre de cycles. 

Les durées de Tuccs Trai et 7° dépendent des relations existant 
entre les forces en action, les masses et les dimensions du mécanisme : 
pourvu que ces relations soient connues et suffisantes, on arrive 
toujours à calculer le temps d'accélération 7,4, le temps de ralen- 
tissement 7,,, et le temps de cycle T., c'est-à-dire la durée d'un 
cycle de mouvement. 

Le temps total de mouvement permanent T,; , peut comprendre 
autant de cycles de mouvement que l'on veut, en fonction de la 
nécessité et de la possibilité de maintenir le régime de travail du 
mécanisme, c'est-à-dire le mouvement avec la vitesse angulaire 
moyenne de régime moy. Il est à noter que certains mécanismes et 
machines ont leurs phases de mouvement mal délimitées. C'est 
ainsi que dans les appareils de levage, les excavatrices, les machines 
de transport le temps total de mouvement de certains mécanismes 
ne comprend que le temps d'accélération et le temps de ralentisse- 
ment, sans présenter de temps de mouvement permanent avec ses 
cycles de mouvement. 

On dit que le mouvement du mécanisme est périodique si pendant 
un certain temps le mécanisme effectue des cycles de mouvement 
constants, tels que le mouvement dans le cadre de chaque cycle 
obéit à une même loi. 

A ce titre, le mouvement représenté sur la figure 14.1 est pério- 
dique pendant le temps T,,.,. Le mouvement périodique se caracté- 
rise également par le fait que le temps 74. reste constant, quel que 
soit le décalage donné à l’origine des temps. Par exemple, si l’on 
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commence à compter le T7. non pas à partir du point b mais du point 
e, la fin du cycle ne sera plus en f mais en g, les segments (bf) et 
(eg) étant de même longueur. 

Le cycle peut correspondre à un ou à plusieurs tours de l’arbre 
menant. C’est ainsi que l'arbre menant d’une pompe à coulisseau 
et manivelle fait un tour pendant le cycle, alors que l'arbre menant 
d’un moteur à explosion à quatre temps fait deux tours pendant le 
cycle. Il y a des machines sur lesquelles le cycle demande un nombre 
encore plus grand de tours de l’arbre menant. 

20. Considérons maintenant les paramètres dynamiques des 
phases d'accélération, de mouvement permanent et de ralentisse- 
ment. À cet effet, établissons l'équation de l'énergie cinétique (équa- 
tion des forces vives) du mécanisme : 


Am — Àr = > me — me, (14.1) 


où 4,, est le travail de toutes les forces motrices, À, le travail de 


toutes les forces résistantes, > mv°/2 l'énergie cinétique (la force 
vive) du mécanisme, v, et v les vitesses au début et à la fin du mouve- 
ment considéré. Pendant le temps d'accélération il faut que la vitesse 
finale v soit plus grande que la vitesse initiale v,; or, pour qu'il 
en soit ainsi, il faut que le travail des forces motrices au cours de 
cette phase soit supérieur à celui des forces résistantes : 


An > Ar 


Au cours du mouvement permanent, la vitesse v doit devenir 
égale à v, au bout de chaque cycle de mouvement, au même titre que 
le travail moteur doit devenir égal au travail résistant : 


Am = Ar. 
Pour le temps de ralentissement on a v <v,, si bien que 
A AS 


En vertu de ce que nous venons d'établir, le second membre de 
(14.1) parcourt consécutivement les valeurs suivantes: 


accélération 

D D RE 0; (14.2) 
mouvement permanent (nombre entier de cycles) 

D 5 7 0; (14.3) 
ralentissement 

D 5 8 <0. (14.4) 


Les expressions ci-dessus montrent que l'énergie cinétique du 
mécanisme croît pendant la phase d'accélération du mécanisme. 
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Au cours du mouvement permanent cet accroissement s’annule à la 
fin de chaque cycle. Au cours de la phase de ralentissement le méca- 
aisme cède l'énergie cinétique emmagasinée pendant la phase d'accé- 
lération. 

3°. Proposons-nous de calculer l'énergie nécessaire à la machine 
pour vaincre diverses résistances et cherchons les relations entre les 
travaux produits par les différentes forces sollicitant la machine. 

A cet effet, donnons à l’équation de l’énergie cinétique du méca- 
aisme (14.1) la forme suivante: 


Fm A (3 5 ME) 0. (14.5) 


La grandeur entre parenthèses peut être conventionnellement 
assimilée au travail À, des forces d'inertie. L’équation (14.5) 
devient alors 


A, —A,+A,=0. (14.6) 


L'ambiguité du signe de À,, tient à ce que l'énergie cinétique 
peut être positive et négative, en fonction des valeurs de vet de v,. 

On distingue ensuite dans (14.6) le travail À,, des résistances 
utiles, le travail A. des forces de frottement et des autres résistances 
sal et le travail À... des forces de gravité des éléments (voir 
$ 40). 


L’équation (14.6) deviendra alors 
Am— Ar. u — Atr Æ Ain Æ At. g — 0. (14.7) 


L'ambiguité du signe de 4:, s'explique par le fait que le travail 
At.4 est négatif quand le centre de masses général du mécanisme se 
déplace vers le haut, et positif dans le cas contraire. 

Si d’autres forces ajoutent leur travail à celui indiqué dans 
(14.7), on en tient compte en faisant figurer ce travail dans l’équa- 
tion avec un signe convenable. Par exemple, il y a des cas où, en 
raison de la construction particulière du mécanisme et des conditions 
de son fonctionnement, on est amené à tenir compte, dans l’équa- 
tion indiquée, du travail produit par la force d’élasticité des ressorts. 

4, L'équation (14.7) a lieu tout aussi bien pour les travaux élé- 
mentaires : 


dArm — d'A. à — dAtr + dAi + d'A. y 0. (14.8) 


Divisant tous les termes de (14.8) par la différentielle de temps df, 
on obtient 


dA dAr. dAf dy , dAt.g 
A de ed ad 
ou 
Nn—Niu—Nr EN +ENt.g=0, (14.9) 


où NV, est la puissance développée par les forces motrices, NV, la 
puissance cédée pour vaincre les résistances utiles, W;, la puissance 
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absorbée par les forces de frottement et par les autres résistances 
inutiles, /V, la puissance consommée ou, au contraire, recueillie 
(en fonction du signe) par la variation de l’énergie cinétique du méca- 
nisme, V,., la puissance demandée pour surmonter les forces de gra- 
vité ou, au contraire (en fonction du signe), développée par les forces 
de gravité. 

On appelle l'équation (14.9) équation énergétique de la machine. 

T1 ressort de l’équation (14.9) que les puissances W, et N,., seront 
tantôt positives, tantôt négatives. Dans le premier cas elles s'ajou- 
tent à la puissance V,, que l'élément menant du mécanisme doit 
développer, dans le second cas elles s'en retranchent. Par exemple 
au cours du temps d'accélération (voir équation (14.2)) la puissance 
N, est positive, d’où l'on déduit que la puissance W,, doit être plus 
élevée en phase d’accélération qu’en phase de ralentissement, quand 
N, est négative. 


$ 64. Rendement mécanique 


4°. Etudions séparément le mouvement permanent. Au bout de 
chaque cycle de ce mouvement la variation d'énergie cinétique est 
aulle (voir (14.3)): 


mL UE 
D D — À 2 = 0. 


Par conséquent, le travail À, dans l'équation (14.7) est nul. 
De même, le travail A. des forces de gravité dans chaque cycle 
est nul. 

Pour le mouvement permanent, l'équation (14.7) se présente 
comme Ceci: 

_ | An= Ar u + Atre (14.10) 

De cette façon, le travail de toutes les forces motrices pendant 
le cycle.complet de mouvement permanent est égal à la somme des 
travaux de toutes les résistances utiles À... et de toutes les résistances 
inutiles À1.. 

Le rendement mécanique n est le rapport de la valeur absolue du 
travail. des résistances utiles au travail de toutes les forces motrices 
pendant la durée du mouvement permanent : 


n= +, (44.11) 
ou, en. tenant compte de (14.10), 
n= É (14.12) 
On peut aussi donner à (14.11) la forme suivante: 
| qu ÉRE —4—dE, (14.13) 
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car en vertu de l'équation (14.10) 
A; u = Am— ÂAtre 


Le rapport du travail A;, des résistances inutiles au travail des 
forces motrices, désigné par . s'appelle coefficient des pertes dans 
le mécanisme. La formule … 13) devient alors 


= À — op. (14.14) 


Le coefficient de pertes A mécanisme est d'autant plus faible 
et, partant, le mécanisme est d'autant plus perfectionné au point 
de vue de l'utilisation de l'énergie que le travail produit par les 
résistances inutiles est moins grand. 

Il est utile, en certains cas, d'introduire le coefficient #, qui 
représente le rapport  — A:,/4,4. La relation entre n, q et + 
se déduit des formules (14. 13) et (14. 14) : 


+ (44.15) 


L’'équation (14.13) donne lieu à la conclusion suivante : puisque 
le travail À,, des résistances inutiles (par exemple, des forces de 
frottement) n'est pratiquement jamais nul, le rendement n est 
toujours inférieur à l'unité. 

Il ressort en outre de (14.13) que le rendement peut devenir nul 
quand 


Am = À};, 


c'est-à-dire lorsque le travail des forces motrices est égal au travail 
de toutes les résistances inutiles du mécanisme. En pareil cas le 
mouvement du mécanisme est possible mais il ne produit aucun 
travail utile : on dit que le mouvement se fait à vide. 

Le rendement ne peut être inférieur à zéro, car il faut pour cela 
(voir (14.13)) que le rapport des travaux A#/A4n soit supérieur à 
l'unité: 

gr 


m2 4 ou An << Atr. 


Il découle de ces Fa que si le mécanisme vérifiant cette 
condition se trouve au repos, aucun mouvement effectif du mécanisme 
ne peut s'ensuivre. C'est l’autofreinage du mécanisme. Si le mécanisme 
vérifiant cette condition est en mouvement, sa vitesse diminuera 
graduellement (le mécanisme se freinera) jusqu’à l'arrêt sous l'effet 
des résistances inutiles. Donc, si l’on obtient au cours des calculs 
théoriques un rendement négatif, cela signifie ou bien l’autofreinage 
du mécanisme, ou bien l’impossibilité pour ce mécanisme de se 
déplacer dans la direction donnée. 

Ainsi donc, le rendement du mécanisme peut varier dans les 
limites suivantes: 


0<n <1i. (14.16) 
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I1 découle des formules (14.14) 
et (14. 15) que le coefficient 
varie dans les limites 0 <œ <1 | 
et le coefficient 4 dans leslimites  E----- 
O0 <p.< oc, 

9.. Dans la plupart des mé- 
<anismes les forces motrices et les 
forces résistantes sont sujettesaux 
variations au cours du mouve- 
ment permanent. Aussi, en cher- 
chant le rendement, calcule-t-on 
le travail de toutes les forces motrices et de toutes les résistances 
utiles pendant un cycle complet de mouvement permanent. Par 
exemple, étant donné la courbe représentative (fig. 14.2) de la force 
motrice totale P,, — Ph(s), on calcule le travail moteur A, en 
partageant la courbe en intervalles et en faisant la sommation des 
aires élémentaires. Le travail total 4, des forces motrices sera égal 
à la somme de toutes ces aires multipliée par les échelles corres- 
pondantes de représentation de la force P, et de l’espace s. Connaïis- 


sant l'intensité de la force motrice moyenne P,,,, on calcule le 
travail moteur À, 


ZTY#YSE7831 


Fig. 14.2. Courbe de variation de la 
force motrice totale. 


‘où & est l'espace parcouru par le point d'application de la force 
Pr pendant un cycle complet de mouvement permanent. 

On calcule de même le travail À, à l’aide de la courbe repré- 
sentative P,u = P,u (s) des résistances utiles. 

3°. Etudions maintenant le rendement qu'offrent plusieurs 
mécanismes réunis en série. Soient n mécanismes liés entre eux de 
manière à former une série (fig. 14.3). Le premier mécanisme est 
actionné par les forces motrices qui produisent le travail 4. Etant 
donné que le travail utile de chaque mécanisme précédent consommé 
pour vaincre les résistances utiles représente le travail moteur pour 


chaque mécanisme suivant, le rendement n, du premier mécanisme 
est égal à 


As 
US An 
Le rendement du deuxième mécanisme est 
— À: 
= + 
Pour le troisième mécanisme le rendement sera 
A3 
A” 
Æ et, enfin, pour le n#-ième 
LOC ÉCÉLEX “one 
ÂAn 
Fig. 14.3. Montage en série des mécanismes. Tin — FES 
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Le rendement total n,, sera 


RS 
Nain — Am e 
Pour obtenir la valeur de ce rendement, il faut multiplier tous 
les rendements partiels n,, ne, ..., Nn- On a 


A A A A A 
Min — MM 13° --- Marta ... 7 =: (14.17) 


Ainsi donc, Le rendement mécanique total d'une série de mécanismes 
est égal au produit de multiplication des rendements des mécanismes 
isolés montés en série. Les valeurs des travaux pendant le temps total 
de mouvement permanent de la machine étant proportionnelles aux 
valeurs moyennes des puissances pour la même période, on peut 
récrire les formules (14.11) et (14.13) comme suit: 


Nr. Rond 74 
de (14.18) 
ou 
n=i— 52, (14.19) 


où WV,, est la puissance moyenne absorbée par les résistances utiles, 
Nr la puissance moyenne absorbée par les résistances inutilés et 
Nn la puissance moyenne développée par les forces motrices. 

Lors du calcul du rendement total d’une série de mécänismes, 
il faut prendre garde à ne pas tenir compte abusivement des mêmes 
résistances pour deux mécanismes différents. Par exemple, étant 
donné un mécanisme à, les pertes se manifestant dans ses points de 
jonction avec les mécanismes (i — 1) et (i + 1) doivent être rap- 
portées soit au mécanisme à, soit à (à — 1), soit enfin à (i + 1) 
lors du calcul des rendements n;-,, n;, n:+.1- Pour éviter cette erreur, 
il est bon de calculer séparément le rendement de chaque mécanisme 
sans tenir compte des pertes dans les jonctions avec les mécanismes 
voisins, de calculer ensuite les rendements pour les jonctions et 
d'employer enfin la formule (14.17). En pratique, le plus souvent, 
on omet de le faire et l’on utilise la formule (14.17) sans se souvenir 
des particularités indiquées ci-dessus. On comprend donc que le 
rendement ainsi obtenu sera approximatif et légèrement inférieur 
au rendement réel. 

4°, On vient de considérer (fig. 14.3) le cas le plus simple de 
montage des mécanismes, à savoir le montage en série. Bien souvent, 
les mécanismes des machines modernes sont réunis d’une façon plus 
compliquée. Sur la figure 14.4 on voit un montage mixte. Le flux 
d'énergie en provenance du mécanisme 2 s'’achemine suivant deux 
dérivations. À son tour le flux d'énergie en aval du mécanisme3” 
s'achemine aussi suivant deux dérivations. Le travail total Ar 
des résistances utiles est égal à A,.u4 = An + A3 + A5. 
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Par conséquent, le rende- 
ment total n du système de mé- 
canismes est égal à 


_ Aviv _ A;-+4i+4" 


(14.20) 

Le travail À,, s'exprime en 
fonction des travaux 4;,4°% et 
A? et en fonction des rende- 
ments correspondants des mé- 
canismes isolés. 

On voit sur la figure 14.4 
trois flux d'énergie Z-J (en trait 
plein), Z17-TT (en trait pointillé) 
et ZII-TTI (en trait mixte) déri- 
vés d’une source d'énergie com- 
mune produisant le travail 4... Z 
Le travail À, peut être assi- 
milé à la somme 

À; Az A® 
A Tin’ + Min” + Nine E 
(14.21) 
OÙ Min’ Min” et Nin” Sont les rendements totaux de chacune des trois 
dérivations 1-7, II-II et JII-III, égaux à 


Min: —= 0180304; - - - Mn’ 
Mine = 01020304" - + + Mn”; 
Mine = 3er - Mn. 


Le rendement total n du système de mécanismes dans son ensemble 
sera égal à 


Fig. 14.4. Montage mixte des mécanismes. 


À; + 45 + 4% 


1h’ n in” Nine 


Il ressort de la formule (14.22) que le rendement total dépend 
considérablement du schéma de répartition d'énergie adopté au 
cours de l'étude du projet du système de mécanismes. 


$ 65. Calcul du rendement des mécanismes 
standards 


1°. La formule (14.19) montre que pour calculer le rendement 
d'un mécanisme isolé, on doit déterminer chaque fois le travail ou 
la puissance consommés pour vaincre toutes les résistances inutiles 
pendant un cycle complet de mouvement permanent. Pour le faire, 
on est amené à chercher les forces de résistance inutile pour plu- 
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sieurs positions du mécanis- 
me. Dans la plupart des mé- 
canismes ce sont les forces 
de frottement. Ceci fait, 
d’après les vitesses connues 
de mouvement des éléments 
isolés du mécanisme, on 
cherche les ipuissances né- 
cessaires pour surmonter les 
forces de frottement. En 
fonction des puissances re- 
çues, on détermine la puis- 
sance moyenne consommée 


Fe 14.5. Pour le calcul du rendement d’un POrE ae le dpi os 
mécanisme à levier: a) schéma cinémati- aU COUrS d un cycle complet 
que; b) épure des vitesses. de mouvement permanent. 


A ce moment-là, connais- 
sant la puissance des forces motrices, on calcule le rendement par 
la formule (14.19). 

Le rendement du mécanisme dépend toujours de la nature des 
forces de frottement manifestées dans les couples cinématiques, du 
mode de lubrification, etc. Aussi le rendement de tel ou tel mécanisme 
n'est-il jamais connu exactement. Dans chaque cas concret, une 
analyse théorique et une étude expérimentale s'imposent. Dans le 
texte qui suit, nous allons donner seulement quelques procédés de 
calcul utiles pour la résolution des problèmes indiqués. Commen- 
<ons par les mécanismes à couples inférieurs. 

20. Etant donné un mécanisme représenté sur la figure 14.5,a; 
on demande de savoir son rendement. Admettons que toutes les 
résistances inutiles qu'offre ce mécanisme se réduisent aux forces 
de frottement, de coefficients connus, dans les couples cinématiques. 
Les réactions P 4, Pp, Pc, Pn, Pr, Pc et Pr des couples cinémati- 
ques sont connues pour toute position du mécanisme. Les forces de 
frottement sont égales respectivement à 


Fa = faP a; F = f8P p; Fe = fcPo 
Fp = fpPn, FE = frPr; Fe = fcPc; Fa = fnPa 


OÙ fa fps for fn: fe, fe et fn Sont les coefficients de frottement con- 
nus dans les articulations correspondantes et dans les guides du 
coulisseau 5. 

Pour savoir les puissances nécessaires pour vaincre le frottement 
dans divers couples cinématiques, il faut déterminer les vitesses 
angulaires relatives dans les articulations et la vitesse linéaire 
relative du coulisseau mobile en translation par rapport à ses guides. 

La vitesse angulaire relative ©,4 de l'élément Z par rapport au 
bâti 6 est égale à la vitesse angulaire donnée ©,, car l’arbre À tourne 
dans un palier fixe. Pour déterminer les vitesses angulaires relatives 
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dans les autres articulations, on construit 
l’épure des vitesses du mécanisme (fig. 14.5,b) 4 7# 
et l'on cherche sur cette épure les vitesses 
angulaires des éléments BC, CD et EG. Les 
valeurs de ces vitesses s’obtiennent à partir 
des relations (voir $ 18) 


CO 


Gr — Ur pp 3H 
_ (eg) Fig. 14.6. Pour la recher- 
ÉRE Es lEG | che de la vitesse angulai- 


re relative de deux élé- 
Dans ces relations (bc), (cd) et (eg) sont les ments formant un couple 


segments tirés de l'épure des vitesses : lc. de rotation. 

lep et l£c Sont les longueurs des éléments 

BC,CD et EG, et u. est l'échelle de l’épure des vitesses. Pour détermi- 
ner la vitesse angulaire w., de mouvement de l'élément 2 par rapport 
à l'élément 7, on imprime conventionnellement à ces deux éléments 
une même vitesse angulaire —, (fig. 14.6,a). Alors l'élément 7 
peut être considéré comme fixe, tandis que l'élément 2 tournera 
par rapport à l'élément Z/ avec une vitesse angulaire w:, dont la 
valeur absolue sera égale à | @., | = | ©, | + | ©, |. 

Pour déterminer les vitesses angulaires des éléments 3 et 4 par 
rapport à l'élément 2, on imprime à tous ces éléments une vitesse 
angulaire commune —6@,. La vitesse angulaire relative w., de l’élé- 
ment ? par rapport à l'élément 2 sera alors égale en valeur absolue à 


[og|=103|+ |. 

La vitesse angulaire relative w,. de l’élément 4 par rapport 
à l'élément 2 est égale en valeur absolue à 

loel=1ol+lol. 

La vitesse angulaire © de l'élément 3 par rapport au palier 
fixe D est égale à la vitesse angulaire ©,. Enfin, la vitesse angulaire 
&5a de l’élément 5 par rapport à l'élément 4 est égale à 

[Os] = [0 |. 

D'une façon générale, la vitesse angulaire relative de deux élé- 

ments d'indices i et À se cherche par la formule 

Dir = Oi— Ok 
et s'obtient par addition des valeurs absolues des vitesses angulaires 
de signes différents; si les vitesses angulaires sont de même signe, 
on retranche la plus petite valeur absolue de la plus grande. 

La vitesse linéaire relative du coulisseau à par rapport à son 
guide a est égale à la vitesse v6c. Les puissances absorbées par le 
frottement dans les couples cinématiques sont égales (voir $ 47) à 

Na=Faralol Ns = Fr | @n 

Nce=Fcclost, Np=Frrplost, Ne = Frre | O4 |, 

Nc = Ferc | ©: | et Ny = Fvc. 
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Dans ces expressions r\, rpr los ln: le et rc Sont les rayons des 
tourillons des articulations correspondantes. Portant dans les for- 
mules établies les valeurs des forces de frottement et les valeurs 
absolues des vitesses relatives, on obtient respectivement 


N'a = faPara | où | N3 = f#Pgrp ll © l+ lol, 
Nec = fcPec [los + lol), No = fpPorp los |, 


Ne = fEPrrE [lo [+ | Os], Vc = fePcre | 0, | 
et 
Nr — fx PHUc. 


On peut remplacer dans ces formules les valeurs des vitesses 
angulaires par leurs valeurs relevées sur l’épure des vitesses 
(fig. 14.5, b). 

La puissance totale WV.. des forces de frottement à chaque instant 
est égale à 


Nr=Na+NB+No+Ni+NE+Nc+ Nu. 


Ayant construit la courbe de variation de la puissance W,, pen- 
dant un cycle complet de mouvement du mécanisme, on peut déter- 
miner la valeur moyenne W;, moy de la puissance absorbée par le 
frottement. Ensuite on calcule la puissance V,, consommée à cha- 
que instant pour vaincre les forces de résistance utile, dont les 
valeurs sont données, et l’on lit sur la courbe de variation de la 
puissance la valeur moyenne 


Mm Nr.u. moy de la puissance des forces 
DZ \. de résistance utile. 
/\) La puissance moyenne V,,. moy: 
# L. Y 
-&\ © co des forces motrices est égale à 
f) | Nm. moy = ,. u. moy + Mir. moy» 
NX / | Ugi ? et le rendement total n du méca- 
K 7 - Z nisme, en vertu de la formule 
ER D (14.19), est égal à 
| NE > Ntr. moy 
}_ CN N° D (14.23) 
5 LE: =_ En | Ne m. moy 
x \X 30. Passons aux mécanismes à 
W couples supérieurs. Soit à déter- 
| F miner le rendement d’un méca- 
ÿ @) nisme à engrenages représenté sur 
L la figure 14.7. Si l’on ne prend en 
ANA considération que les forces de 
d GT TM frottement, on doit, pour calcu- 


ler le rendement, déterminer les 


Fig. 14.7. Pour le calcul durendement Pertes dues au frottement de glis- 
d’un mécanisme à engrenage extérieur. sement dans les paliers O, et O., 
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les pertes dues au frottement de glissement entre les dents et, enfin, 
les pertes dues au frottement de roulement mutuel des dents. 

Les puissances Vi, et Ni. absorbées par le frottement dans les 
paliers O, et O, sont égales à 


Nfr=Mirloil et Nir=Mir]|@|, 


où M;. et Mi. sont les valeurs absolues des moments des forces de 
frottement de glissement dans les paliers ©, et O, calculées à l’aide 
des formules du $ 47. 

La puissance Vf: absorbée par le frottement de glissement entre 


« 


les dents est égale à 
Ni — Fig (14.24) 


où Fu est l'intensité de la force de frottement de glissement des 
dents, #.1 est la vitesse de glissement des dents l'une sur l’autre. 

L'intensité F,, de la force de frottement de glissement est égale 
à Fa = {Po où P,2 est la poussée de la dent de la roue 7 sur celle 
de la roue 2, en supposant que la poussée n'est subie que par une 
paire de dents et qu'elle est dirigée suivant la normale N — N 
aux profils des dents; f est le coefficient de frottement. L'intensité 
de la force P,, se cherche par les méthodes habituelles de cinétostati- 
que étudiées plus haut (voir $ 55). 

Ainsi donc, la formule (14.24) se récrit comme suit: 


Nf={fP 12Vgl. 
La vitesse de glissement est égale à 


Ver = [| © +11] (Pok), 


où (P,k) est la distance séparant le centre instantané de rotation P, 
dans le mouvement relatif des roues Z et 2 et les points de tangence 
k' ou k” des profils. En regardant la figure 14.7, on remarque que 
la vitesse de glissement sur le chemin P,a, en cas de quottement 
en k” a le sens inverse de la vitesse de glissement sur P,b en cas de 


quottement en X’. La direction des forces de frottement change en 
conséquence. 


La puissance N;: absorbée par le frottement de glissement des 
dents est égale à 


Nfr= {Po (| ©: 1 + | © [1 (Pok). 


La puissance consommée par le frottement de roulement mutuel 
des dents (voir $ 49) est égale à 


NE = Mir. rl = Mr. l@il+lol], 
Où Afrr.r est le moment de frottement de roulement égal à 
Mr. É— kP,o, 


avec À le coefficient de frottement de roulement; Q = &, + w2. 


24* 923 


La puissance V1, tabsorbée par le 
frottement dans tout le mécanisme est 
égale à la somme des puissances de 
frottement : 


Nie=NitNiNRENI. 


Ayant tracé la courbe de variation 
Fig. 14.8. Pour le calcul du ren- de la puissance W.,, on déterminera la 
dement des mécanismes vis- puissance moyenne {V}; 07. La puis- 

écrou. sance moyenne À, w. moy des résistan- 
ces utiles est égale à 


Ne. u. moy = Mr. u. moy | ©moy l 


Où M,.u. moy est la valeur absolue du moment moyen des résistances 
utiles ; ©moy est la vitesse angulaire moyenne de l'arbre auquel est 
appliqué le moment M,.,. moy- 

La puissance moyenne V0. des forces motrices est égale à 


Nm. moy — N r. u. mOYy + Nr. moy 


d’où l’on déduit le rendement total n du mécanisme à engrenages 
considéré : 


Nm. moy ° 

En pratique, on détermine généralement le rendement des méca- 
nismes à engrenages de façon expérimentale. A priori, on admet 
que le rendement n, compte tenu (des pertes dans les dentures est 
de 0,99 pour les engrenages à dents polies: de 0,975 à 0,995 pour 
les engrenages à dents taillées et non polies ; de 0, 97 à 0! 975 pour 
les engrenages à denture hélicoïdale, et ainsi de suite. 

4°, Dans le cas des mécanismes vis-écrou, le rendement est cal- 
culé de façon approximative, en se servant des formules du rende- 
ment pour le plan incliné; l’hélice moyenne de la vis est assimilée 
alors à un plan incliné, et l’écrou, à un coulisseau Z (fig. 14.8). La 
déduction des formules s'opère comme suit. Supposons que le cou- 
lisseau J, sollicité par une force constante verticale P, des résistances 
utiles et par une force constante horizontale motrice P, se soit 
déplacé de À en À4,. Abaiïssons la perpendiculaire À,a du point À, 
sur la droite d’action de la force P. Le travail utile effectué par la 
force P consiste à faire monter le coulisseau Z de la hauteur 4A,a; 
le travail À, , consommé pour vaincre les résistances utiles sera 


alors égal à 
A+. u = Po (Asa). 
Le travail de la force motrice P est 
Am = P | (4a) , 
donc, en vertu de la formule (14.11), le rendement n sera égal à 
Ar. u __ Po (4e) _ Po 
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Comme on l’a montré au $ 46, les forces P et P, sollicitant le 
couple vis-écrou sont liées entre elles par la condition 


P = Potg (B + ). 
avec v l’angle de frottement. Donc, le rendement n sera 


__PotgB 2e j 

Poe btrn  EP+9 0) 
Quand la charge se déplace vers le bas sous l'effet de la force P, 
le rendement n est 


1 = SEP PE e (14.26) 
car on a en ce cas P = P, tg (B — ®), si bien que P, est une force 
motrice. 

1] ressort de la formule (14.25) que, la charge allant vers le haut, 
le rendement du plan incliné s’annule quand 8 = 0 et quand 6 — 
—= 7/2 — @. Dans l'intervalle entre 8 = 0 et B = x/2 — œ le ren- 
dement est positif, et pour B > x/2 — œ le rendement est négatif; 
dans ce dernier cas le mouvement du coulisseau sous l’action de la 
force P est impossible. 

Pour déterminer l'angle $ donnant le n maximal, on prend la 
dérivée de n par rapport à l'angle $ et on l’annule: 


[ t&p 
on _ _Ltg(b+op) 1 _ 0. 
df df 
La solution de cette équation par rapport à 6 donne 
Bo — 45° — 9. 


Ainsi donc, le rendement maximal est obtenu pour l'angle B,. 

1 ressort de même de la formule (14.26) que, la charge allant 
vers le bas sous l’action de la force P,, le rendement n s'avère néga- 
tif quand l’angle B est compris entre O et @. Dans ces limites le 
mouvement de la charge sous l’action de la force P, est impossible. 
Le mouvement est possible dans la gamme d'angles f comprise 
entre @ et x/2, le rendement étant alors positif. 

On montre que le rendement du plan incliné de pente inférieure 
à œ est toujours inférieur à 0,5 (en cas de mouvement ascendant du 
coulisseau). En effet, déjà pour B — œ la formule (14.25) devient 

n = tg® =teP0t#® _p5_t#e 
ce qui signifie que n est toujours plus petit que 0,5. 

Les formules qu'on vient de déduire sont valables pour les méca- 
nismes vis-écrou et pour les mécanismes à vis sans fin. Quand le 
mouvement se transmet de la vis sans fin à la roue, on emploie la 
formule (14.25), et dans le cas contraire, la formule (14.26). Tous 
les corollaires des formules pour le plan incliné restent vrais pour 
les mécanismes vis-écrou et à vis sans fin. 
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Fig. 14.9. Pour le calcul du rendement d'un mécanisme planétaire à engrenages : 
a) schéma du mécanisme; b) éléments isolés sollicités. 


5°. Voyons maintenant comment on détermine le rendement des 
mécanismes planétaires à engrenages; à titre d'exemple, prenons 
le mécanisme représenté sur la figure 14.9, a. 

Etablissons les relations qui existent entre les moments et les 
forces sollicitant le mécanisme dans son ensemble et ses éléments 
isolés. Désignons par M, le moment sur la roue menante 7, par M, 
le moment sur le bras porte-satellites mené H, par M, le moment 
sur la roue fixe 3 (réaction ou moment sur l'appui). Abstraction 
faite des pertes par le frottement des dents et sur les appuis. on met 
en équation les puissances du mécanisme comme suit: 


Moi + Myon = 0. (14.27) 


L'équation (14.27) est la somme algébrique des puissances reçues 
et cédées par le mécanisme. Les moments Af;, M} et M, sont liés 
entre eux également par l'équation d'équilibre de tous les moments 
extérieurs appliqués sur le mécanisme : 


Mi+ Mn+Mai=0. (14.28) 


Les moments figurant dans les équations (14.27) et (14.28) se 
laissent toujours exprimer en fonction des efforts circonférentiels 
appliqués sur les roues et des rayons des roues. A cet effet, discutons 
l'équilibre de chaque élément isolé du mécanisme. 

Dessinons le schéma (fig. 14.9, b) de chaque élément du réducteur 
vu de profil. La roue Z est sollicitée par le moment M, et par la 
force P;, en provenance de la roue 2. L'élément composé par les satel- 
lites 2 et 2” est sollicité par la force P,. provenant de la roue J, par 
la force P.,- de la roue 3 et par la force P,. du bras FH. Le bras H est 
sollicité par le moment MW, et par la force P.,, en provenance des 
satellites. Enfin, la roue 3 est sollicitée par le moment 4, et par 
la force P.. provenant des satellites. L’angle d'inclinaison des 
réactions dans les couples supérieurs peut être négligé, car son in- 
fluence sur le rendement de la transmission est infime. 
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Toutes les forces énumérées s'expriment en fonction des moments 
correspondants et des rayons r;, r:, re et r. des roues Z, 2, 2" et 3. 
De l'équation d'équilibre des éléments 7, H et 3 on déduit 


Pe= ee, (14.29) 
M 

Pu= Xe, (44.30) 

LR . (14.31) 


De l’équation d’équilibre de l’élément constitué par les satellites, 
on tire tant les directions que les intensités des forces P..- et P,.: 


Pire = Pare, 


d'où 
P32- = Pyo Ze ; (14.32) 
ensuite | 
Pia(r2—ror) = Prorsr, 
d'où 
Pre — Po = (14.33) 


On a en outre 
Pi — Pi, P ro — — P;1, P 3. — — P::3. (14.34) 
Utilisons la formule (7.57) déduite au $ 33 pour le calcul du rap- 
port de transmission du mécanisme planétaire. 11 vient 


H 0H _f_ qe Tes Mers - 
hs O3 — Op (— 1) {To Piloe (14.35) 


De la relation (14.32) il découle 


PE Pie : 


L'égalité (14.35) s'écrit alors ainsi: 


O1 —Ox … Paorrs 


@3— O7 Piort ? 


d'où l'on déduit que 
Pier (1 — On) = Pssrs (os — @n) = — PsersOn, (14.36) 


car la vitesse angulaire w, est nulle lorsque la roue 3 est immobile. 
Puisque M, = P,ér, et Ma = Pos, On a 


AL, (oo, — ox) = —M;on (14.37) 
ou 


NË=—NÀ. (14.38) 
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Les premiers et les seconds membres des égalités (14.37) et (14.38) 
représentent les puissances dans chaque paire de roues en prise du 
mécanisme considéré, le bras H étant supposé immobile. De cette 
façon, la puissance d'un engrenage est égale au moment transmis par 
la roue donnée multiplié par la vitesse angulaire de cette roue par 
rapport au bras. 

La puissance d'un engrenage caractérise les pertes possibles du 
mécanisme. Plus cette puissance est élevée, plus les pertes sont 
sensibles et, par conséquent, moins le rendement est bon. 

6°. Dans les mécanismes planétaires on choisit comme élément 
menant ou bien l’une des roues centrales ou bien le bras porte- 
satellites }7, auquel cas la seconde roue centrale est fixe. Quand la 
roue J (fig. 14.9,a) est menante, la puissance W, sur cette roue repré- 
sente la puissance des forces motrices, tandis que la puissance W,, 
recueillie sur le bras Æ est celle des forces résistantes : 


N:=NIEN,. (14.39) 


où Vrr est la puissance absorbée par le frottement dans les couples 
cinématiques. 

La puissance W!, se calcule en fonction de la puissance de l’en- 
grenage, c'est-à-dire en fonction de la puissance VA (voir la for- 
mule (14.38)) transmise par le réducteur en mouvement inversé de 
tout le mécanisme par rapport au bras H. 

Ainsi donc, lorsque la roue Z est menante et le bras H est mené, 
le rendement n du mécanisme se calcule par la formule 


Mis = HR. (14.40) 


La puissance N,, s'exprime en fonction de la puissance de l’en- 
grenage NA et du coefficient des pertes @x# (voir $ 64, 1°). On a 


H 
Nr=]|N, | Par (14.41) 
si la roue 7 est menante en mouvement inversé, et 
Nr=IN}|-TE# 14.42 


si la roue Z est menée en mouvement inversé. Pratiquement, si le 
rendement total n7; du réducteur avec le bras fixe est n# > 0,9, 
et, par suite, y << 0,1, on peut se servir avec bonne précision de la 
formule (14.41), que la roue Z soit menante ou menée en mouve- 
ment inversé. Soulignons que la puissance V# figure dans les formu- 
les (14.41) et (14.42) en valeur absolue. Compte tenu de l'égalité 
(14.37), on récrit la formule (14.41) comme suit: 


Nr =1|Mi(@—ox)|que (14.43) 


Dans le cas où le bras H est menant, la puissance W, sur la roue Z 
est celle des résistances utiles, 'alors que la puissance W,, sur le bras H 
est celle des forces motrices, égale à 


N'a = Ni+ Hi. 
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Ainsi, lorsque le bras H est menant et la roue 7 est menée, le 
rendement n du mécanisme se calcule par la formule 


Ni 
Na! MENT)” (14.44) 


Nrr étant tiré de la formule (14.43). 
À cet effet, transformons la formule : 


Nr = Mio: 2H Lu Ni] (1 — és) | ur (14.45) 


OT] 


OH 


Ho 
Portant l'expression obtenue de V# (14.45) dans les formules 
(14.40) et (14.44), on reçoit 


14 = 1 — | (1 — Ürrt) | Ox (14.46). 
et 
MALTE En) On (4520) 
Les formules approchées déduites ci-dessus servent au calcul du 
rendement des mécanismes planétaires. Elles fournissent les valeurs 
du rendement peu différentes des valeurs vraies pour la plupart 
des mécanismes, sauf quand le rapport de transmission i# dans le 
mouvement inversé du mécanisme est proche de l'unité; il peut 
y avoir alors l’autofreinage de la transmission, et le rendement 
calculé par les formules (14.46) et (14.47) ne sera plus conforme à la 
réalité). 
Exemple 1. Calculer le rendement du mécanisme représenté sur 
la figure 14.9, étant donné les nombres de dents z, — 40, z, — 50, 
Zar —= 30, z3 — 60 et le rendement de chaque paire de roues n = 0.95. 
Le rapport de transmission (voir $ 33, formule (7.46)) est égal à 


ete 1. 1 1 2 
HA A, un 203 y 0.60 3° 
1H 1— ii Ed nr 


Le rendement total n,; du réducteur pour le bras fixe est égal, 
en vertu de la formule (14.17), à 


Qu = Men2'3 = (0,95)* = 0,9, 
et le coefficient de pertes est 
On = 1 — Nnx = 1 — 0,9 = 0,1. 


Portant les expressions obtenues de iy, et de 7 dans les for- 
mules (14.46) et (14.47), on reçoit respectivement 


2 
mu = 1—|({— im) | Ou = 1—(1+5-) 0,1 — 0,833 
1) Les auteurs de cette méthode sont T. Jégalova et V. Koudriavtsev. 
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et 
EE  — 
WI TETT = nlqn — 


de . 
= ANPRETE 0,856 


Exemple 2. Calculer le 
rendement du mécanisme 
représenté sur la figure 
14.10. 

Etant donnés les nom- 
bres de dents 2. — 20, z, — 


Fig. 14.10. Schéma d’un réducteur planétai- 2 3 
re complexe à engrenages et l'épure des vi- — 40, 24 = 15 et z, — 60. 
tesses. Le rendement de chaque 


paire de roues est n —0.95. 
Le rapport de transmission ir est égal à 


i | 4 1 | 
D à) - a: 
2e LÉNSS HER 
LCR L4 ” 


Donc, le rendement du réducteur tout entier, avec ses roues 
Let 2, est égal à 


Mia — Mio2-H = Mio [1 — | (1— ix2°) | Pr] = 
= 0,95 [1— (1—+) 0,1 = 0,855, 


Car n = 1 — Nr = 1 — (0,95)° & 0,1. 
Le rendement n#, Sera donc égal à 


1 : 1 
Nx1 21942 BTE) 1x + (1-1) 0.4 


Exemple 3. Déterminer le rendement de la transmission à roue 
et vis sans fin avec le pas t de la vis sans fin égal à 100 mm, lerayonr 
de l'hélice initiale de la vis égal à 60 mmet le coefficient de frotte- 
ment 7 égal à 0,1. 

L'inclinaison B de l’hélice est 

lt 4se 
Sr © 15”, 


B — arctg 


l'angle de frottement q = arctg 0,1 = 6°. 
Si l'élément menant est la vis, le rendement n,.,#r. se calculera 
par la formule (14.25): 
___tæB _ tg15° __0,267 
Mv.s.ft — Œb+n —te2i — 0, 383 © 0,7. 
Si l'élément menant est la roue, le rendement se calculera par la 
formule (14.26) : 
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CHAPITRE XV 


REDUCTION DES FORCES ET DES MASSES 
DANS LES MÉCANISMES 


S 66. Forces réduites et moments réduits 


4°. Les questions que nous allons aborder sont liées au mouve- 
ment des mécanismes. 

Lorsqu'on étudie le mouvement d’un mécanisme sollicité par 
des forces données, il est utile de remplacer toutes les forces agissant 
sur les éléments par des forces fictives appliquées à un seul élément 
du mécanisme. Pour que cela soit possible, il faut que le travail effectué 
sur le chemin virtuel parcouru ou la puissance développée par les forces 
fictives soient égaux respectivement à la somme des travaux ou des puis- 
sances que produisent les forces réelles appliquées aux éléments du méca- 
nisme considéré. Les forces fictives qui satisfont à ces conditions 
sont dites forces réduites. 

L'élément du mécanisme sur lequel sont appliquées les forces 
réduites est l'élément de réduction. et le point d'application des forces 
réduites, le point de réduction. Si le mécanisme en question a un seul 
degré de mobilité. il suffit, pour étudier son mouvement, de con- 
naître la loi de mouvement d’un seul de ses éléments (la loi de varia- 
tion de la coordonnée généralisée). 

On choisit en général comme élément de réduction l'élément dont 
la coordonnée généralisée sert à l’étude du mécanisme. Grâce à cela 
on peut, au lieu de considérer l'ensemble des éléments du mécanisme, 
étudier un seul élément, par exemple Ja manivelle AB (fig. 15.1) 
qui a pour coordonnée généralisée l'angle @. Le point B de cet élé- 
ment est le point d'application de deux forces réduites dirigées 
perpendiculairement à l'axe de la manivelle : la force motrice ré- 
duite P,, et la force résistante réduite P.4. Ceci étant, la force P, 
doit produire un travail À, égal au travail de toutes les forces mo- 
trices ou, ce qui revient au même, développer une puissance W, 
égale à celle de toutes les forces motrices; de même, la force P,4 
est censée produire un travail 4,4 égal au travail de toutes les forces 
résistantes ou. en d’autres termes, développer une puissance és 
égale à celle de toutes les forces résistantes. 

2°. Pour calculer les forces réduites ou 
leurs moments, on peut se servir de l'égalité 


FR 
N. =12 N:. (45.1) 


Dans cette égalité N. est la puissance déve- 
loppée par la force réduite ou par le moment 
réduit, tandis que , sont les puissances 
développées par les forces ou moments réels pig. 15.1. Schéma de l'élé- 
à réduire appliqués sur l'élément i. ment de réduction. 
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La puissance W, peut avoir pour expres- 
SIOn : 


N, = Pvn = M,v, (15.2) 


où P, est l'intensité de la force réduite au 
point B de l’élément de réduction (fig. 15.2), 
force qui peut être, selon le cas, ou bien la 
force motrice réduite P,,, ou bien la force 
Fig. 15.2. Schéma del'élé- résistante réduite P,4 (fig. 15.1); v, est la 
sa re vitesse du point de réduction B; M, est le 
moment réduit du couple Moment réduit du couple de forces, qui peut 
de forces. être ou bien le moment réduit M, des forces 
motrices, ou bien le moment réduit M.,4 des 
forces résistantes: w est la vitesse angulaire de l’élément de ré- 
duction. 
La force réduite P,et le moment réduit M, ont pour grandeurs : 


R 


DEF 
Pr=———, (15.3) 

L° A L 

2 Mi 
M,= — (15.4) 


En développant la somme © M,;, on reçoit 
1 


k k k 
D Mi= D Pivicos a + 2 Mjo:, (15.5) 
1 Î i 


où P;et M; sont la force et le moment qui agissent sur l'élément j; 
v, est la vitesse linéaire du point d'application de la force P,;, ; w, est 
la vitesse angulaire de l'élément i et &; l’angle compris entre la force 
P; et le vecteur vitesse v:. 


k 
Portant l'expression (15.5) de > M, dans les équations (15.3) 
1 
et (15.4), on obtient 


k k 
ME PES + SMS (15.6) 
1 
et 
R k 
Me D Pt + SM. (15.7) 
1 1 


I1 ressort des équations (15.6) et (15.7) que si les forces et les 
moments appliqués sur les éléments du mécanisme sont connus pour 
toute position du mécanisme, la force réduite P, et le moment 
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réduit M, ne dépendront plus que des rapports de vitesses, qui, 
comme nous l'avons montré dans la cinématique des mécanismes, 
ne dépendent que de la position de ses éléments, donc de la coor- 
donnée généralisée. 

I] découle en outre des équations (15.6) et (15.7) que, lorsque les 
forces P, et les moments M, sont donnés, le calcul de la force réduite 
P, et du moment réduit M, n'offre aucune difficulté. Il suffit de 
construire pour chaque position étudiée du mécanisme une épure 
des vitesses, dont les segments correspondants traduiront les rap- 
ports des vitesses figurant dans les équations (15.6) et (15.7). 


$ 67. Levier de Joukovski 


1°. Le calcul des efforts et l'étude dynamique des mécanismes 
sont toujours possibles si l’on emploie le principe des déplacements 
virtuels. Conformément à ce principe, s’il y a un système mécanique 
sollicité, les déplacements que ce système subit sous l’action des 
forces appliquées augmentées des forces d’inertie. appelés déplace- 
ments virtuels en position donnée, donnent lieu à un certain nombre 
de travaux élémentaires dont la somme est égale à zéro. Cet état de 
choses peut être expliqué de façon analytique. Soient P,, P., 
P,, ..., P, les forces appliquées au système, y compris les forces 
d'inertie. Désignons par ôp,, ÔP:, ÔPs; . . ., ÔP, les projections des 
chemins parcourus lors des déplacements virtuels HS l'instant 
donné sur les droites d'action des forces P;, P:, P RC De 
Alors, étant donné que toutes les liaisons imposées aux différents 
éléments du mécanisme sont bilatérales, on aura d’après le principe 
des déplacements virtuels 


n 
> Piôp; = 0 (15.8) 

Î 

ou 

P,Ôp1 + P:ôpe + Papa + ... + P,ôpr = (0. (19.9) 
Comme tout mécanisme est une chaîne cinématique de mouve- 
ment forcé, c'est-à-dire que le mouvement de tous ses éléments est 
parfaitement déterminé par le mouvement donné de ses éléments 
menants, et en admettant que les liaisons existant dans le mécanisme 
ne changent pas avec le temps, les déplacements réels du mécanisme 


figurent parmi les déplacements virtuels, si bien qu’on peut écrire 
l'équation (15.8) comme Du 


ou 
P, dp, + P: dpe + Ps dps + ...+ P, dp, = 0, (15.11) 


OÙ dP;; dPes dP3s + - > dPn Sont les projections des chemins par- 
courus lors des déplacements réels sur les droites d’action des forces 
appliquées. 
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Fig. 15.3. Pour la démonstration du théorème de N. Joukovski: a) schéma de 
l'élément sollicité; b) épure de vitesses tournée. 


20. Ecrivons l'expression du travail élémentaire d'une force 
quelconque P; parmi celles figurant dans (15.10). Admettons que cette 
force P, agisse sur le point C de l’élément AB et que les vitesses 
des points À et B soient connues (fig. 15.3, a). Le déplacement élé- 
mentaire réel du point C se produit dans la direction de la vitesse wc. 
Celle-ci se cherche en situant le centre instantané de rotation © à 
l'intersection de deux perpendiculaires dressées aux points À et B 
aux vitesses de ces points. Reliant le point C par une droite avec 
le point © et menant par C une droite perpendiculaire à OC, on 
trouve le direction de la vitesse wc. Le sens du vecteur vitesse dc 
est celui de la vitesse angulaire instantanée Q. La direction du 
déplacement réel ds du point C coïncide avec celle de la vitesse ve 
de ce point. Le travail élémentaire de la force P,; est 


dA ; = P,; dpi. (15.12) 
Le chemin parcouru dp; figurant dans (15.12) s'exprime comme 
suit : 
dp; = ds cos a, 


où « est l’angle que forment la vitesse v,4 et la force P,. Portant 
cette expression de dp; dans l'équation (15.12), on reçoit 


dAi = P;, ds cos «@, 
ou, puisque ds = 00 dt, 
dA; = Pie cos & dt. (15.13) 


Pour déterminer la valeur de la vitesse vw, il y a intérêt à cons- 
truire, à une échelle arbitraire, l’épure de vitesses tournée de l’élé- 
ment AB (fig. 15.3, b). La vitesse ve du point C est figurée sur l’épure 
par le segment (pc) tracé à l'échelle u, à partir du pôle p de l’épure 
dans la direction perpendiculaire à celle de la vitesse ++ du point C, 
c'est-à-dire 


Ve = Ho (PC). 
Portant cette expression de v.< dans l'égalité (15.13), on obtient 
dA; = P;u, (pc) cos « dt. (15.14) 
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Reportons ensuite la force P; du schéma de l’élément au point c 
de l’épure des vitesses et abaissons une perpendiculaire »; du point p 
sur la droite d'action de cette force, sans changer la longueur ni la 
direction de la force P;. L'angle formé par le segment (pc) et la per- 
pendiculaire =, est égal à l'angle &, car (pc) est perpendiculaire à la 
direction de v. et h, est perpendiculaire à la direction de la force P.. 
On a 


h; = (pc) cos «. 
Portant l'expression ci-dessus dans l'égalité (15.14), on a: 
dA; = Pihiu, dt. 


Le produit de l'intensité de la force P,; par son bras de levier h; 
est le moment f, (P;) de cette force par rapport au pôle p de l’épure 
des vitesses. Comme toutes les vitesses représentées sur l’épure sont 
tournées dans le même sens, le signe du moment pour chaque force 
correspond au signe du travail élémentaire de chaque force, si bien 
qu'on à 

dA; = M, (P;) p, dt. (15.15) 


Il en résulte que le travail élémentaire d'une force appliquée 
à un élément du mécanisme est proportionnel au moment que déve- 
loppe par rapport au pôle de l’épure des vitesses la force en question 
reportée en un point correspondant de l’épure. 

Les travaux élémentaires des forces agissant sur les autres élé- 
ments du mécanisme ont des expressions analogues. On peut donc 
mettre l'équation (15.10) sous la forme suivante: 


LD M, (P;)=0 (15.16) 
ou 
Mo (P1) + Mp (Ps) +... + Mo (Pa) = 0, (15.17) 


car ces équations contiennent un facteur commun pu, dt non nul. 
L'équation (15.17) s’écrira ainsi: 


> M,(P)=0. (15.18) 


30. L'interprétation géométrique qu'on peut donner aux équations 
(15.17) ou (15.18) est la suivante. 

Reportons toutes les forces données, appliquées à l'instant con- 
sidéré aux éléments du mécanisme, y compris les forces d'inertie, 
en les points homologues de l’épure de vitesses tournée tout en con- 
servant les longueurs et les directions de ces forces, et mettons en 
équation les moments (15.17) de toutes les forces reportées par rap- 
port au pôle de l’épure des vitesses, autrement dit, considérons l’épure 
des vitesses comme un levier s'appuyant sur le pôle de l’épure et se 
trouvant en équilibre sous l’action des forces appliquées. Une telle 
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interprétation géométrique du principe des déplacements virtuels 
est fort commode pour la résolution d'un nombre de problèmes rela- 
tifs à la dynamique des mécanismes. Cette méthode est appelée 
méthode de Joukovski, du nom de son auteur, et le levier employé 
dans cette méthode est dit levier de Joukovski. 

La méthode de Joukovski permet de déterminer l’intensité d’une 
force quelconque dont on connaît la direction et le point d’applica- 
tion, à condition de savoir les intensités, les directions et les points 
d'application de toutes les autres forces en action. En effet, la seule 
inconnue de l'équation (15.17) est l'intensité de la force que l’on 
cherche. 

Notons en conclusion que si les éléments du mécanisme sont 
sollicités non seulement par les forces P,, P., P,, ..., P, mais 
aussi par des couples de forces de moments M,, M2, ..., M,, 
l'équation (15.11) devient 


Pi dp; + Pa dps + Pa dps +... + Pa dpn + 
+ M, dp: + M: dqe + M3 dps + ... Mn dm, = 0, (15.19) 


où dp,, dy, ds. . . ., do, sont les angles de rotation des éléments 
sollicités par les moments M,, M2, Ma, ..., M. 

Les moments M,, M:, Ma, ..., M, peuvent aussi être appli- 
qués aux segments qui correspondent sur l’épure des vitesses aux 
éléments du mécanisme, auquel cas la grandeur du moment appliqué 
M: doit satisfaire à la condition 


1° 
Mi =Mi., 


dans laquelle l; est le segment de l’épure des vitesses qui correspond 
au segment /; du schéma. 

Il est à noter que le moment M; garde son signe si la direction du 
segment li. (la succession des lettres) est la même que celle du seg- 
ment /,; le signe est inverse si ces directions sont différentes. 


$ 68. Calcul des forces réduites 
et des forces équilibrantes par la méthode de Joukovski 


1°. Appliquons la méthode de Joukovski au calcul de la force 
réduite et de la force équilibrante (ou du moment réduit et du moment 
équilibrant). 

Supposons, par exemple, que le mécanisme soit sollicité par des 
forces P,, P., P,, ..., P, sans qu'il soit en équilibre sous l’action 
de toutes ces forces. On demande de savoir la force réduite. Désignant 
par P,. la force réduite et par dp. la projection du chemin parcouru 
élémentaire du point d'application de la force sur sa droite d'action, 
le travail élémentaire de la force P, aura pour équation: 


P,dp, = > P; dpi. (15.20) 
1 
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Reportant la force réduite P, et les forces P,, P,, P,, ..., P, 
en des points correspondants de l’épure des vitesses et appliquant 
la méthode de Joukovski ($ 67), on substitue à l'équation (15.20) 
l'équation 


Mp(P)= 2 Mo (Pi) (15.21) 


qui signifie que le moment de la force réduite P, par rapport au 
pôle p de l’épure des vitesses est égal à la somme des moments de 
toutes les forces données par rapport à ce même point. 

La méthode de Joukovski convient également pour le calcul de 
la force équilibrante’ P:4 ou du moment équilibrant Méeq (voir 
$ 97). 

Pour cela on recherche la force réduite P, ou le moment réduit M. 
en les supposant appliqués au même élément que la force Pa et le 
moment Wea, la droite d'action de la force P64 étant confondue avec 
celle de la force P,. Les forces P, et P44 seront alors pour ainsi dire 
appliquées à un même point de l'élément, en général menant, et 
seront de sens opposés, si bien que 


IPea= — P: (15.22) 
et 
Méa = —M,. 2 (15.23) 


T° +3 


Il résulte de la condition (15.22) que 
Péa dPéa = — Pr dpr = — D P; dpi. (15.24) 


Comme nous l'avons signalé au $ 57, si un système de forces P,;, 
P,, P:,..., P, (y compris les forces d'inertie) est appliqué aux 
éléments menés du mécanisme, on doit, pour établir l’équilibre de 
ce mécanisme, appliquer à son élément menant une force équilibrante 
Péq- Compte tenu de l'équation (15.24), l'équation d'équilibre du 
mécanisme s'’écrira alors ainsi: 


Pea dPéa + D P;dpi=0. (15.25) 


Si on fait usage du levier de Joukovski, l'équation devient (voir 
l'équation (15.18)) : 


M» (Peq)+ 2 M (P;) = 0. (15.26) 


Ainsi, si les éléments d’un mécanisme subissent l’action des 
forces données P,, P,, P,, ..., P, qui n'assurent pas son équi- 
libre, on peut toujours, en se servant de l'équation des moments de 
toutes ces forces par rapport au pôle de l’épure des vitesses, calculer 
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Fig. 15.4. Pour la recherche de la force équilibrante dans le mécanisme : a) sché- 
ma du mécanisme; b) épure de vitesses tournée. 


l'intensité de la force P4, susceptible de faire équilibre aux forces 
données. 

Ayant calculé la force P4 et inversé son sens, on obtient, en 
vertu de l'équation (15.22), la force P.. 

On a de même pour le moment équilibrant Me 


Méa + D Mh(P;)= 0. (15.27) 
1 


2°. Proposons-nous de calculer la force équilibrante pour le 
mécanisme représenté sur la figure 15.4, a. Soient P., P,, P, et P, 
les forces extérieures sollicitant les éléments de ce mécanisme. Dans 
le cas général ce mécanisme, soumis à l’action de ces forces, ne sera 
pas en équilibre, car il représente un système à un degré de mobilité: 
Pour assurer l'équilibre de ce mécanisme, il est nécessaire de faire 
agir en un point du mécanisme une certaine force équilibrante P4q. 

Choisissons comme point d'application de cette force le point 7 
de l'élément menant. On se donne en outre la droite d'action q — q 
de la force P&q. Le calcul de la force sera fait par la méthode de 
Joukovski. On trace l’épure de vitesses tournée du mécanisme à une 
échelle arbitraire (fig. 15.4, b) et l’on reporte toutes les forces solli- 
citantes, y compris la force équilibrante P4, en les points homologues 
de l'épure. Ensuite on met en équation les moments de toutes les 
forces reportées par rapport au pôle de l'épure des vitesses. Il vient 


Mo (Pe) + Mp(Ps) + MD (P) + M» (Ps) + MD (Peq) = 0. 


Désignant par h+, hs, h;, hs et heq respectivement" les bras de leviers 
des forces P,, P;, P,, P; et Peq par rapport au pôle de l’épure 
des vitesses, on a 


Poha — Pshs— Pihi + Pshs — Peghéa = 0. 


Les signes des moments des forces P,, P:, P, et P, sont choisis 
en fonction du sens de rotation autour du pôle p. À partir de la der- 
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nière équation on définit l'intensité cherchée de la force équili- 
brante Pa: 


Pi Le (Pohe— Pshs— Ph + Ph). (15.28) 


La direction du vecteur force P4,4 se détermine après le calcul 
numérique du second membre de (15.28). Si le second membre est 
positif, cela signifie que le sens de la force Peq est correctement 
choisi. Si le second membre est négatif, il ÿ a lieu d'inverser la 
direction de la force Pe4. Divisant le second membre de (15.28) 
terme à terme par k«, on obtient 


Péq = Pa——P; SP, LP, 5, (15.29) 
éq q q 


Ainsi, l'intensité de la force équilibrante Peq est égale à la 
somme algébrique des produits des forces sollicitantes par les rap- 
ports correspondants des segments ho/heg, hs/heuys hilheq et hs/hecq 
tirés de l’épure des vitesses. 

La méthode que l'on vient d'exposer convient aux mécanismes 
de toutes classes. 

3°. Le calcul de la force réduite s'effectue de façon analogue. 
Soient P., P;, P,, P, les forces appliquées aux éléments du méca- 
nisme montré sur la figure 15.4, a. On demande de calculer la force 
réduite P, agissant sur l'élément 7, le point d'application T de 
cette force et sa droite d'action q — q étant connus. 

Pour déterminer la force réduite P,, on fait usage des condi- 
tions (15.22) et (15.29). L'intensité de la force réduite P, sera évi- 
demment égale à 


: he h3 , hy hs | 
Pr = — Pia = — P: ken HSE Te on (15.30) 
Le calcul de la force réduite se ramène donc à la recherche de la 
force équilibrante à l’aide de l’épure des vitesses. Ayant déterminé 
la force équilibrante, on inverse son sens et l’on obtient la force 
réduite. 
Le levier de Joukovski permet de calculer les forces cherchées 
à l’aide de la seule équation des moments de toutes les forces sollici- 
tantes par rapport au pôle de l’épure des vitesses. Si l’on employait 
la méthode des épures des efforts, on serait amené à calculer succes- 
sivement toutes les contraintes dans les couples, c'est-à-dire à faire 
un calcul complet des forces du mécanisme. En cas d'emploi du 
levier de Joukovski, on construit généralement l'épure de vitesses 
tournée ; on peut d'ailleurs utiliser l’épure non tournée, auquel cas 
on doit faire tourner toutes les forces de 90° dans le même sens en les 
reportant sur l’épure des vitesses. 
4°. La méthode de -Joukovski est l'interprétation géométrique 
des équations (15.6) et (15.7) qui permet de calculer les forces réduites 
et les moments réduits avec une facilité et une élégance remarquables. 
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Fig. 15.5. Pour la recherche de la force réduite: a) schéma du mécanisme; 
b) épure de vitesses tournée. 


De façon générale, lorsqu'on fait l'étude dynamique des mécanismes, 
chaque force sollicitant le mécanisme est réduite séparément. C’est 
ainsi qu'on recherche d'abord la force réduite due aux résistances 
utiles, puis on recherche la force réduite due aux forces de frotte- 
ment et autres. En procédant à la réduction des forces motrices, 
on tient généralement compte des forces de gravité qui augmentent 
ou diminuent la force motrice réduite selon la position du méca- 
nisme. Le calcul séparé des forces réduites permet de mieux tenir 
compte de l'influence exercée par chacune d'elles sur le mécanisme. 

Exemple. La figure 15.5, a donne le schéma du mécanisme d'un 
moteur à bielle articulée. Les éléments 3 et 5 sont sollicités par les 
forces P, et P,. On demande de calculer la force équilibrante P4q 
appliquée au point B de la manivelle 7, sachant que la droite d’ac- 
tion q — q de la force P« est perpendiculaire à la manivelle AB. 

On construit à une échelle arbitraire l’épure de vitesses tournée 
(fig. 15.5, b) et l’on fait agir les forces P, et P, sur les points cete. 
On mène ensuite par le point b la droite d'action de la force équi- 
librante parallèle à q — q. Ceci fait, on met en équation les moments 
. toutes les forces par rapport au pôle p de l’épure des vitesses. 
Il vient 


M» (Pea) + Mp (Ps) + M p (Ps) =0; 


portant dans cette équation les segments correspondants de l'épure 
des vitesses, qui figurent les bras de leviers des forces Pa, P;, et P:, 


on trouve 
Péa (pb) = Ps (pc) + Ps (pe), 
d'où l'on déduit l'intensité de la force équilibrante : 


Comme le second membre de l'équation est positif, le sens de la 
force Ps4 est correctement choisi. On fait agir cette dernière sur 
le point B du mécanisme. | 
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Pour calculer la force réduite P, appliquée au point B et dirigée- 
suivant g — q, on peut faire intervenir la condition (15.22) qui 
veut que la force réduite P, soit de même intensité et de sens inverse 
de la force équilibrante Pa: 


P,= — Pé6- 


$ 69. Energie cinétique du mécanisme 
19. Comme nous l'avons déjà signalé au $ 63, 20, l'équation de 
l'énergie cinétique du mécanisme (voir l'équation (14.1)) a pour 
expression : 


2 
Am—Are= D DE. (15.31) 

En employant les méthodes exposées au $ 66 ou au $ 68, on peut 
substituer à toutes les forces motrices une seule force réduite P,, 
appliquée à l’élément de réduction choisi AB (fig. 15.6) dans son 
point B. Tout pareillement, toutes les forces résistantes peuvent 
être remplacées par une force réduite P,4 appliquée au même élé- 
ment AB au même point B. 

Les moments des forces motrices M,, et des forces résistantes M,4, 
peuvent aussi être remplacés par des moments réduits sur l’arbre 4. 

Les forces réduites ou les moments réduits étant donnés, on peut 
écrire l'équation du mouvement du mécanisme selon le modèle de 
l'équation de l'énergie cinétique : 


mu? mu 
Ap— AP = D 5 D 5e (15.32) 


Dans l'équation (15.32) AP, est le travail de la force réduite 
Pr, AP. celui de la force réduite P:4. Le premier membre de 


cette équation se laisse exprimer aussi en fonction des travaux des 
moments réduits. On a 


2 
An — Ame = D 5 D (15.33) 


Dans l'équation (15.33) A4. est le travail du moment réduit 
M des forces motrices, et Ame le travail du moment réduit M4 


des forces résistantes. 
Introduisons les désignations 


TD et TD. 


Les équations (15.32) et (15.33) s’écriront 
alors comme suit: 
Ap—Ape=T—To (15.34) 


et Fig. Here de Ha 
| ment de uction avec la 
An — AMrés = T —To. (15.35) masse réduite. 
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Si les forces réduites P,, et P,4 ou les moments réduits M,, et 
M, Sont définis en fonction de l'espace parcouru par le point de 
réduction ou en fonction de l’angle de rotation de l'élément de ré- 
duction, on peut aisément calculer le travail AP et Ap és de ces 


m 
forces ou À Mn ©t À M6 de ces moments sur l’intervalle considéré. 


On peut donc toujours calculer la différence des travaux, qui figure 
dans le premier membre des équations (15.34) et (15.35). 

En passant aux seconds membres de ces équations, on remarque 
que ces membres comportent les grandeurs de l’énergie cinétique 
du mécanisme dans les positions considérées. 

Considérons le problème de calcul de l'énergie cinétique du mé- 
canisme. 

20. Dans le cas général du mouvement plan d’un élément, son 
énergie cinétique peut être représentée par la somme des énergies 
dans le mouvement de translation avec le centre de masses de l’élé- 
ment et dans le mouvement de rotation autour de son centre de mas- 
ses. Aussi peut-on écrire pour ce mécanisme 


=+ à (mivi + J of). (15.36) 
1 


Dans la formule (15.36) m; est la masse de l'élément ài, v, la 
vitesse du centre de masses, J, son moment d'inertie par rapport 
à l’axe passant par le centre de masses, w, sa vitesse angulaire. Con- 
sidérons comment on calcule l'énergie cinétique des différents élé- 
ments du mécanisme suivant la nature de leur mouvement. 

L'énergie cinétique d’un élément mobile en translation est 


vi 
T=—. (15.37) 


Dans cette formule m est la masse de l’élément et v, la vitesse linéaire 
«lu centre de masses de l’élément en translation. 
L'énergie cinétique d'un élément mobile en rotation est 


es (15.38) 


2 


Ici J est le moment d'inertie de l’élément par rapport à l’axe de rota- 
tion, w est la vitesse angulaire de l'élément. 

L'énergie cinétique d’un élément animé d’un mouvement plan 
composé s'écrit ainsi: 
J @? 


T=——. 


(15.39) 


Ici J, est le moment d'inertie de l’élément par rapport à l'axe pas- 
sant par le centre instantané de rotation p; w est la vitesse angulaire 
instantanée de l’élément. Le moment d'inertie J, par rapport à l'axe 
passant par le centre instantané de rotation se laisse exprimer en 
fonction du moment d'inertie J, par rapport à l'axe passant par le 
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centre des masses $S de l'élément : 


J,=Js+mls. (15.40) 


Dans cette égalité L, , est la distance entre le centre des masses S 
de l'élément et le centre instantané de rotation p. Portant l’expres- 
sion de J, tirée de l'égalité (15.40) dans l’équation (15.39) et prenant 
en considération que wl,s = v$ est la vitesse du centre de masses de 
l'élément, on obtient la formule connue de l’énergie cinétique de 
sn animé d'un mouvement composé de rotation et de trans- 
ation : 


mu 


Test TE. (45.41) 


En faisant la somme algébrique des énergies cinétiques des élé- 
ments isolés, on obtient à l’aide de la formule (15.36) la valeur de 
l'énergie cinétique du mécanisme tout entier. 


$S 70. Masse réduite et moment d'inertie réduit 
du mécanisme 


1°. Le mécanisme à un degré de mobilité possède un élément 
menant, que l’on peut adopter comme élément de réduction. Soit 
un mécanisme à nr éléments (fig. 15.7, a) ayant un degré de mobilité. 
Comme élément de réduction, nous choisissons par exemple l’élé- 
ment AB. dont le point B sera le point de réduction. Développons 
l'équation (15.36), multiplions et divisons le second membre de 
l'égalité (15.36) par le carré de la vitesse vi du point de réduction B 
et mettons vi en facteur. L'égalité (15.36) s'écrira alors sous forme 
explicite : 


ra [mu (EE) (om (+ 


ep (2) + + Mn (2) +, ( Te |. (15.42) 


UB 


OÙ VU, Vos » + -y Un SOnt les vitesses des centres de masses des élé- 
ments. 

Dans l'égalité (15.42) l'énergie cinétique 7 est exprimée en fonc- 
tion de la vitesse v, du point de réduction. On peut également défi- 
nir l'énergie cinétique en fonction de la vitesse angulaire w de l’élé- 
ment de réduction. Dans ce cas on multiplie et on divise le second 


membre de (15.36) par le carré de la vitesse angulaire w° de l’élé- 
ment AB. Il vient 


$m(E +2 (em (Es 
+2(2) +... +m(e) + (2)]. 5.43 
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Fig. 15.7. Pour le calcul de la masse réduite du mécanisme : a) schéma du méca- 
nisme; b) épure de vitesses. 


Désignons par m, la grandeur figurant entre les crochets de 
l'expression (15.42), et par J, celle qui figure entre les crochets de 
l'expression (15.43). L'on aura alors 


mem (EE) + (2) me (24 


+(2)+..+m(e)+(2)]. 4549 


+7, (2 2) ++ (E + y . (2). (15.45) 


11 résulte des égalités (15.44) et (15.45) que m, est une masse 
mesurée en kg, tandis que J, est un moment d'inertie mesuré en 
kgm?. De cette façon, m, représente une certaine masse fictive con- 
centrée en un point B et telle que son énergie cinétique T en chaque 
position considérée est égale à l'énergie cinétique des éléments du méca- 
nisme ABC . .. KLM (fig. 15.7,a), c'est-à-dire à la somme de l'éner- 
gie cinétique de tous ses éléments. La masse m est dite masse réduite. 

Il ressort de l'égalité (15.44) que dans le cas général la masse 
réduite est variable ; elle est toujours positive parce que dépendant 
des carrés des rapports de vitesses linéaires et angulaires. 

De même, J. dans (15.45) est le moment d'inertie des éléments du 
mécanisme réduit à l'élément AB. C'est le moment d'inertie d'un 
solide qui, tournant avec l'élément AB, possède en toute position con- 
sidérée du mécanisme une énergie cinétique égale à l'énergie cinétique 
totale de tous ses éléments. 
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20, Portant dans 15.42) et (15.43) les valeurs de m, et de J, 
et an en considération la formule (15.36), on reçoit 


22 Cmet +7) = 3 [me (26) (2) 


OZ: 
(15.46) 
DL D (mot + Jut) = 2 DS (2) 74 (2) = et 
1 1 
(15.47) 


I1 découle des égalités (15.46) et (15.47) que la masse réduite m, 
et le moment d'inertie réduit J, sont liés par la condition mv3 — 
= J,w? ou, étant donné que và = &lA8, 


M=—, (15.48) 


où L4g est la longueur de l'élément de réduction. 

On peut aussi exprimer la masse réduite m, et le moment d'iner- 
tie réduit J, en fonction des segments correspondants de l’épure des 
vitesses (fig. 15.7, b). On a 


me (Re) + (5) me (+ 


pb Ba \ po pb 
Ja _f bc \2 PSn\?, Jn fin \?2 
+ (5e) +. +m (ER) + (2e) 


et 


J.=mlas (+ Ÿ +7: Fe 


(EE) eme (2) + 


pb 


Pig 1 pe \2 2 [ PSn \2 lag fin \? 
+ (5) se + maläs | pb ) + (5) , 
CAT Us = Mo (PS1)s Use = Lo (PS2), «+ + +, Ugn —= Lo (PSn): 
(ab) (bc) (in) 
DR TS lan 0 BE CE En 
et u8 = LU (pb), où u, est l'échelle de l'épure de vitesses. On voit 
sans peine que la masse réduite m, et le moment d'inertie réduit J. 
sont fonctions de la coordonnée généralisée æ, (fig. 15.7), si bien 
que mr = Mr (Pa) et Jr = Je (pa). 
mme on l’a montré ci-dessus, on choisit généralement comme 
élément de réduction l'élément menant (fig. 15.7,a). De cette façon, 
l'élément AB sera soumis à l’action des forces P,, et P,4,, en général 
variables, et sera doué d’une masse m, concentrée au point B, en 
général variable également (fig. 15.6). En réduisant toutes les forces 
agissant sur les éléments du mécanisme, ainsi que leurs masses, 
à l'élément menant AB, nous avons substitué de façon convention- 
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Sy ÿ 


Jmme-/1,, M ST 
plaà) 


Fig. 15.8. Pour la recherche de la masse réduite du mécanisme: a) schéma du 
mécanisme; b) épure de vitesses tournée. 


nelle au mécanisme un système dynamiquement équivalent de l'élé- 
ment possédant la masse m, ou le moment d'inertie J.. 

Exemple. Calculer l'énergie cinétique, les masses réduites et le 
moment d'inertie réduit du mécanisme de la figure 15.8, a en position 
montrée, sachant les masses et les moments d'inertie de ses éléments. 
Les vitesses linéaires des centres de masses et les vitesses angulaires 
des éléments sont données par l’épure de vitesses tournée (fig. 15.8, b). 
Comme élément de réduction, on choisit l'élément 4B. 


L'énergie cinétique totale 7 du mécanisme, d'après la formule 
(15.36), est égale à 


Ja? maté Ja Ja0% 
= = + TPE + 3 nd oo 


_ 


Dans cette formule J, et J, sont les moments d'inertie des éléments 2 
et 4 par rapport aux axes passant par les centres de masses S, et S,; 
J, et J, sont les moments d'inertie des éléments Z et 3 par rapport 
aux axes passant par les points À et D ; w,. &:, &3, ©4 sont les vites- 
ses angulaires des éléments 1, 2, 3, 4; v., v, et v, sont les vitesses 
linéaires des centres des masses S,, S, et S; des éléments 2, 4 et 5; 
me, m4 et m,; sont les masses des éléments 2, 4 et 5. Comme l'élément 
de réduction est AB, l'énergie cinétique 7 du mécanisme, conformé- 
ment à la formule (15.43), s'exprime ainsi: 


= em(E) es (E) + (2) 


@{ 
2 w4 \2 Us \2 : Jo! 
+ (t) + (UE) ms (GE) JE. 
où J, est l'expression figurant entre crochets. 

La grandeur du moment d'inertie réduit J. peut s'exprimer par 
des segments correspondants de l’épure des vitesses (fig. 15.8, b). 
Pour cela, on doit calculer les valeurs de toutes les vitesses linéaires 
et angulaires figurant dans l'expression de l'énergie cinétique: 


_ Ho (pb) __ Ho (bc) we = He (pc) 
_ lag ? ” lee ? 37 pc ? 
Der Va = Mo (PS2), VU = Ur (PS), Us = Mo (PS5). 
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Portant ces expressions dans la formule (15.45) du moment 
d'inertie réduit J,, on obtient sa valeur pour le mécanisme de la 
figure 15.8, a: 


J=J;+ ml (5) +2 (5) +Js— AB (EE) + 


+mls (PE) +J Je (£) +mslas (5). 


L'énergie cinétique du mécanisme de la figure 15.8, a peut éga- 
lement être exprimée à l’aide de la masse réduite m,, en prenant 
comme point de réduction un point quelconque de l'élément AB. 
Si c'est le point B. la formule (15.46) exprimant l'énergie cinétique 
deviendra 
Mmrlh 

T— 

Puisque, en vertu de la formule (15.48), on a m. — J,/lip, alors 
en divisant le premier membre de l’équation du moment d'inertie 
réduit J, par lg, on reçoit la valeur de la masse réduite : 


J PSe \2 Je be \2 
Ps 


T — 


pb pb 
Js [ pc\? PSa \? 1 Ja [ fe\? Pss } 
LT () + ( pb | js (5) +ms() - 


Les longueurs des segments tirés de l’épure des vitesses peuvent 
être mesurées en millimètres sans qu'il soit nécessaire de les multi- 
plier par l'échelle u, de l’épure, car les échelles se réduisent lorsqu'on 
divise un segment par un autre. 


CHAPITRE XVI 
ÉTUDE DU MOUVEMENT D'UN GROUPE 
DE MACHINES 


$ 71. Formes essentielles de l’équation 
du mouvement 


19. Comme nous l’avons déjà signalé ci-dessus ($ 1, 3°), on entend 
par le terme groupe de machines l'ensemble des mécanismes d'un moteur, 
d'une transmission et d'une machine de travail. A titre d'exemple de 
groupes de machines on peut citer le moteur à combustion interne à 
piston et la pompe alternative; le moteur électrique et la presse 
emboutisseuse à bielle ; le moteur électrique et la pompe rotative; 
le moteur à combustion interne à piston et le générateur de courant 
électrique, et ainsi de suite. 


347 


Aux $$ 41 et 42 nous avons montré que les forces motrices et les 
forces résistantes utiles peuvent dépendre simultanément ou séparé- 
ment de la position de l’élément considéré comme menant et de la 
vitesse angulaire de cet élément. Par exemple, dans le groupe com- 
posé d’un moteur à piston et d’une pompe à piston les forces mo- 
trices et les forces résistantes utiles dépendent de la position des élé- 
ments menants. 

Dans le groupe moteur électrique — presse emboutisseuse à bielle 
les forces motrices dépendent de la vitesse angulaire et s'expriment 
par une courbe correspondante (voir $ 42, 20). Dans le cas de la 
presse, la résistance est fonction de la position de son élément menant. 
Dans le groupe moteur électrique — pompe rotative, la force motrice 
et la force résistante utile dépendent de la vitesse angulaire des élé- 
ments menants. Enfin, pour le groupe moteur à combustion interne — 
générateur, on admet, avec une précision suffisante, que la force 
motrice ne dépend que de la position de l'élément menant, tandis 
que la résistance utile ne dépend que de la vitesse angulaire de l'arbre 
du générateur, etc. 

Les moments d'inertie réduits J, d'un groupe de machines peu- 
vent être constants ou variables en fonction de la position de l'élé- 
ment menant. Ainsi, le moteur électrique accouplé à la pompe rota- 
tive, au générateur de courant, etc., a le moment d'inertie réduit J, 
constant, J, — const. La presse à bielle, le moteur à combustion 
interne à piston, la machine à raboter, etc., ont leur moment d’iner- 
tie réduit J, variable en fonction de l'angle de rotation o de l’élé- 
ment menant (J, = J, (œ)). 

Il est évident que la masse réduite m, ou le moment d'inertie 
réduit J, sont constants chaque fois que les rapports de vitesses du 
mécanisme ou de la machine figurant dans les égalités (15.44) et 
(15.45) sont constants. 

20. L'équation du mouvement d’un groupe de machines peut 
être exprimée sous la forme de l’équation de l'énergie cinétique 
(voir $ 63, formule (14.1)) : 


v? 
Am — Àyrés = —— > 


Si l’on effectue la réduction de toutes les forces et de toutes les 
masses à un élément choisi à cet effet, l'équation (16.1) prend la 
forme suivante:, 


Te. . (16.1) 


App, = 5 ne, (16.2) 


où AP, est le travail de la force motrice réduite sur le chemin par- 
couru considéré, AP, 6 Je travail de la force résistante réduite sur le 


même chemin, m,. et m,., deux masses réduites correspondant aux 
points final et initial du chemin considéré, v et v, deux vitesses du 
point de réduction correspondant aux points final et initial du che- 
min considéré. 
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Il est plus commode, en général, d'introduire dans le premier 
membre de l'équation de l'énergie cinétique le travail À Mn Ame 
des moments réduits à l’élément choisi et d'exprimer le second mem- 
bre de cette équation en fonction des moments d'inertie réduits J, 
et J,, des éléments. Dans ce cas l'équation (16.2) se transforme ainsi : 


Am mn Aires = — Tr ° (16.5) 
30. L'é équation du mouvement d'un groupe de machines peut 
aussi s'écrire sous la forme différentielle. 
Désignons par P la différence entre la force motrice P, et la 
force résistante P,4, P = Pin — Prés. 
L'équation de l'énergie cinétique s'écrit alors 


dA = P ds = aT 


ou 


per (16.4) 


où dA est le travail élémentaire de la force réduite, ds l'espace élé- 
mentaire parcouru par le point de réduction et d7T l'accroissement 
élémentaire de l'énergie cinétique du groupe. 

Portant dans l'équation (16.4) l'expression de l'énergie ciné- 


tique, on reçoit 
mryl® 
ar _ (5) 
ds — ds L 


P=P PL (16.5) 


où m, est la masse réduite, généralement variable, fonction de l’es- 
pace s. On reçoit ensuite 


(SE), 45) 


. 2 u2 dmr 
ds CT at 

mais, puisque 

L° v2 

(+) _4(5.) dv dr _. do dt _ dv 

ds  & à Vé& Va ds à’ 

l'équation (16.5) devient 
P = Pm— Prés = MR HER, (16.6) 


On peut donner une autre expression à l’équation du mouvement 
du groupe, si l’on fait intervenir le moment réduit M = M, — Mu, 
le moment d'inertie réduit J, et la vitesse angulaire « de l’élément 
de réduction. Il vient alors 


M = Mn Mois = JR + Er — (16.7) 
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où æ est l'angle de rotation de l'élément de réduction. La dernière 


équation se déduit, par analogie à (16.5), de l'équation 


di———— 
M = Mn—M: TT dp — dg (16.8) 

Pour définir le mouvement réel de tous les mécanismes du groupe, 
il suffit évidemment de connaître la loi de mouvement de l'élément 
choisi pour élément de réduction, c'est-à-dire de tirer des équations 
(16.6) ou (16.7) les coordonnées généralisées de l’élément de réduc- 
tion en fonction du temps. = 

4°, Nous avons montré au $ 16 que le mouvement de tout mécanis- 
me (dans le cas général) peut être décomposé en mouvement perma- 
nent et en mouvement initial. En mouvement permanent la vitesse 
linéaire vw du point de réduction ou la vitesse angulaire © de l’élé- 
ment de réduction sont constantes. Donc, l'accélération & du point 
de réduction et l'accélération angulaire £& de l'élément de réduction 
sont nulles. En mouvement initial les deux vitesses & et © sont 
nulles tandis que les accélérations & et eg ne le sont pas. Une telle 
interprétation du mouvement du mécanisme, proposée par N. Jou- 
kovski, devient tout à fait évidente si l’on met l’équation du mouve- 
ment de l'élément de réduction du mécanisme sous forme diffé- 
rentielle (16.6) ou (16.7). 

Prenons l'équation (16.7). On a 


M=J,% LR. (16.9) 


En mouvement permanent w — const et € — = — 0; donc, le 
premier terme du second membre de (16.9) s’annule. En mouvement 
initial © — 0, € — 0; donc, le deuxième terme du second 
membre de (16.9) s’annule. Introduisons les désignations 


M init = I, (16.10) 
w? dJ 
M per = — T7 (16.11) 


où Mini est le moment des forces d'inertie en mouvement initial, 
Me. le moment des forces d'inertie en mouvement permanent. 
Alors 
( 
More. er (16.12) 
ou 
M + M init + M por = 0. (46.13) 
L’équation (16.13) traduit l'équilibre dynamique de l'élément de 
réduction sollicité par un moment extérieur M et par les moments 


M init et Mer des forces d'inertie des éléments en mouvements initial 
et permanent. 
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On peut donc, au cours de l'étude dynamique du mécanisme, 
abandonner les notions de masse réduite et de moment d'inertie 
réduit et ne rechercher que les moments M,,:. et M,.- des forces d’iner- 
tie, en opérant la réduction à un élément choisi des forces d'inertie des 
éléments calculées conformément aux conditions des mouvements 
permanent et initial. 


$ 72. Intégration des équations 
du mouvement 


40. On remarque que le premier membre de l'équation diffé- 
rentielle (16.7) du mouvement du mécanisme d'un groupe de machi- 
nes comprend les moments réduits M, et M,4 des forces motrices 
et des forces résistantes. Comme on l’a montré plus haut ($ 71, 1°), 
ces moments peuvent se trouver en fonction de la coordonnée géné- 


ralisée æ, de sa dérivée première @ = « ou, enfin, en fonction du 
temps £. 

En combinant ces fonctions de différente façon, on peut établir 
les formes suivantes des équations du mouvement, dans lesquelles 
les moments M, et M, sont fonctions d’une même variable. 

Première forme: 


d 2 dJ 
Mn (E) — Mrs (Q) = lit ; (16.14) 
do 2 dJ 
Mn (@) — Mrésl(o) = J, D 2 à , (16.15) 
M (0) — Més (1) = Jr F + TS (16.16) 


Dans les équations (16.14) à (16.16) les moments M,, des forces 
motrices et les moments M,4 des forces résistantes sont chaque fois 
fonctions soit de æ, soit de w, soit de t. Or, on rencontre tout aussi 
souvent les cas où les moments M, et M4 sont fonctions de variables 
différentes. On a alors les équations de la deuxième forme : 


d = 
Man (9) — Mrés (= JR + LE, (16.17) 
d 2 dJ 
Mn (0) — Mrés (9) = TP + SE LE, (16.18) 
do |, &° dJ, 


M (£) — Mrés (©) = Jr + + (16.19) 


2 do” 
Dans le cas général, (16.14) à (16.19) sont des équations diffé- 
rentielles non linéaires qui n’admettent que des solutions approchées. 
20. On voit sans peine que seule l'équation (16.14) est résoluble. 
et encore par quadratures mais non sous forme définitive. En effet, 
Si Mn = Mn) et Mis = Mie (@), on peut, d'après (16.8), 
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mettre l'équation (16.14) sous la forme suivante: 


J 
Mn Miss) dp=d (2), 
d'où l’on déduit] 
Vi 


rio? 1 002 
| (Mn — Mrés) dp = — © E : (16.20) 
Po 


où J,; et w;, sont le moment d'inertie réduit et la vitesse angulaire 
de l'élément de réduction en position i; J,, et w, sont le moment 
d'inertie réduit et la vitesse angulaire de l’élément de réduction 
en position initiale. L'équation (16.2)) représente l'équation du 
mouvement du mécanisme d’un groupe de machines mise sous la 
forme de l'équation de l'énergie cinétique. 

De l’équation (16.20) on tire la valeur de la vitesse angulaire ©; : 


P; 


2 J. 
F- | (Mm— Mrés) de + F2 0 . (16.21) 
po 


D — 


Il résulte de la formule (16.21) que si l’on connaît les fonctions 
Mm = Mn (®), Mrés = Me (p) et J;: = J, (p), on doit, pour déter- 
miner la vitesse angulaire w;,, connaître encore la vitesse angulaire 
9. Si on commence à étudier le mécanisme d'un groupe de machines 
à partir du moment de sa mise en marche, on a la vitesse angulaire w 
de l'élément de réduction w, — 0, et la formule (16.21) devient 


Vi 
O; — V 7 | (M . Mes) dp. (16.22) 
ri 


On peut déterminer à l’aide des formules (16.21) et (16.22) les 
valeurs de la vitesse angulaire w de l’élément de réduction en fonc- 
tion de son angle de rotation, © = © (p). Pour déterminer le temps t 
de mouvement du mécanisme du groupe, on peut faire jouer la con- 
dition 


__ dy 
‘ De la relation (16.23) on tire 
l P; 
. dp 9 
ja=| TS (16.24) 
lo Po 
ou 
Pr 


(16.25) 
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et ensuite 
V4 
h=t+) 
To 


Si on commence à étudier le mouvement du mécanisme à partir 
du moment de sa mise en marche, on a t, = 0, si bien que l'équa- 
tion {(16.26) devient 


OL (16.26) 


ty = [ — (16.27) 
CA 


La formule (16.26) ou la formule (16.27) permettent de déter- 
miner le temps { de mouvement du mécanisme en fonction de l'angle 
de rotation œ de l'élément de réduction, { = t (). On a donc deux 
fonctions © —= w () et { = t (p). En éliminant l'angle ®, on obtient 
la vitesse angulaire w en fonction du temps £. © — « LUE L’accélé- 
ration angulaire € de l'élément de réduction s'obtient à partir de la 
relation 


de 0 É a ae 


Dans le cas particulier, où le moment d'inertie réduit J; est 
constant, les formules (16.20) et (16.21) deviennent : 


Pi 
| (Mn — M rés) do = (wf — of) (16.28) 
go 
et 
Vi 
© = _ | (Mn — Mrés) dp + © . (16.29) 
go 


Si l’on ne connaît pas les moments réduits mais les forces réduites 
Pn = Pm(s), Pxs —= Pres (s) et la masse réduite ponctuelle m, — 
— m, (s), avec s l’espace parcouru par le point de réduction, les 
égalités que l’on tire de l’équation du mouvement du groupe seront 
analogues à l'équation (16.20) et aux formules (16.21) et (16.26). On a 


S4 


( (Pm— Prés) 5 = 


SR (16.30) 


D = | je — Prés) ds + M rg v° , (16.31) 


My; 
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et ensuite 
nn 
hi =t0+ | D(s) ? (16.32) 
80 
où v, v, et v, sont les vitesses du point de réduction. 
30. Les équations (16.15) et (16.16) sont résolubles par quadra- 
tures dans le cas particulier où les moments d'inertie réduits J, — 
— const. L’équation (16.15) devient alors 


Mn (@)— Mes (w) = Jr 2. (16.33) 


Puisque les moments M, = M, (o) et Ms = M, (w) sont 
donnés et le moment d'inertie J, est constant et connu, l'équation 
(16.33) prend la forme suivante: 

t; A] 

du) 
faæ=1, TETE (16.34) 
to p6 

A l’aide de l'équation (16.34), on détermine le temps ? de mouve- 
ment du groupe en fonction de la vitesse angulaire ©, t = t (w). 
En intégrant le premier membre, on reçoit 


L k. du 
ti =to+ Je J ETES FACÉ (16.35) 
Pour J, — const, l'équation (16.16) devient 
Min (4) — Mes (0) = Jr D. (16.36) 


Puisque les moments: M, = Mt) et Mis = M; (t) sont 
donnés et le moment d'inertie J, est constant et connu, on tire de 
l'équation (16.36) 

@; l; 
4 ce 
À do = À An (1) — Miss) dt. (46.37) 
. OT : 10 
A l’aide de l’équation (16.37), on détermine la vitesse angulaire w© 
de mouvement de l’élément de réduction en fonction du temps £: 
2, 
"4 _ . 
O5 = 04 3 | Min (6) — Mis (#91 dt. 3416.38) 
fn 

La résolution des équations (16.17) à (46.19) sous forme définitive 
est possible dans les cas particuliers où les fonctions figurant dans 
le second membre sont suffisamment simples. 

4°. Dans le cas général, comme nous l’avons signalé ci-dessus, 
les équations (16.14) à (16.19) se prêtent à l’intégration approchée. 


354 


A cet effet on peut employer, entre autres, la méthode proposée 
par G. Baranov; elle consiste à partager l'angle de rotation q de 
l'élément de réduction en des intervalles Ag assez petits et à les 
adopter comme le pas d'intégration. Sur chaque intervalle A 
les fonctions données des moments réduits des forces motrices M,, 
et des moments réduits des forces résistantes M, sont considérées 
comme constantes; la variation du moment d'inertie réduit J, 
est considérée comme linéaire. 

En généralisant, désignons les premiers membres des équations 
(16.14) à (16.19) par M (@, w, t) parce que les moments Mn et Ms 
peuvent être fonctions de l'angle de rotation , de la vitesse angu- 
laire © et du temps t. Ces équations s'écriront alors sous forme 
générale : 


do wo? dJ. 


M (p, O, t) —); EE TE do ‘ (16.39) 
Comme 
du do) d® _  dw 
dt  dp d& — da’ 
l'équation (16.39) admet l'écriture 
2 
M (q, «, = Ju + SE (16.40) 
ou 
MG Gp = 27, do +@d/r. (16.41) 


Remplaçons dans l'é équation (16.41) dœ par le pas d'intégration 
Ag. On peut substituer alors à l'accroissement de la vitesse do 
la différence (@;+, — w;) et à l'accroissement du moment d'inertie 
réduit dJ, la différence J,4,41, — J,,, où à et i +— 1 sont deux posi- 
tions de l’élément de réduction qui “ie aux points initial 
et final de l'intervalle Ag = @;+, — 

Compte tenu de ce qui précède, l'équation (16.41) devient 


SEULE Ap = 2e (©;:4—0;) +o; (Je u+t— Jri). (16.42) 


Tirons de l'équation (16.42) la valeur de la vitesse angulaire w,4,: 


MP Qi CAGE Tr (16.43) 


Jrioi 2J ri 

Connaissant les valeurs de M (p;, w:, t;), de J,,, de Jun 
et de w;,, on peut définir la vitesse angulaire w;+, pour le pas d'inté- 
gration choisi à l’aide de la formule (16.43). Calculant la vitesse 
angulaire w, pas à pas, on définit la fonction © = © (œ). 


Pour connaître le temps f de mouvement du groupe, on fait jouer 
la condition! 


Oi+s = 


_æ 
7 © 


: (16.44) 
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Substituons dans cette équation à dt la différence t;4, — éy, 
à dp le pas d'intégration Aget à la vitesse angulaire © sa valeur 


moyenne Pois , Il vient alors 
2Ap 
L: — |; ne 6. 
i+i on (16.45) 
d'où l’on déduit le temps #;+,: 
249 
bind; + ——, , 
#1 + PARENT (16.46) 


La méthode d'intégration approchée que l’on vient de décrire 
peut être utilisée aussi bien dans le cas où les fonctions dans (16.14) 
à (16.19) sont définies sous forme analytique que dans le cas où elles 
sont définies sous forme graphique. 


$ 73. Etude du mouvement à l’aide de l'équation 
de l’énergie cinétique 


1°. Dans la plupart des problèmes techniques les moments réduits 
des forces motrices et des forces résistantes sont donnés sous la forme 
d’un graphique, de même que le moment d'inertie réduit. Pour cette 
raison, la résolution des équations du mouvement se fait par des 
méthodes graphonumériques. 


Mol# 
È 
El 3 # Mo Map) pp D M =cmst 
22% D N DONNE D. 
$ x Ai GT Y 7 d 
fsas CA | | . 20 
| ° ST. 136 p? 
L Pacs s. È ? A 8 k, temp, rd 
7 ti {s 25 EZ 
T=T(p) | | | 33 
7” ô . 
. 
à | ë) 
& ÿ 
à | 32 
La 4 
1 Le | EN ei 
BR f 
& Fée | ? - np : @ fmme>pord 


Fig. 16.1. Pour la résolution graphonumérique de l'équation du mouvement sous 

la forme de l'équation de l'énergie cinétique: a) courbes représentatives des 

moments des forces motrices et des forces résistantes; b) courbe représentative 
de l'énergie cinétique du mécanisme. 
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Pour la résolution graphonumérique 7. 
deséquations dumouvement, ilestcom- 
mode d'employer l'équation de l’éner- 


gie cinétique, exprimée sous la forme S 
du diagramme 7 = T (J,) traduisant Re 
la relation entre l'énergie cinétique 7 nn 
et le moment d'inertie réduit J.. & 
Plaçons-nous dans le cas où les mo- S / 


ments réduits sont fonctions de l'angle , 
de rotation q de l'élément de réduction. Éd di 
Supposons que le moment M, soit Fig. 16.2. Courbe de variation 
défini par la courbe My = Mh (op) du moment d'inertie réduit. 
(fig. 16.1,a. trait continu), le moment 
Mie par la courbe Mie = Mes (p) (fig. 16.1,a, trait pointillé), et 
le moment d'inertie J,; par la courbe J, = J, (x) (fig. 16.2). 
Le travail du moment réduit , le long de l'intervalle choisi 
est égal à 


q 
An Fe | Min dr, 
0 


où œ est l’angle de rotation de l'élément de réduction. La valeur 
de ce travail est exprimée par le produit de l’aire de la surface limitée 
par la courbe M} = Mn (@), l'axe de œ et les ordonnées initiale et 
finale par les échelles correspondantes. Le travail du moment réduit 
Mc est égal à 


Am rés — Mes dç 


Ot—, 


et s'exprime par l'aire de la surface limitée par la courbe M, — 
— Ms (®), l'axe de ®, les ordonnées initiale et finale multipliées 
par les échelles correspondantes. 

Sur la figure 16.1,a l'angle ® correspondant au temps total de 
mouvement du mécanisme est égal à la somme des angles: © — 
= Pace + Pm.p + Prai dans laquelle l’angle œacc Correspond 
au temps d'accélération, l'angle q., au temps de mouvement per- 
manent et l’angle A, au temps de ralentissement. L'angle œ, cor- 
respond à la durée d’un tour de l'élément de réduction. La variation 
d'énergie cinétique du mécanisme pendant un temps donné, en vertu 
de l'équation (15.35), est égale à la différence des aires limitées par 
les courbes Mn = Mn (@) et Mis = Mes (@) multipliée par les 
échelles correspondantes um et pu. Par exemple, le travail du 
moment réduit MA sur l'intervalle (7-2) (fig. 16.1,a) s'exprime 
par l'aire de [77°2*2| mm° multipliée par les échelles u} et u des 
moments et de l’angle de rotation, tandis que le travail du moment 
réduit Me sur le même intervalle s'exprime par l'aire [77°2"2] 
multipliée par les mêmes échelles. La variation d’énergie cinétique 
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AT;, s'exprime alors par le produit de l’aire [7"2’2”] par les mêmes 
échelles. De cette façon 


AT yo = Ta — Ti =VUçœu faire [2122] — aire [1122]; = 
= Lo; aire [/022"7"]. 


Dans cette égalité u, est l'échelle des angles de rotation et Lx 
celle des moments. La variation d'énergie cinétique sur l’intervalle 
(2-3) sera proportionnelle à l’aire [2°2°3”3”], la variation de l'énergie 
cinétique sur l'intervalle (3-4) sera proportionnelle à l'aire [3"3"4"4"], 
etc. 

La variation d'énergie cinétique est toujours proportionnelle 
aux surfaces comprises entre les courbes des moments des forces 
motrices et des forces résistantes (surfaces hachurées sur la figu- 
re 16.1,a). Le signe en sera positif ou négatif selon le travail qui 
prédomine : celui produit par le moment des forces motrices ou par 
le moment des forces résistantes. Par exemple, sur l'intervalle (7-7) 
la courbe du moment des forces motrices est située plus haut que 
celle du moment des forces résistantes, ce qui veut dire que la varia- 
tion d'énergie cinétique est positive; par contre, sur l'intervalle 
(7-10) la variation d'énergie cinétique est négative, etc. Pendant 
toute la durée du travail du mécanisme déterminée par l'angle de 
rotation ® la variation d'énergie cinétique est nulle, si bien que la 
somme des surfaces hachurées de signe positif doit être égale à celle 
des surfaces de signe négatif car la vitesse du point de réduction est 
nulle au moment de démarrage et au moment d'arrêt du mécanisme. 
La même égalité doit avoir lieu à la fin du mouvement permanent 
sur l'intervalle (23-25), car la vitesse angulaire de l'élément de 
réduction reprend sa valeur initiale au bout de chaque cycle de mou- 
vement permanent. 

On voit sur la figure 16.1,a une représentation conventionnelle 
de trois cycles complets de mouvement permanent. Pratiquement, 
le nombre de ces cycles peut être très grand, en fonction de la durée 
du travail ininterrompu de la machine. 

2°. Après avoir calculé les aires des surfaces indiquées, on peut 
tracer le diagramme 7 = 7 (@) de variation d'énergie cinétique 
T de l’élément de réduction en fonction de l'angle de rotation 
(fig. 16.1,b). On commence le trace par la position Z. Calculons l'aire 
[7°2’2"1"] en millimètres carrés. Admettons que cette aire égale 
F,, mm°; alors la variation d'énergie cinétique sur l’intervalle (7-2) 
est égale à 


ATi=Te—Ti= pop aire (1°2/24"] = hopsr Fe, 


où ux est l'échelle de représentation de M, et de M4, et Lo 
l'échelle des angles de rotation de l'élément de réduction. Puisque 
le mouvement du mécanisme commence au point Z en lequel l'énergie 
cinétique initiale T7, est nulle, la valeur de l'énergie cinétique 
emmagasinée par le mécanisme dans la position 2 sera égale à T.. 
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Portons cette valeur à l'échelle ur sur l’ordonnée du point 2? sous 
la forme dujsegment (2-2’) (fig. 16.1, b). On a 


AT ie = Ta = hou Pis = ur (2— 2). 


Ensuite on calcule l’aire élémentaire suivante F,, = [2”"2°3°3"]mm°. 
En vertu de ce qui précède, on a 


AT = T3 T2 = on faire [22'3"3] — aire [2233]; — 
= puy aire [2233] = tom F2s = pr [3”— 3], 


c'est-à-dire que la variation d'énergie cinétique T.,, sur l’inter- 
valle (2-3) s'exprime par l’aire de [2”2°3°3"] mm* multipliée par le 
produit des échelles u, et 14. On porte la valeur obtenue à l'échelle 
ur sur l’ordonnée du point 3 sous la forme du segment (3”-3”) 
que l’on ajoute au segment précédent (2-2”) = (3-3"), etc. La courbe 
de l'énergie cinétique monte en ordonnée jusqu'à la position 7, 
en laquelle elle admet au point 7” un sommet qui correspond à l’un 
des maximums d'énergie cinétique. Ensuite la courbe va en s'abais- 
sant sur l'intervalle (7-70), car la surface hachurée (fig. 16.1, a) 
comprise entre ces points de l’axe des abscisses est affectée de signe 
négatif. À partir du point 70 la courbe d'énergie cinétique T = T (w) 
remonte encore jusqu’à la position Z3 où elle passe de nouveau par 
un maximum en 23”, et ainsi de suite. Sur l'intervalle (73-31) qui 
correspond au mouvement permanent, la courbe présente la même 
allure dans chaque cycle de mouvement du mécanisme correspondant 
à l’angle ®,, en passant en ordonnée tantôt par le maximum, tantôt 
par le minimum. En position 37 l’ordonnée de la courbe T = T () 
atteint son maximum pour la dernière fois, après quoi la courbe 
descend, car il n’y a que des forces résistantes sur l'intervalle (37-37). 
Le point 37 correspondant au moment d'arrêt du mécanisme est 
atteint après que les ordonnées de la courbe d'énergie cinétique ont 
été progressivement diminuées de longueurs proportionnelles aux 
aires limitées par la courbe des résistances sur l'intervalle (37-37). 
Le moment d'arrêt du mécanisme correspond à l’annulation complète 
de l'énergie cinétique emmagasinée pendant la durée de l’accélé- 
ration. 

On peut évidemment hâter la dépense de l'énergie cinétique 
emmagasinée en introduisant des résistances supplémentaires (par 
exemple, des freins). Ainsi, en introduisant le moment de freinage 
supplémentaire Mr, — const, représenté en trait mixte a-a sur la 
figure 16.1,a, on arrive à dépenser l’énergie cinétique plus vite, si 
bien que le mécanisme s'arrête dans la position correspondant au 
point 36 (fig. 16.1, b). Cette modification d’allure de la courbe T — 
— T (p) d'énergie cinétique est montrée en trait pointillé. On cal- 
cule aisément le travail que l’on doit effectuer dans le cas présent. 
Il s'exprime par l'aire Fr, mm* (fig. 16.1,a), si bien que le travail 
de freinage complet A7. sera 


Atr = bob Frr = Moltar (QD) Prr, 
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où er est l'angle de rotation de l'élément de réduction sur lequel 
le freinage a lieu. 

Le diagramme de l'énergie cinétique 7 = T (œ) aide donc à 
déterminer l’angle complet @ de rotation de l'élément de réduction 
pour le moment moteur et le moment résistant donnés. Dans notre 
cas cet angle est égal au segment (7-37) de l’axe des abscisses mul- 
tiplié par l'échelle u, si le moment de freinage Àf;, est inexistant, et 
correspond au segment (7-36) si ce moment existe. 

3°. Passons maintenant au calcul des vitesses angulaires de 
l'élément de réduction. On le fera à l’aide de l’équation de l’énergie 
cinétique du mécanisme. De l'équation (15.47) on tire 


T=, (16.47) 


Dans cette formule J, est le moment d'inertie réduit et © la 
vitesse angulaire de l'élément de réduction du mécanisme. La fi- 
gure 16.2 donne le diagramme J, — J, (q) du moment d'inertie 
réduit en fonction de l'angle de rotation. L'égalité (16.47) peut se 
mettre sous la forme: 


ST 
=+ 


(16.48) 
ce qui signifie que le carré de vitesse angulaire de l'élément de 
réduction est en chacune de ses positions proportionnel au rapport 
entre l’énergie cinétique 7 que la machine possède en position con- 
sidérée et le moment d'inertie réduit J, pour la même position. 
Les valeurs de ce rapport seront déterminées par la construction 
des diagrammes du moment d'inertie réduit J, = J, (œ) (fig. 16.3, a) 
et de l'énergie cinétique T7 = T (œ) (fig. 16.3,c). Pour faciliter le 
tracé, on tourne de 90° le diagramme J, — J, (œ), en disposant 
horizontalement l'axe des ordonnées sur lequel sont marquées les 
valeurs du moment d'inertie réduit J,, et en disposant verticalement 
l'axe des abscisses avec les valeurs de l’angle œ de rotation de l’élé- 
ment de réduction. Etant donné que la courbe de J, = J, (œ) reprend 
la même allure au bout de chaque cycle, on peut se borner à tracer 
la courbe correspondant à l'angle de rotation œ,, ainsi qu'il est 
montré sur la figure 16.3,a. On marque sur le diagramme J,— 
= J, (p) le point 7” correspondant au point 7° du diagramme de 
l'énergie cinétique T = T (œ) (fig. 16.3, c) et l’on mène par ce point 
une droite verticale jusqu’à l'intersection avec la droite horizontale 
menée par le point 7° de la courbe de T = T' (œ). Mettons le chiffre Z 
contre le point d'intersection de ces deux droites (fig. 16.3, b). Ceci 
fait, on marque sur le diagramme J, — J, (œ) le point 2’ et le point 
homologue 2° sur le diagramme T = T (æ). L’intersection de la 
verticale et de l'horizontale correspondantes fournit le point 2. 
À l'intersection des droites passant par les points 3” et 3” se trouve 
le point 3; les droites passant par 4” et 4’ donnent le point 4, et 
ainsi de suite. Reliant par une courbe régulière les points obtenus, 
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S 
on reçoit la courbe de variation de l'énergie cinétique T en fonction 
du moment d'inertie réduit J, (fig. 16.3,b). Cette courbe traduit la 
relation qui existe entre l’énergie cinétique T'etle moment d'iner- 
tie réduit J,, c'est-à-dire la fonction T = T (J,). 

Traçons la courbe de T = T (J,) pour toute la durée de mouve- 
ment du mécanisme, de la position Z jusqu’à la position 37. Sur la 
portion correspondant au mouvement permanent (23-31) la courbe 
représentative de T = T (J,) doit être fermée, car les paramètres T 
et J, reprennent les mêmes valeurs périodiquement, au bout de 
Chaque cycle. La portion de la courbe de T = T (J,) correspondant 
à la phase d'accélération (7-13) n’est pas identique à la portion cor- 
respondant à la phase de ralentissement (31-37), car l'allure de la 
courbe de T = T (œ) n’est pas la même sur ces portions. La courbe 
de T = T (J,) porte le nom de diagramme de Wittenbauer, du nom 
du savant qui a examiné pour la première fois la fonction indiquée. 

49, Choisissons sur la courbe de T = T (J,) un point Æ et re- 
lions-le à l’origine O des coordonnées (fig. 16.3,b). Désignons par 
Ÿk l'angle formé par le rayon OK avec l'axe des abscisses. Puisqu’on 
a en abscisse le moment d'inertie réduit J,- correspondant à l’échelle 
uy au point X, et en ordonnée l'énergie cinétique TX qui correspond 
au même point À à l’échelle ur, on conçoit que le rapport de ces 
quantités est égal à la tangente de l'angle d’inclinaison du rayon OK 
sur l’axe OJ, : 


KE EE top. (16.49) 


Reliant successivement tous les points de la courbe de T — 
= T'(J,;) à l'origine O, trouvant successivement tous les angles 
"Pro Der Vs, . - . et portant les valeurs des tangentes de ces angles, 
moyennant la formule (16.49), dans l'égalité (16.48), on obtient 
les carrés des vitesses angulaires w de l'élément de réduction pour 
toutes les positions du mcanisme. On a 


3 _o HT 3 — ET to 
a=2ÉTigp, oi=2 Éte ÿ. (16.50) 


Il résulte des formules (16.59) que les vitesses angulaires © de 
l'élément de réduction sont proportionnelles aux racines carrées 
des tangentes des angles 1,, wW:, . .., 


7/2 te Et = 2 Tige. (16.51) 


On recherche de la sorte les valeurs de la vitesse angulaire w 
de l'élément de réduction du mécanisme. Utilisant ces valeurs, on 
construit les courbes de variation de la vitesse angulaire w de l’élé- 
ment de réduction en fonction de l'angle œ (fig. 16.4). 

Pour tracer la courbe du temps de mouvement t en fonction de 
l’angle w, on peut faire intervenir la formule (16.25), étant donné 
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Fig. 16.4. Courbe représentative de la vitesse angulaire de l'élément de réduc- 
tion en fonction de son angle de rotation. 


que tout intervalle de temps entre l'instant initial de mouvement f, 
et l'instant considere {} est égal à 
PR e 
_ P 
r—th= \ TR. (16.52) 
1 

L'intégrale du second membre de (16.52) peut être déterminée 
graphiquement, en traçant la courbe de variation de la quanti- 
té 1/o (p) en fonction de l’angle w, ce qui est réalisable parce qu’on 
connaît la fonction © —= © (œ). Les courbes de © = w (œ) et de 
t = 1 (@) étant connues, on construit la courbe de w& = w (t). L’accélé- 
ration angulaire e de l'élément de réduction sera obtenue par la 
dérivation graphique de la fonction © = © (1). 

Connaissant la vitesse angulaire w et l'accélération angulaire &e 
de l’élément de réduction, on peut déterminer la vitesse et les forces 
d'inertie des éléments isolés, ainsi que effectuer un calcul complet 
des efforts pour le mécanisme dont l’élément de réduction est animé 
d’une rotation non uniforme. 

Ainsi donc. par la construction du diagramme T = T'(J,) et 
par les calculs graphonumériques, on arrive à résoudre de façon 
définitive le problème d'analyse du mouvement du groupe sous 


l’action des forces assujetties à la position de l'élément de réduc- 
tion. 


CHAPITRE XVII 


IRREGULARITÉ DU MOUVEMENT 
DES MEÉCANISMES ET DES MACHINES 


$ 74. Position du problème général 


19. Nous allons aborder le problème très important de recherche 
des relations optimales entre forces, masses et vitesses des éléments 
du mécanisme, propres à assurer le régime de mouvement requis 
du mécanisme ou de la machine. 

Comme on l’a vu dans le chapitre précédent, les vitesses de l’élé- 
ment menant du mécanisme au cours du mouvement permanent 
de celui-ci sont, dans le cas général, des grandeurs variables. Les 
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variations de vitesse de l’élément menant font naître dans les couples 
cinématiques des contraintes dynamiques supplémentaires, qui 
nuisent au bon rendement général de la machine et à sa fiabilité. 
D'autre part, ces variations de vitesse peuvent parfois provoquer de 
fortes oscillations élastiques des éléments du mécanisme ou de la 
machine, ce qui est mauvais tant à cause de la perte de robustesse 
des éléments qu’en raison de la puissance supplémentaire demandée 
par ces oscillations élastiques. Enfin, les variations de vitesse ris- 
quent de perturber le processus technologique que les mécanismes 
de la machine sont appelés à effectuer. 

En étudiant les variations de vitesse de l'élément menant pen- 
dant la période de mouvement permanent du mécanisme, on s'assure 
qu'il y a deux types de variations de vitesse. 

En effet, on a déjà vu que dans la plupart des mécanismes le tra- 
vail de toutes les forces motrices n’égale le travail de toutes les 
forces résistantes qu'au bout de chaque cycle complet de mouvement 
permanent. À l’intérieur du cycle, au contraire, l'égalité des travaux 
n’a pas lieu, ce qui veut dire que le mouvement de l'élément menant 
du mécanisme est irrégulier à l’intérieur du cycle. Puisque l’énergie 
cinétique du mécanisme reprend sa valeur initiale au bout de chaque 
cycle complet de mouvement permanent, les vitesses de l'élément 
menant du mécanisme reprennent périodiquement les mêmes valeurs. 
elles aussi, conformément au même cycle. On dit alors que les varia- 
tions de vitesse sont périodiques. 

De cette façon, on entend par variations périodiques de vitesses 
des éléments du mécanisme les variations présentant des cycles bien 
déterminés, au bout desquels les vitesses reprennent chaque fois leurs 
valeurs initiales. 

À côté des variations périodiques de la vitesse, un mécanisme 
peut présenter aussi des variations de nature non périodique. dues 
à des causes différentes: changement brusque de résistance utile 
ou inutile, adjonction de masses complémentaires au mécanisme, 
etc. Une telle variation brusque de la charge supportée par le méca- 
nisme fait varier brusquement (augmenter ou diminuer) la vitesse de 
l'élément de réduction ; dépourvues parfois de tout cycle déterminé, 
les variations de vitesse de l’élément de réduction sont alors appelées 
apériodiques. Dans nombre de mécanismes on trouve les deux sortes 
de variations de vitesse. 

20. Au cours du mouvement permanent, les variations de vitesse 
peuvent croître à tel point que les conditions normales de fonction- 
nement du mécanisme s’en trouveront perturbées. 11 se pose alors 
le problème de maintenir l’amplitude de ces variations à l’intérieur 
de certaines limites établies d'avance. La régulation des variations 
de vitesse au cours du mouvement permanent est un problème de 
grande importance technique, car la phase de mouvement permanent 
coïncide dans la plupart des mécanismes avec leur période active, 
c'est-à-dire la période pendant laquelle le mécanisme remplit ses 
fonctions technologiques. 
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Le plus souvent, les variations périodiques de vitesse pendant 
le mouvement permanent du mécanisme sont réglées par le choix 
approprié des masses des éléments. Les masses doivent être choisies 
de telle façon qu'elles puissent emmagasiner tous les accroissements 
d'énergie cinétique du mécanisme lorsque les forces motrices l’em- 
portent sur les forces résistantes. EÉmmagasinée ainsi par les masses 
des éléments, l'énergie cinétique sera cédée au mécanisme ultérieure- 
ment. quand le travail résistant l’emportera sur le travail moteur. 

Le choix correct des masses des éléments du mécanisme aide 
à diminuer les variations périodiques de vitesse de l’élément menant 
pendant son mouvement permanent. Par contre, lorsque ces varia- 
tions sont apériodiques, on ne peut les éliminer par le choix des 
masses que si leur amplitude est assez faible. Quand les variations 
apériodiques de vitesse sont considérables, la régulation de vitesse 
est confiée à des mécanismes spéciaux appelés à modifier soit les 
lois de variation des forces motrices, soit les lois de variation des 
forces résistantes. Les mécanismes de cette espèce s'appellent ré- 
gulateurs. 

Nous allons commencer l'étude de la régulation du mouvement 
d’un mécanisme par celle de la régulation des variations périodiques 
de vitesse pendant la phase de mouvement permanent. 


$ 79. Vitesse moyenne de la machine 
et son coefficient d’irrégularité 
de mouvement 


1°. Dans notre étude des variations périodiques de vitesse au 
cours du mouvement permanent du mécanisme ou de la machine, 
nous allons introduire la notion de vitesse moyenne de l'élément de 
réduction ; seul le mouvement permanent sera considéré par la suite. 

Désignons par s l’espace parcouru par le point B, choisi sur 
l'élément de réduction, de la position ë à la position À pendant un 
cycle de mouvement. Par vitesse moyenne réelle (tnoy)}- on entend 
la vitesse d’un mouvement uniforme tel que le point puisse parcourir 
l’espace s pendant la même durée t qu'en mouvement non uniforme. 


Puisque dt = , On à 
‘R 
t=h—u= (+; 
*i 


S 


remarquant que ty — {; , on en tire 


L (Umoy)r 
(Umoy)r = —. (17.1) 
| ds 
U 
$; 
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Au lieu de la vitesse moyen- 
ne réelle on prend souvent la 
vitesse moyenne arithmétique 
Umoy, €n posant 

Umax + l'min (17 2) 


Umoy = ui D 


OÙ Umax €t Umin Sont les va- 
leurs maximale et minimale de 
la vitesse du point B (fig. 17.1). 
Pour les mécanismes animés 
Fig. 17.1. Courbe représentative de lavi- dun mouvement légèrement 
tesse du point en fonction du temps. irrégulier la différence entre 
ces deux valeurs est négli- 
geable, ce qui fait qu’on emploie en qualité de vitesse moyenne celle 
des valeurs qui est la plus commode pour la résolution du problè- 
me posé. 

Le constructeur indique généralement une telle vitesse moyenne 
conventionnelle sur la fiche technique du moteur, de la machine 
de travail ou du mécanisme ; on l’appelle vitesse indiquée ou vitesse 
nominale. 

Si le mouvement du mécanisme est peu uniforme, on préféré 
utiliser la vitesse moyenne rtclle. 

Divisant la différence des valeurs maximale et minimale dela 
vitesse v, du point B (fig. 17.1) par sa vitesse moyenne, on obtient 
le coefficient d’irrégularité de mouvement Ô du mécanisme ou de la 
machine, égal à 


Re cn (17.3) 


Moins la différence entre vyax et Umin eSt grande, plus la rotation 
de l'élément menant est uniforme. Le problème de régulation du 
mouvement du mécanisme ou de la machine en phase de mouvement 
permanent se réduit à trouver un tel rapport entre les masses des 
éléments du mécanisme et les forces sollicitantes que le coefficient 
d’irrégularité Ô ne soit pas supérieur à une valeur donnée d'avance. 
En pratique, la valeur de Ô varie dans des limites assez larges. 

Dans le tableau 5 sont résumés les coefficients d'irrégularité 
de mouvement admissibles pour certains types de machines. 

J1 est commode d'exprimer la vitesse moyenne du mécanisme ou 
de la machine et le coefficient d'irrégularité de mouvement en fonc- 
tion des angles de rotation et des vitesses angulaires de l’élément de 
réduction. Par analogie aux égalités (17.1) à (17.3), on a alors l’ex- 
pression de la vitesse angulaire moyenne réelle (@,6%)}. 


(Gmoy}r = 5 — , (17.4) 
æ 
ee 
Pi 
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Tableau 5 


Coefficient d'irrégu- 


Type de la machine larité de mouvement 


Pompes 1/5 à 1/30 
Machines agricoles 1/5 à 1/50 
Machines à travailler les métaux 1/20 à 1/50 
Machines textiles, d'imprimerie, de minoterie 1/10 à 1/50 
Machines à papier 1/60 à 1/100 


Moteurs marins 1/20 à 1/150 
Moteurs à explosion 1/80 à 1/100 
Compresseurs 1/50 à 1/100 
Générateurs de courant continu 1/100 à 1/200 
Générateurs de courant alternatif 1/200 à 1/300 
Moteurs d'avions 1/200 et moins 
Turbogénérateurs 1/200 et moins 


de la vitesse angulaire moyenne arithmétique 


Omoy = EF Ouie (17.5) 
et du coefficient d'’irrégularité de mouvement 
ÿ—°max Emi (17.6) 


Omoy 

Le coefficient d’irrégularité de mouvement ne caractérise que la 
variation de vitesse angulaire de l’élément de réduction entre @1n 
et Onax, et ne traduit pas la dynamique du mouvement de l'élément 
de réduction à l’intérieur du cycle complet de la phase de mouve- 
ment permanent. Par exemple, on voit sur les figures 17.2,a et b 
deux courbes de la fonction © = © (œ) ayant les mêmes «,,,, et 
Omin, bien que les accélérations angulaires e sur la figure 17.2,b 
soient beaucoup plus grandes. Les mécanismes présentant ces valeurs 
de & ont des caractéristiques dynamiques différentes. Pour donner 


Fig. 17.2. Courbes de variation de la vitesse angulaire en fonction de l’angle de 
rotation: a) variation lente; b) variation plus rapide de la vitesse angulaire. 
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une appréciation des qualités dy- 
namiques d'un mécanisme ou 
d’une machine en phase de motve- 
ment permanent, on introduit le 
coefficient dynamique x qui repré- 
sente le rapport de la valeur extré- 
male (maximale) de l’accélération 
angulaire £e-e au carré de la vites- 
se angulaire moyenne &hoy : 


r=—<et. (47.7) 


2 
Onoy ° 


Multiplions le numérateur et 
Zeme pe, 6m? le dénominateur de (17.7) par la 
valeur moyenne du moment d'i- 


Fig. 17.3. Diagramme de l'énergie ci-  nertie réduit J; m0v- 11 vient 
nétique en fonction du moment d'i- J : M 
nertie réduit pour la phase de mou- DT mor... "Cl. 


vement permanent du mécanisme. Jr. moyWioy 2Tmoy ? 


(17.8) 


ce qui signifie que le coefficient dynamique du mécanisme est le 
rapport du moment extrémal W,,: sollicitant l'élément de réduction 
au double de l'énergie cinétique moyenne Try du mécanisme. 

Le coefficient dynamique de régime zx est plus grand pour le 
mécanisme de la figure 17.2,b que pour celui de la figure 17.2.,a, 
le moment d'inertie réduit J;. moy restant le même. 

20. Si l’on dispose du diagramme de T = T'(J,) (voir $ 73) 
pour le temps total de mouvement du mécanisme, la détermination 
de Ô pour le mouvement permanent ne présente pas de difficulté. 
11 suffit d'étudier la portion de la courbe de 7 = T (J,) correspon- 
«ant au mouvement permanent : c'est une courbe fermée (fig. 17.3). 
11 découle de la formule (16.51) que la vitesse angulaire maximale 
Omax pendant le mouvement permanent correspond à la valeur 
maximale de la tangente de l'angle 1.1 calculée par la formule 
(16.51), tandis que la vitesse angulaire minimale @1n Correspond 
à la valeur minimale de la tangente de in. Pour déterminer les 
valeurs maximale A4, et minimale Ymin de l’angle 1, on mène 
du point © deux droites tangentes à la portion fermée de la courbe 
de T = T (J,). Une des tangentes forme avec l’axe des abscisses 
l'angle maximal 27, l’autre tangente l'angle minimal #5. 
En vertu de l'égalité (16.50) on a 


Ohax = 2 ET tg Dax OMmin = 2 ET (S Vinins (17.9) 
BJ, BJ, 

OÙ Omax €t Omin Sont les vitesses angulaires maximale et minimale 

de l'élément de réduction. Le coefficient d’irrégularité de mouve- 

ment Ô (voir la formule (17.6)) est égal à 


Re . (17.10) 
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En multipliant le numérateur et le dénominateur du second 
membre de (17.10) par (@,nax + @min); On reçoit 


e e 
== (max — min) (@max + min) — Onax — min 
Wmoy (Wmax + min) 20 0 ! 


(17.11) 


Car © max + min — 2@moy (Voir formule (17.5)). Portant dans la 
formule (17.11) les expressions de 5: et de on tirées de la for- 
mule (17.9), on obtient 


ô — Ur 18 Ÿmax — £ Ÿmin (17.12) 
BJ, Onoy 
Les angles Ynax et Vin Se trouvent directement sur le dessin; 
la valeur de œoy est tirée de la formule (17.4). 


. [A] » = ,? : 
Si l’on pose &oy — Pœex-émin , la résolution des équations 


simultanées (17.3), (17.6) et (17.9) fournit le coefficient d'’irrégula- 
rité de marche Ôô du mécanisme : 


Omoy Omox + Omin Vie ŸYmax + V'tg ŸYmin 


Le coefficient d'irrégularité de mouvement ô du mécanisme peut 
aussi être calculé directement, par la construction du diagramme 
des vitesses (par exemple du diagramme des vitesses tracé sur la 
figure 17.1). Pour le faire, il suffit de lire sur le diagramme 
et Lnin et de porter leurs valeurs dans les formules (17.2) et (17.3). 


= Omax — Emin _ 9 Omax — Omin _ 2 Vite Pmax — V t£ ŸYmin (17.13) 


$ 76. Relation entre le moment d'inertie réduit, 
les forces réduites et le coefficient d’irrégularité 
de mouvement du mécanisme 


1°. Proposons-nous d'établir la relation entre le moment d’iner- 
tie réduit, les forces réduites et le coefficient d’irrégularité du méca- 
nisme. Résolvant les équations (17.5) et (17.6) par rapport à @nax 
et ŒOmnins on trouve 


Omax = Omoy (1+5) et  @min — Omoy (1—2) . (17.14) 


Elevant au carré les premiers et les seconds membres de ces équa- 
tions, on obtient 


Oinax = Onoy (1+8+2) & moy (1 +0), 
Fe (17.15) 
Ohin = Dhoy (1—5++) 7 Dhoy (1 — 6). 


Quand 6 est faible, le terme 6/4 est négligeable. Par contre, il 


sera obligatoirement pris en considération si le mouvement du mé- 
canisme est irrégulier. Portant dans les équations (17.15) les expres- 
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sions (17.9) de @,nax et de Ginins On a 


62 
2 FE 8 Vmax = Oinoy (1+5+-) & Shoy (1 + 6), . 


r 


62 
2 LE ia = Oo (1— 645) & Gor (1 — 6) 
d'où 
a PR 52 By: 
18 Ymax — ur Omoy (1+6+ +) Æ Zur Omoy (1 + Ô), 
(17.16) 
By : 62 My 
8 Voin = &ioy (1—5+ 7) Z Te OMmoy (1 — 6). 


A l’aide des formules (17.16) on trouve les angles ax et Vinin 
pour la vitesse angulaire donnée &,,.4 et pour toute valeur donnée 
du coefficient d’irrégularité de mouvement 6. A ce moment-là, 
après avoir défini la relation entre le moment d'inertie réduit donné 
et l’énergie cinétique donnée sous forme de diagramme T = T (J,), 
on peut toujours connaître les variations de ces quantités en fonc- 
tion de ô. Etant donné le diagramme 7 = T (J,) pour le mouvement 
permanent (fig. 17.4) et soit 6 le coefficient d'irrégularité de mouve- 
ment pour les valeurs données de l’énergie cinétique et du moment 
d'inertie réduit. Les tangentes passant sous les angles Yax et Vinin 
viennent se couper à l’origine des coordonnées ©. 

On se donne une nouvelle valeur de coefficient ô’ et l’on se 
propose de calculer à l’aide des formules (17.16) les valeurs corres- 
pondantes des angles %in5x et Ymin- Quand le coefficient d'’irré- 
gularité de mouvement est 6”, les tangentes à la courbe de T = 
— T (J,) seront inclinées sur 
l'axe des abscisses respec- 
tivement d'angles Yinax et 
Ÿmin- Traçons ces tangentes 
a la courbe de T = T (J,) 
(fig. 17.4) et trouvons leur 
point d’intersection O’. Le 
point 0” représente une nou- 
velle origine descoordonnées 
du diagramme 7 = T(J,), 
autrement dit, le change- 
ment de à par Ô’ entraîne le 
passage du système de co- 
ordonnées TOJ, à un nou- 
veau système de coordonnées 
amp, h6m° 3 axes parallèles Z'O'J;. A 
Fig. 17.4. Pour l'étude de la variation du la suite de ce passage l'éner- 


coefficient d'irrégularité de mouvement en gie cinétique croît de la va- 
fonction du moment d'inertie réduit. leur T',et le moment d'’iner- 
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tie réduit de la valeur J,. Les segmentsaet b, mesurés en millimètres, 
représentent aux échelles choisies puy, et ur le moment d'inertie 
réduit supplémentaire J, et l'énergie cinétique supplémentaire T, 
nécessaire pour assurer le coefficient désiré ê’ d’irrégularité de mouve- 
ment du mécanisme. On a donc 


Jo=ura et To=urb. 


En regardant le tracé, on constate immédiatement que moins 
le coefficient d’irrégularité Ô est grand, moins les angles ,,,, et 
Ÿmin Seront différents et, bien évidemment, moins l’origine des 
coordonnées sera éloignée de la portion de la courbe de T = T (J,) 
traduisant la période de mouvement permanent. La diminution de 
ô entraîne donc l'augmentation de la masse réduite du mécanisme et 
de son énergie cinétique nécessaire pour actionner ce mécanisme 
à une vitesse angulaire moyenne donnée @moy. On améliore donc la 
régularité de mouvement de l’élément de réduction du mécanisme 
ou de la machine en augmentant le moment d'inertie réduit du mé- 
canisme. 

20. Comme nous l'avons signalé ci-dessus, le mouvement de 
l'élément de réduction du mécanisme ou de la machine pendant 
la période de mouvement permanent se produit dans le cas général 
avec une vitesse variable. Ces variations de vitesse de l’élément de 
réduction font varier les vitesses de tous les autres éléments des 
mécanismes de la machine, ce qui conduit à des contraintes dynami- 
ques plus fortes sur les éléments et les couples cinématiques. En outre, 
les opérations auxquelles le mécanisme ou la machine sont destinés 
demandent le plus souvent des vitesses bien déterminées des organes 
de travail, ce qui ne peut être réalisé que si la vitesse de l'élément de 
réduction (élément menant) du mécanisme ou de la machine reste 
sensiblement égale à la valeur requise. 

On a vu que le mouvement de l’élément de réduction est d'autant 
plus régulier que le moment d'inertie réduit ou la masse réduite 
des mécanismes de la machine sont plus grands. On augmente les 
masses réduites ou les moments d'inertie réduits en augmentant la 
masse de certains éléments des mécanismes. Pratiquement, cela 
s'obtient en emmanchant sur un des arbres de la machine une pièce 
complémentaire douée d’un moment d'inertie désiré. Cette pièce 
s'appelle la roue volante ou le volant. La raison d'être du volant 
est de diminuer l'amplitude des variations périodiques de vitesse de 
l'élément de réduction provoquées tant par les particularités des 
mécanismes eux-mêmes que par des modifications périodiques des 
relations entre les forces motrices et les forces résistantes. 

Par le choix judicieux de la masse et du moment d'inertie du 
volant, on arrive à établir d'avance l'écart désiré de la vitesse de 
l'élément de réduction du mécanisme ou de la machine par rapport 
à sa vitesse moyenne. 

Le volant est en quelque sorte l’accumulateur de l'énergie ciné- 
tique des mécanismes de la. machine: il en emmagasine pendant le 
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mouvement accéléré des mécanismes et il en cède pendant le mouve- 
ment ralenti. Il y a des machines dont la charge utile varie périodi- 
quement dans les limites tres larges (concasseurs, laminoirs...); 
le volant accumule alors des quantités vraiment importantes d’éner- 
gie cinétique au cours du mouvement accéléré (quand les charges 
utiles diminuent). Son rôle d’'accumulateur permet au volant de 
mettre à profit l’énergie emmagasinée pour surmonter des charges 
utiles agrandies sans que la puissance débitée par le moteur doive 
être plus grande. 

La forme du volant, d’une façon générale, peut être quelconque: 
on préfère cependant, pour des raisons constructives, la forme d'un 
disque à couronne massive, d’une roue à rayons, ou, d'une façon 
plus générale, une forme symétrique par rapport aux axes d'inertie 
principaux. L'avantage d’une telle forme est qu'elle permet de faire 
coincider plus facilement l’axe de rotation avec l’un des axes d'iner- 
tie centraux principaux, éliminant par là même les pressions supplé- 
mentaires sur le palier de l’arbre portant le volant. 


$ 77. Données de base pour le calcul 
du moment d'inertie du volant 


1°. Pour calculer le moment d'inertie de la roue volante, on doit 
connaître les forces réduites ou les moments réduits des forces motri- 
ces et des forces résistantes pour le cycle complet de mouvement 
permanent. Considérons d'abord le cas où les moments réduits des 
forces motrices et des forces résistantes dépendent de l'angle œ de 
rotation de l'élément de réduction. La figure 17.5,a donne les courbes 
de variation M, = M,, (œ) et Me = Me (p) du moment réduit M, 


Fig. 17.5. Pour le calcul du volant : a) diagrammes des forces motrices et des 
forces résistantes; b) diagramme de variation de l'énergie cinétique. 
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des forces motrices et du moment 
réduit 1,4 des forces résistantes 
en fonction de l’angle de rotation 
œ de l'élément de réduction sur 
l'intervalle q. correspondant à un 
cycle complet. Puisque le moment 
d'inertie de la roue volanteest une 
inconnue à rechercher, on ne peut 
construire le diagramme de l’éner- 
gie cinétique 7 =T (J,). Eneffet, 
sans connaître la variation desmo- Fig. 17.6. Diagramme de l'énergie ci- 
ments Met M,4 au cours de la pé- nétique totale du mécanisme en phase 
riode d'accélération du mécanisme de mouvement permanent. 

ni la valeur totale du moment 

d'inertie réduit J, des éléments du mécanisme, on ne peut pas déter- 
miner la valeur de l'énergie cinétique emmagasinée pendant la pério- 
de d'accélération Tec (fig. 17.6) que le mécanisme possède vers le 
moment initial du mouvement permanent. Cependant, on peut 
toujours déterminer la variation de l’énergie cinétique AT à l'in- 
térieur d’un cycle complet de mouvement permanent d'après les 
diagrammes donnés M1, — M, (œ) et Ma = Me (p) (fig. 17.5,a). 

Nous allons construire le diagramme AT = AT (œ) (fig. 17.5,b) 
par la méthode décrite au $ 73, en calculant les aires des surfaces 
limitées par les courbes de M, — MA () et de Mes — Miss (p) 
(surfaces hachurées sur la figure 17.5,a). 

Il est commode de commencer le tracé par la position b. L'éner- 
gie cinétique croît sur l'intervalle (bc), décroït sur l'intervalle (cd), 
et ainsi de suite. La somme de toutes les aires élémentaires affectée 
de signe positif doit être égale à la somme d'’aires de signe négatif, car 
la variation d'énergie cinétique est nulle pendant le cycle complet 
de mouvement permanent. Ainsi, la valeur totale de l'énergie ciné- 
tique 7; en une position quelconque i de l'élément de réduction 
(fig. 17.6) est égale à 


Jan -Hprd 


S 


T; = Tace + AT. (17.17) 
Le premier terme de (17.17) nous est inconnu, tandis que le deuxième 
s'obtient à l’aide des diagrammes donnés M, — M, () et M4 — 
—= Mes (D). 
2°. La grandeur du moment d'inertie réduit J, du mécanisme 
ou de la machine est la somme de trois termes : le moment d'inertie 
Jo du volant, le moment d'inertie J, de l'élément de réduction et 
des éléments du mécanisme dont la rotation est liée à celle de l’élé- 
ment de réduction par un rapport de transmission constant et, enfin, 
le moment d'inertie réduit J4, de tous les autres éléments du mécanis- 
me. De cette façon, le moment d'inertie réduit total J,; en une posi- 
tion quelconque ài (fig. 17.7) est égal à 


Ji = Jvo + Jo + Ja. i = J'vo + Adi, (17.18) 
où AJ = Jo + Ja, i- 
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1mm+- A, 46» : 


Praz 


His 17.7. Diagramme du moment d'inertie réduit total du mécanisme, consti- 
tué par le moment d'inertie du volant, le moment d'inertie réduit constant des 
éléments et le moment d’inertie réduit variable des éléments. 


Les deux premiers termes sont toujours constants, tandis que le 
dernier terme dépend, dans le cas général, de l’angle de rotation 9, 
autrement dit Ja = J'a (p).: Le moment d'inertie J,,, du volant 
est l’inconnue, à rechercher. 

Utilisant la méthode du $ 70, on peut déterminer la quantité 
AJ, = Jo + Ja pour un cycle complet de mouvement permanent. 
Le diagramme AJ, — AJ, (p) est représenté sur la figure 17.8. 
I] ressort de ce diagramme que AJ, se compose d’un moment d'iner- 
tie constant J, et d'un moment d'inertie variable Ja. La courbe de 
la figure 17.7 traduit le moment d'inertie total J, en fonction de 
AE de rotation ®,J, = J, (y), conformément à l'égalité 
(17.18). 

30. Pour déterminer le moment d'inertie nécessaire J,.o du 
volant, on doit connaître la vitesse angulaire moyenne 0, de 
l'élément de réduction. On l’admet égale à la vitesse nominale 
indiquée sur la fiche technique du moteur, de la machine de travail 

ou du mécanisme, 


ain 
Omoy = "37 : 


où # est le nombre de tours par 
minute de l'élément de réduction. 
Pour le calcul du volant, on 
doit se donner ensuite la valeur 
p désirée du coefficient d'irrégula- 
rité de mouvement de la machine 

{mm pt 9rd (voir formule (17.10)). A partir de 
Omoy et Ô donnés, on calcule par 

Fig. 17.8. Diagramme du moment les formules (17.14) les vitesses 
d'inertie réduit des éléments. angulaires maximale o,a, et mi- 
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A 


nimale @nin. Il vient 


1) 
Omax — Omoy (1+3) 5 min = Omoy (1-2) (17.19) 
et ensuite 


Onnax = Onoy (1 +6+2) F Onoy (1+ 56), 
(17.20) 


Ofnin = Omoy (1—5+*+) S Onoy (1 — 6) 


40, Afin d'établir la relation entre l'énergie cinétique T, le 
moment d'inertie réduit J, et les vitesses angulaires @nax et Omins 
on fait appel à l'équation du mouvement du mécanisme exprimée 
par l'équation de l'énergie cinétique (voir équation (16.3)). On a 

À = À, — Jr max ax Jr min OPin 


5 ne (17.21) 
Dans l’équation (17.21) le travail À, vaut 


Pmax 
| M m 49; 


Pmin 
et le travail 4,4 
Pmax 
rés = { Mrés d, 


min 


OÙ Pmax €t Pmin Sont les angles correspondant aux valeurs maxi- 
male Œ@max et minimale w,,, de la vitesse angulaire de l'élément 
de réduction. Une fois ces angles déterminés, le calcul de la diffé- 
rence des travaux À = À, — À,4, se ramène à évaluer l’aire F (mm*) 
entre les courbes de M, — M, (@) et Mes — Mes (p) (fig. 17.5,a) 
limitée par les ordonnées correspondant aux angles Œrax €t @min- 
La différence des travaux À s’exprimera alors ainsi: 


À = Uybof. 


Dans l'équation (17.21) J, n1ax t Jr min Sont les moments d’iner- 
tie réduits correspondant aux angles max €t Pmin (fig. 17.7). 

Il est à noter que dans le cas général les valeurs des moments 
d'inertie réduits J, ax €t Jr min n€ Coïncident pas avec les valeurs 
absolues de J, maximal et minimal. 


Transformons l'équation (17.21) à l’aide des formules (17.18) 
et (17.20): 


1 voi+ Jo+ Ja. maxl Choy (1 +8) _ (Jvoi+J0+ 74, min] o y (4 — 6) 
2 2 re 
(17.22) 
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Résolvons l'équation (17.22) par rapport à J.0: 


0) — 
FR = 5 —Jo— Ja. max (1 : ne (1 ô) (17.23) 
moy _ 

J1 ressort de la formule (17.23) que si les angles @rax €t Pin 
pour lesquels les vitesses angulaires de l'élément de réduction sont 
Omax €t Omin, Sont connus, le calcul du moment d'inertie J,4 ne 
présente pas de difficulté, car les quantités À, Jo, Je max €t Jé1. min 
se prêtent aisément au calcul, tandis que les quantités wo et ô 
sont connues. Le procédé de recherche des angles Prax €t min sera 
examiné dans ce qui suit. 

J1 ressort en outre de la formule (17.23) que si le moment d’iner- 
tie Ja est constant, Ja — const, l’équation (17.23) prend la forme 


Jet = es — Vo+ Ja). (17.24) 


Dans certains cas pratiques de calcul, lorsque la quantité 
Jo + Ja est faible devant le premier terme de (17.24), on détermine 
le moment d'inertie du volant à l’aide de la formule approximative 
suivante : 


Jo = — 5 (17.25) 
moy 

9°. Les angles max €t Pmin Se déterminent sans peine à l’aide 
des formules (17.24) et (17.25). En effet, quand le moment d'inertie 
Ja est constant, à la vitesse angulaire &w,,,, Correspond la valeur 
maximale Tax et à la vitesse angulaire ©," la valeur minima- 
le Tin de l'énergie cinétique. Supposons que les vitesses angulaires 
minimales ont lieu dans les positions b et d (fig. 17.5), et maximales, 
dans les positions c et e. Le minimum de la vitesse angulaire corres- 
pond à la position b, et le maximum, à la position c, car dans ces 
positions l'énergie cinétique atteint ‘respectivement ses valeurs 
minimale et maximale. Aussi doit-on poser dans (17.25) À égal à 


Pe Pe 
A — | M m 49 — | Mrés dP = Loi UoFbcs 
Ph Ph 


où Fee est l’aire en mm* délimitée par les courbes de M, = M, (y) 
et Mie — Mes (@) sur l'intervalle (bc) (fig. 17.5a). 

Si le diagramme de l'énergie cinétique n'existe pas, on peut trou- 
ver le minimum absolu et le maximum absolu de la vitesse angulaire 
en comparant les aires excédentaires comprises entre les courbes de 
Mn = Mn (@) et Mis = Miss (p). Par exemple, sur les diagrammes 
de la figure 17.5, a le maximum absolu de la vitesse angulaire cor- 
respond à la position c si l’aire Fa est plus grande que F4. ; et inver- 
sement, Si Fea << Fa, le maximum absolu de la vitesse angulaire 
tombe sur e. Si Fire >> Fea, le minimum absolu de la vitesse angulaire 
a lieu en b; au contraire, pour Fe << Fea il a lieu en d. 
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Les valeurs maximales et minimales des vitesses angulaires ne 
correspondent aux valeurs maximales et minimales de l'énergie 
cinétique que pour Ja — const. Par contre, si le moment d'inertie 
réduit Ja — Ju (p) est variable, le moment d'inertie J,, du 
volant sera calculé par la formule (17.23). Les valeurs maximales 
et minimales de la vitesse angulaire ne correspondent pas alors aux 
valeurs maximales et minimales de l'énergie cinétique mais s’en 
trouvent décalées, ainsi qu'il est montré schématiquement sur la 
figure 17.5. 

La recherche du maximum et du minimum absolus de la vitesse 
peut se faire aussi en comparant les aires excédentaires limitées par 
les ordonnées des angles @nax €t min: à Condition que le décalage 
entre les valeurs maximales et minimales de la vitesse angulaire et 
celles de l'énergie cinétique ne soit pas exagéré. Dans bon nombre 
de problèmes pratiques ce décalage étant très faible, aussi la méthode 
décrite de comparaison des aires est-elle parfaitement applicable. 


$ 78. Calcul du moment d'inertie du volant 
à l’aide du diagramme T = T (.J,) 


1°. Lorsqu'on calcule le moment d'inertie de la roue volante à 
l’aide de l'équation de l'énergie cinétique, on se donne le coefficient ô 
d'irrégularité de mouvement du mécanisme et la vitesse angulaire 
moyenne moy. On possède en outre les diagrammes des moments 
moteurs et résistants réduits et le diagramme du moment d'inertie 
réduit en fonction de l'angle de rotation de l'élément menant. 
Il est à noter que lorsqu'on effectue le calcul du volant à l’aide du 
diagramme 7 = T (J.) les forces d'inertie ne doivent pas être prises 
en considération lors de la construction des diagrammes des forces 
motrices et des forces résistantes. Les diagrammes des moments 
moteurs et résistants ne concernent que la phase de mouvement per- 
manent. Donc, la différence d'aires comprises entre les courbes corres- 
pondantes (voir ci-dessus) ne permet d'évaluer que la variation de 
l'énergie cinétique du mécanisme ou de la machine. Désignons cette 
variation de l'énergie cinétique par AT (voir l'égalité (17.17)). 
Ensuite, du fait que les masses et les moments d'inertie sont connus 
pour tous les éléments du mécanisme de la machine sauf pour le 
volant, dont on cherche justement le moment d'inertie, on ne peut 
calculer que la variation AJ, du moment d'inertie réduit des éléments 
du mécanisme (voir la formule (17.18)). De cette façon, ne connais- 
sant pas le moment d'inertie du volant ni l'énergie cinétique emma- 
gasinée par le mécanisme ou la machine au bout de la phase d'accélé- 
ration, on ne peut construire le diagramme 7 = T (œ); on peut 
seulement construire le diagramme AT = AT (œ). La variable AJ, 
se calcule d'après les moments d'inertie donnés et les masses données 


des éléments, à l’aide des épures de vitesses de mécanismes (voir 
$ 70). 
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Inm>pe, Nm 


Fig. 17.9. Pour le calcul du volant à l'aide du diagramme de variation de l’éner- 
gie cinétique en fonction du moment d'inertie réduit des éléments. 


2° Pour construire le diagramme AT — AT (AJ,) pour un cycle 
complet de mouvement permanent du mécanisme ou de la machine, 
il suffit de connaître la variation de l'énergie cinétique et celle des 
moments d'inertie réduits. A cet effet, la variation obtenue de l’éner- 
gie cinétique AT est portée en ordonnée à partir du point O (fig. 17.9), 
et le moment d'inertie réduit variable AJ,, en abscisse à partir du 
même point. Reliant les points obtenus a, b, c, etc., par une courbe 
régulière, on obtient le diagramme AT = AT (AJ,) pour le mouve- 
ment permanent du mécanisme. 

Le calcul du moment d'inertie réduit du volant J,4 sera fait 
au moyen des formules (17.16). On a 


Fy ê2 
18 Ymax = 5— ur  Goy (1+5+) & Jar 


et 


By. BJ. à 
18 Pin = 7 Ze Ghoy (1—5+ € )& TE boy (1 — 0). (17.27) 


Portant les valeurs données de moy et Ô dans les formules (17.26) 
et (17.27), on détermine les angles Yrnax et Ymin- Ceci fait, on mène 
une tangente à la courbe de AT = AT (AJ,) sous l'angle Yrax 
et une autre sous l'angle w, et l’on situe le point d'intersection ©, 
de ces deux tangentes (fig. 17.9). Le point O, est l’origine des axes 
de coordonnées pour le diagramme T7 = T (J,) de l'énergie cinétique 
totale 7 du mécanisme en fonction du moment d'inertie réduit 
total J,. Pour savoir le moment d'inertie réduit total J, en toute 
position, on comptera donc les abscisses à partir de la nouvelle 
origine ©,. Le moment d'inertie réduit du volant sera égal au pro- 
duit de la longueur en millimètres du segment (O,d) par l'échelle uy,, 


en sorte que Ja — py, (O;d). 
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3°. Remarquons qu'avec un coefficient ô très faible, en raison 
de la différence insignifiantes entre les angles ax et Yinin, le point 
d'intersection ©, des tangentes se situe bien souvent en marges du 
dessin. On procède alors comme suit. Soient k et / les point en 
lesquels les tangentes coupent l'axe des ordonnées OAT (fig. 17.9) 
du premier système de coordonnées. Alors 


k l 
tg Vmax = Ga ig Prin =D 


et 
kd)—(l kl 
18 Ymax — (8 Ÿmin = D ? =D | 


Portant dans (17.12) l'expression de la différence de tangentes 
trouvée ci-dessus, on reçoit 
5—=Hrr COS 
BJ, “(Osd) Dhoy ' 


d'où, en remarquant que Us, (O,d) = J,o, on tire 


___ Ur (ki) 
Do ES: (17.28) 


Le moment d'inertie réduit de la roue volante a donc pour mesure 
la longueur du segment (kl) sur l'axe des ordonnées OAT. 

4°, Si le volant est calé sur le même arbre que l'élément de réduc- 
tion, son moment d'inertie J,0, par rapport à l’axe de rotation de 
l'arbre peut être diminué de la valeur du moment d'inertie de l'élé- 
ment de réduction par rapport à ce même axe. 

Comme, le plus souvent, le volant a la forme d'une roue dont la 
couronne massive est liée au moyeu par des rayons, on néglige 
souvent les moments d'inertie de ces pièces d'assemblage; d'une 
façon approximative, on admet que la masse du volant est répartie 
uniformément suivant une circonférence de rayon À, qui représente 
le lieu géométrique des centres de gravité des sections transversales 
de la couronne. Le moment d'inertie J,,, du volant s'exprime alors 
ainsi : 

D? 

Ji = mR°— LT (17.29) 
où D est le diamètre de la circonférence des centres de gravité des 
sections de la jante, et m la masse de la jante du volant. A l'aide 
de la formule (17.28), on déduit de la formule (17.29) que 


2 __äur (Kl) __ 3600ur (kl) 
mD @Z Ô nn2ô  ? 


où n est le nombre de tours par minute de l'élément de réduction. 
Posons n° = 10; il vient alors 


mD? = 360 HP. (17.30) 
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Le produit de la masse de la jante du volant par le carré de son 
diamètre porte le nom de moment du volant ou caractéristique du vo- 
lant ; il se mesure en kgm*. La caractéristique du volant permet de 
calculer la masse nécessaire du volant d’un diamètre donné, ce 
dernier étant dicté le plus souvent par des considérations purement 
constructives. 

Si le volant n’est pas monté sur l'élément de réduction mais sur 
un autre élément tournant quelconque i de la machine, on doit 
s'arranger pour vérifier toujours la condition d'égalité des énergies 
cinétiques 

AC MA ES (17.31) 
dans laquelle J,0.: est le moment d'inertie du volant monté sur 


l'élément i; w; est la vitesse angulaire de cet élément. Il découle 
de (17.31) que 


Jvot. 1 = voi (2). (17.32) 


Cela signifie que le moment d'inertie du volant monté doit 
être d’autant plus faible que la vitesse angulaire de l'élément à est 
plus élevée. Donc, dans le but de rendre le volant plus léger, il 
y a intérêt en général à le monter sur un élément dont la vitesse 
angulaire est élevée. 

J1 ressort en outre de la formule (17.32) que, pour observer la 
condition de constance du moment d'inertie Jo. ;, il faut que le 
rapport de transmission w/w; soit constant ; pour cela, on doit monter 
le volant sur les éléments dont les vitesses sont liées à celle de l’élé- 
ment de réduction par un rapport constant (mécanismes des roues 
dentées rondes, mécanismes à roue et vis sans fin, etc.). 

Quand le volant se monte ailleurs que sur l’élément de réduc- 
tion, il est nécessaire de tenir compte de la raideur de la chaîne 
cinématique intermédiaire. 

Si la raideur de la chaîne cinématique est insuffisante, les oscilla- 
tions élastiques peuvent atteindre un tel degré que le volant ne 
pourra plus remplir sa fonction. 


$ 79. Calcul du moment d'inertie du volant 
à l'aide de l’équation des moments 


1°. Le moment d'inertie du volant peut être trouvé aussi à l’aide 
de l'équation des moments. En vertu de l’équation (16.7) on a 


2 dJ : 
Mn — Miés = 7, + <<. (17.33) 
La différence M,, — M,« définit le moment ercédentaire M. 


La grandeur de celui-ci peut être calculée si l’on connaît les fonc- 
tions Min — Mn (®) et Mires = Mie (p). On voit sur la figure 
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17.10, a les courbes représentatives de Mn = M, (@) et de Mes — 
— M, (q), tandis que sur la figure 17.10, b est représentée la courbe 
traduisant le moment excédentaire M — M (œ). Portant dans la 
formule (17.33) l'expression de J, d’après (17.18), on recoit 


M = (J vo + AJ) +R <a (17.34) 


puisque J,a — const, on a 


dJ dJyo1 , d DES d (AJ, 
= eo + AJ.) = Sel + CRE CCR. 
Donc. l'équation (17.34) sera 
2 d(AJ, 
M = (J voi + Ar) À + To. (17.35) 


Considérons les positions du mécanisme dans lesquelles la vitesse 
angulaire de l'élément de réduction est @inax et Ginin. Dans ces 


positions l’accélération angulaire e est égale à e — nn — 0. 
Par suite, pour ces positions la formule (17.35) devient 


fr Dax d(AJ,) ? LAS Din d (AJr) 
M" — D ad et M" — > PTS ; 


(17.36) 


où A1” et M” sont les valeurs des moments excédentaires correspon- 
dant aux angles @max €t min Pour lesquels la vitesse angulaire passe 
par un maximum ou par un minimum. 

2°. Le calcul du second membre des égalités (17.36) peut se 
faire par la méthode de Joukovski énoncée au $ 71, 4°. En effet, 
il ressort de l'égalité (16.11) que 


Dax d(AJ;) 


Mer = — "90e LD, 
wo? 
L} ARS — 0 , (17.37) 


Où Mer et Mer Sont les moments réduits des forces d'inertie en 
mouvement permanent, c'est-à-dire lorsque les vitesses angulaires 
Omax €t Wmin Sont constantes. 

On recherche les grandeurs des moments Mer et Mer par le 
calcul cinétostatique du mécanisme et par la détermination de toutes 
les forces d'inertie des éléments, en supposant la vitesse angulaire 
constante. On peut le faire en outre à l’aide du levier de Joukovski 
(voir $ 67) ou par la méthode de réduction des forces et des moments 
(voir $ 68). 

Le calcul dynamique du mécanisme est généralement précédé 
par son calcul cinétostatique, au cours duquel la vitesse angulaire 
est admise égale à @moy. Aussi, pour la recherche des moments Me 
et: Mer, peut-on utiliser le moment M... obtenu à la suite de l’ana- 
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lyse cinétostatique : 


Ooy d (AJ, j 


M per = — — FES (17.38) 
Alors, compte tenu des relations (17.20) et (17.37), on a 
M per = M per (1 +0), Mer = M per (1 — 6). (17.39) 
Au lieu des formules (17.37), nous avons alors respectivement 
M" = M per (1 + 6) (17.40) 
et 
M" = M per (1 — 6). (17.41) 


3°. Après avoir défini les moments M” et M” en fonction de 
l'angle eo, M' = M" (œ) et M” — M” (œ), on trace les courbes re- 
présentatives de ces fonctions à la même échelle que la courbe de 
variation du moment excédentaire 4 — M (@) représentée sur la 
figure 17.10, b. L'égalité (17.40) a lieu dans les positions a, b, cet d, 
points en lesquels la courbe de M” — M” (œ) coupe celle de M — 
— M (œ). Or, la vitesse angulaire w n'admet de maximum qu'en b 
et d, car l'énergie cinétique croît sur les intervalles fb et ed. Le maxi- 
mum absolu est localisé, avec une précision pratiquement satisfai- 
sante, en comparant les aires des surfaces (Frs + Fa) mm° et 
Fx mm° comprises sur l'intervalle bd entre la courbe de M — 
— M (œ) et l'axe o (fig. 17.10, b). 


Fig. 17.10. Pour le calcul du volant à l’aide de l'équation des moments: a) dia- 
gramme des moments des forces motrices et des forces résistantes; b) diagramme 
du moment excédentaire. 
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Si 
Fre> Fu+ Fa, 


le maximum absolu de la vitesse angulaire a lieu en b. 

Par contre, si 

Fie << Foi + Fed, 
le maximum absolu est en position d. 

Il y a une règle générale de recherche du maximum absolu. 
Si la somme algébrique des aires excédentaires sur l'intervalle 
entre deux maximums est supérieure à zéro, le maximum absolu 
se situe à l'extrémité droite de l'intervalle ; si la somme algébrique 
est inférieure à zéro, le maximum absolu est à l'extrémité gauche 
de l'intervalle. 

Tout pareillement, si l’on construit la courbe de la fonction 
M" = M” (®) (en pointillé sur la figure 17.10, b), les minimums auront 
lieu dans les points g et k d’intersection des courbes représentatives 
de M” = M” (œ)et de M = M (œ). En comparant les aires, on loca- 
lise le minimum absolu. 

Si les angles Prmax €t Pmin (fig. 17.10, b) donnant les vitesses 
angulaires @inax €t min Correspondent aux positions b et g, on peut 
calculer le moment d'inertie J,4 du volant par une des formu- 
les (17.23)-(17.24) ou bien par la formule (17.25), selon que la préci- 
sion demandée est plus ou moins élevée. Le travail excédentaire À 
figurant dans ces formules se calcule alors d’après le diagramme 
M =i{M (œ) (fig. 17.10, b): 


A=— UvolloF zb; 
où Fe est la somme algébrique des aires en millimètres carrés sur 
l'intervalle gb. 

Si l’on se propose d’établir la relation qui existe entre le moment 
d'inertie J,4 du volant et le coefficient d’irrégularité du mouve- 
ment Ô, on constate que la courbe représentative de cette relation 
a une allure sensiblement hyperbolique 
(fig. 17.11). Ainsi donc, le moment Jyol 
d'inertie J,o1 du volant croît rapide- 
ment à mesure que Ô tend vers zéro, et, 
par suite, toute diminution, même in- 
signifiante, de 6 dans ce domaine pro- 
voque une augmentation notable du 
moment d'inertie nécessaire J,o du 
volant, ce quiest, certes, à éviter. Cette 
particularité empêche parfois l’instal- 
lation sur certaines machines des vo- £ 
lants à moment d'inertie élevé assurant 
un très petit coefficient d'irrégularité : 
de mouvement. Fig. 17.141. Courbe de variation 


: du moment d'inertie du volant 
? 
49, Connaïssant le moment d'iner- en fonction du coefficient d'ir- 


tie Ju du volant, on peut définir la régularité de mouvement. 
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vitesse angulaire © pour tout angle de rotation q, © = « (p), en 
se donnant la vitesse angulaire wo, et en utilisant le diagramme 
de M — M (+) (fig. 17.10, b). Supposons, parexemple, qu’on demande 
de savoir la vitesse angulaire w, en position X correspondant à l'angle 
x (fig. 17.10, b). 

Ecrivons l'équation de l'énergie cinétique pour l'intervalle kb: 


Th 


&° As 
À M dp = (Jvoi + A9) 5 — (Jvo1 + Ar) es 
Ph 
d'où 
Vb 
Jror+ Ar, … 2 
HR Jo + AJrh max Jvoi + AJrk | Li 2e 
k 


(17.42) 


Dans ces égalités AJ,4 est le moment d'inertie réduit de tous 
les éléments du mécanisme (sauf le volant) dans la position b qui 
correspond à la vitesse angulaire maximale whn:,5 AJ, est le 
moment d'inertie réduit de tous les éléments du mécanisme (sauf 
le volant) dans la position #:; J,4 est le moment d'inertie réduit 

Pb 


du volant. L'intégrale | M dœ est proportionnelle à l’aire de la 


Pr 
surface limitée par la courbe de M — M (œ) sur l'intervalle kb. 
Recherchant de façon analogue les vitesses angulaires w pour les 
autres valeurs de l’angle œ, on peut tracer la courbe représentative 
de la fonction w = © (œ). 
I1 est possible en outre d'exprimer la vitesse angulaire max 
dans la formule (17.42) en fonction de la vitesse angulaire donnée 
Omoy et du coefficient d'irrégularité du mouvement 6, car 


Ô 
Omax — Omoy (1 +5) 
ou 
Onax Æ Winoy (1 + Ô). 


$ 80. Calcul du moment d'inertie du volant 
pour le moment moteur dépendant de la vitesse 


1°. Nous venons d'étudier le problème de calcul du moment d'iner- 
tie du volant pour les moments réduits dépendant de l’angle de rota- 
tion de l'élément de réduction. Dans ce paragraphe nous allons 
chercher les masses volantes dans le cas où le moment réduit M, 
des masses motrices est fonction de la vitesse angulaire w de l'élé- 
ment de réduction et le moment réduit M,4 des forces résistantes 
est fonction de l'angle de rotation @ ou du temps t. 
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Fig. 17.12. Pour le calcul du volant, le moment moteur dépendant de la vitesse: 

a) diagramme du moment résistant en fonction de l'angle de rotation de l'élé- 

ment de réduction ou du temps; b) diagramme du moment moteur en fonction 
de la vitesse angulaire. 


Soient donnés les diagrammes (fig. 17.12) des moments réduits 
des forces motrices M, — M (w) et des forces résistantes M, — 
—= M; (œ); on demande de déterminer le moment d'inertie Jo 
de la roue volante pour la valeur donnée 6 du coefficient d'irrégu- 
larité du mouvement. Ce problème ne peut être résolu que d'une 
façon approchée, en admettant que le terme variable de l'égalité 
(17.18), à savoir le Ju, soit égal à un certain moment d'inertie 
réduit moyen J'&. moy rapporté à un plan. Alors le moment d'inertie 
réduit total J sera égal à la somme du moment d'inertie J,,, du 
volant. du moment d'inertie réduit J, de l'élément de réduction et 
des autres éléments du mécanisme dont la vitesse se trouve en rap- 
port constant avec celle de l'élément de réduction, et du moment 
moyen J'é. mny, en Sorte que 


J = J ot + Jo+ Ja. moy» (17.43) 

On trouve par intégration graphique l'aire sous la courbe de 
Mrs = Mes (p) (fig. 17.12, a) et l’on calcule la valeur moyenne du 
moment résistant M4. moy- Admettant, avec une certaine approxi- 


mation, que la vitesse angulaire moyenne wm0y ait lieu quand les 
moments moteur et résistant moyens sont égaux, 


M6. moy © M. moy) 


on trace le prolongement de la droite d'action du moment moyen 
Mrés. moy jusqu'à l'intersection en a avec la courbe de M, = M, (w) 
(fig. 17.12, b)et l'on obtient le segment (ab) dont la longueur repré- 
sente à l'échelle u,01 le moment M. moy- 

Le segment (ib) mesuré suivant l'axe des abscisses fournira 
à l'échelle u, la valeur de la vitesse moyenne cherchée oo. 

Ceci fait, on calcule d'après les égalités (17.19) les vitesses angu- 
laires &@,nax 0t Omin et on les matérialise sous forme de segments (id) 
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et (ic) à la même échelle u,,. Les segments (if) et (ie) figurent à l’échel- 
le po les moments M. min €t Min. max: 

Le moment d'inertie J étant constant, l'équation du mouvement 
du mécanisme ou de la machine sera 


Mn (@)— Mes (9) =J À. (17.44) 


Comme nous avons pris les positions du mécanisme en lesquelles la 
vitesse angulaire & est @max €t @min, donc quand on a = = 0; 
l'équation (17.44) se récrira ainsi: 

Ma (@)—Mres(p)=0 où Mn(o)=Mres(g); (17.45) 


cela signifie que les moments moteur et résistant doivent devenir 
égaux quand la vitesse angulaire w de l'élément de réduction passe 
par un extrémum. 

Menons par e et f des horizontales jusqu’à l’intersection avec 
la courbe de M,4 = Mes (o) en g,h,ket L (fig. 17.12, a). Abaissons 
des perpendiculaires de g, k, k et L sur l'axe des abscisses ; les points 
d'intersections seront respectivement 7, r, m et p. Dans les posi- 
tions angulaires œ@ correspondant aux points m et p l'élément de 
réduction a sa vitesse angulaire maximale w,:+, tandis que dans 
les positions angulaires q définies par les points n et r la vitesse 
angulaire de l'élément de réduction win est minimale. 

Considérons l’angle de rotation @»A. Au point m qui correspond 
à l'angle mar la vitesse angulaire w est égale à w,:,:; au point n 
qui correspond à min la vitesse angulaire © est ©mm; donc, la 
courbe de Mm = Mm (œ) admet une inflexion sur l'intervalle ®,., 
(en pointillé sur la figure 17.12, a). 

Remplaçons la courbe de M, = M} (œ) sur l'intervalle o,,, 
par une droite approchée gk. L’aire F,,, mm° comprise entre la droite 
de Mes = Mes () et la droite gk, multipliée par les échelles nu 
et u,, représente le travail excédentaire À qui vaut 


Pmax Pmax 
Â= | M. dg— { M res d9. (17.46) 
Pmin Pmin 


Sur la figure 17.12, a toutes les aires figurant le travail excéden- 
taire sont hachurées. 

Pour déterminer le moment d'inertie J,+ du volant, on doit 
choisir l’aire la plus grande: c’est l'aire F,, (fig. 17.12, a) sur l’in- 
tervalle mn. Le travail excédentaire maximal correspondant à cette 
aire est égal à 

À = LvoilUigF mn: (17.47) 
A l'aide de la formule (17.24), on calcule le moment d'inertie du 
volant : 


Jo =r — (Jo Ja, moy). (17.48) 
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20. Dans le cas où le mo- 
ment réduit des forces résis- 
tantes M.4 dépend du temps 
lt, Miés = Mrs (t), le mode 
de calcul reste le même, à 
cette différence que les 
points m et n définissent les 
instants tfinax €t {min OÙ la 
vitesse o atteint les valeurs 
Omax Et @min (sur la figure 
17.12,a la courbe de Me (t) 
se confond avec celle de : 
Mres(®)). La formule (17.45) 
cesse alors d'être valable, car 
l'aire excédentaire Frn dé- pig. 17.13. Diagramme de variation des mo- 
finit l'impulsion du moment ments moteur et résistant en fonction de la 
U égale à vitesse angulaire. 


U = bvoiltF mn IN ms]. (17.49) 


La formule approchée de calcul du moment d'inertie J,4 du 
volant sera déduite de l'équation du mouvement mise sous la forme 
suivante : 


Mn (0) — Mes (8) = (voi + Jo) (17.50) 
ou 
[Mm(@) — Mrés(t)] dt = (Jvo1 + Jo) do (17.51) 
et ensuite 
{max Omnax 
À Ma (@)—Mrés (O1 = (Jvot Jo) | de. (17.52) 
tmin Omin 


Le premier membre de (17.52) est l'expression de U (voir la formu- 
le (17.49)). On tire alors de (17.52) 


U 
max — min —%o 9 


d'où, en remarquant que @max — Omin = Omoy Ô, On tire défini- 
tivement 


Jot = 


U 
HS reve — J,. (17.54) 

3°. Si les moments réduits des forces motrices M, et des forces 
résistantes M.4 sont fonctions de la vitesse angulaire w, le mécanis- 
me fonctionne toujours avec une certaine vitesse angulaire stable ot 
de l'élément de réduction, dont la valeur se définit par le point d'in- 
tersection des courbes de M, = M, (wo) et de Ms = Mie (©). 
En effet, supposons que la vitesse angulaire diminue jusqu’à «e 
(fig. 17.13): alors le moment M, augmente et le moment M4 di- 


25e 387 


minue, si bien qu'il se produit un moment de rétablissement 

M mn — Mrés > 0, 
et l'élément de réduction reprend sa vitesse angulaire stable w,+. 
Si la vitesse angulaire © augmente jusqu'à oa (fig. 17.13), il se 
produit le moment 

Mn — Mrés 0, 
et la vitesse de l'élément de réduction devient de nouveau égale à 
sa valeur stable w.t. 

4°, La méthode de recherche du moment d'inertie du volant 

décrite dans ce paragraphe est une méthode approchée. Pour amé- 
liorer la précision de la valeur du moment d'inertie du volant obte- 
nue par la méthode approchée, on trace (par un des procédés énoncé 
au $ 73) la courbe de la vitesse angulaire © sur l'intervalle ®,, 
(fig. 17.12,a) et l'on regarde si les valeurs obtenues de wo, et 
Omin S'écartent beaucoup des valeurs données. Si l’écart est sensible, 
on augmente ou on diminue la valeur approchée obtenue du moment 
d'inertie du volant, améliorant ainsi la précision de la solution du 
problème. 


CHAPITRE XVIII 


INTRODUCTION À LA THÉORIE 
DE LA REGULATION 


$ 81. Position générale du problème 


49. Comme nous l’avons indiqué au $ 74, 2°, lors des mouvements 
permanent et non ;permanent, en présence de variations périodiques 
des vitesses de l’arbre menant de la machine (de l'élément de réduc- 
tion du mécanisme), il est nécessaire de joindre l'élément de réduc- 
tion de l’objet de la régulation à un organe spécial appelé régulateur 
de vitesse. Ce régulateur sert à assurer un changement stationnaire de 
la vitesse et du régime de mouvement de l'élément de réduction de 
l'objet, ce qui s'obtient par égalisation de la différence entre les 
forces motrices et les forces résistantes. Si pour une raison quelcon- 
que la résistance utile diminue et l’objet de la régulation commence 
à accélérer, le régulateur diminue automatiquement le débit de 
forces motrices. Réciproquement, si sous l'action des forces résistan- 
tes augmentées l’objet ralentit, le régulateur fait croître les forces 
motrices. Ainsi, aussitôt que l'équilibre entre les forces motrices 
et les forces résistantes est compromis, le régulateur remet en équi- 
libre ces forces et assure le fonctionnement de l’objet avec des vitesses 
égales ou sensiblement voisines des vitesses anciennes. 

Les constructions des régulateurs et les schémas de la régula- 
tion sont très variés. En pratique, on emploie par exemple les ré- 
gulateurs centrifuges, plans ou tridimensionnels, qui exploitent la 
force d'inertie centrifuge, les régulateurs à inertie, qui mettent à pro- 
fit les forces d'inertie tangentielles, les régulateurs électriques, etc. 
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Fig. 18.1. Schéma de principe Fig. 18.2. Schéma de régulation directe d'un 


du système de régulation: 1— groupe de machines: 7 — moteur; 2 — ma- 
objet à régler; 2 — source de chine de travail ;"8—régulateur; 4 — vanne 
perturbations ; 3 — élément sen- de la conduite de vapeur. 


Sible; 4 — organe régulateur. 


2°. Les constructions des mécanismes des régulateurs et les 
schémas de la régulation étant différents, la régulation automatique 
est réalisée dans la plupart des cas en circuit fermé. Le schéma de 
principe de la régulation en circuit fermé est représenté par la 
fig. 18.1. 

L'objet de régulation 1 est sollicité extérieurement par une source 
de perturbation 2. Sous l'effet de cette action son paramètre à régler 
s'écarte du paramètre prescrit. Ces changements sont perçus par un 
élément sensible 3, qui transmet toute l'information nécessaire 
à l'organe régulateur 4 le quel restitue le paramètre désiré de l’objet : 
1—3—4—1I (rétroaction). 

L'objet Z agit par rétroaction sur l'élément 3 qui, à son tour, 
agit sur l'objet 1. 

La figure 18.1 représente le schéma élémentaire du système de 
régulation automatique. De façon générale, le système de régula- 
tion automatique comporte quelques organes supplémentaires visant 
à assurer sa fiabilité. 

Dans un groupe de machines c'est le moteur qui constitue le 
plus souvent l’objet à régler, tandis que la machine de travail mise 
en marche par le moteur constitue la source de perturbation. L'’élé- 
ment sensible peut être mécanique, le plus souvent un régulateur 
centrifuge, ou électrique, du type d'un générateur tachymétrique 
qui représente un générateur de courant éléctrique produisant une 
tension proportionnelle à la vitesse angulaire. Cette tension peut 
être utilisée pour agir sur l’organe régulateur. Les organes régula- 
teurs peuvent être différents suivant la fonction technologique que 
la machine a à remplir. 

3°. Considérons quelques schémas de régulation automatique 
de la vitesse angulaire de l’élément de réduction d’un groupe de 
machines. La figure 18.2 montre un groupe de machines qui se 
compose d’une machine de travail 2 et d’un moteur thermique 1. 
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L'élément sensible est un régulateur centrifuge 3 constitué par deux 
boules lourdes (masselottes) Æ fixées sur les éléments AC et BD. 
Ces éléments forment des couples de rotation C et D avec les élé- 
ments CE et DF qui, à leur tour, forment des couples de rotation E 
et F avec-le manchon W qui glisse librement le long d’un guide 
z — z. Les éléments AC et BD sont reliés par un ressort L, qui tend 
à rapprocher les boules. Le régulateur est mis en mouvement par 
l'élément de réduction de la machine à l’aide d’un organe intermédiai- 
re, en l'occurrence par une paire d’engrenages coniques À et G. 
Quand l'élément de réduction du moteur tourne à une vitesse angu- 
laire w,, la vitesse angulaire du régulateur devient égale à 


1 
le 


où é; reg eSt le rapport de transmission de l'élément de réduction au 
régulateur. 

Le manchon W occupe des positions différentes en fonction de la 
vitesse angulaire &, de l'élément de réduction. Le manchon W est 
solidaire d'un mécanisme à levier qui augmente ou diminue le débit 
de l'énergie motrice (de la vapeur ou du gaz, par exemple) dans le 
moteur. Ce mécanisme se compose d’éléments OR et RT et d'une 
vanne 4. Le doigt M de l’élément OR glisse dans les guides du man- 
chon NW. 

Supposons que, par suite de la diminution des forces de résistan- 
ces utiles dans la machine de travail 2, la vitesse angulaire ©, du 
régulateur ait augmenté. Les boules X s’écartent alors sous l’action 
des forces centrifuges de l’axe de rotation z — z, en faisant monter 
le manchon W. L'élément RAT agit sur la vanne 4 qui, en descendant, 
diminue la section du canal alimentant le moteur 7 en vapeur, gaz, 
etc. Il en résulte que les forces motrices diminuent, la vitesse angulai- 
re &re, diminue aussi, le manchon V descend, et la vanne 4 monte 
en augmentant la section du canal. L'énergie motrice devenant plus 
grande, le processus reprend, etc. Ainsi, le fonctionnement du régula- 
teur représente un processus oscillatoire ; le régulateur réagit automa- 
tiquement au changement de la vitesse angulaire de l'élément de 
réduction du moteur, assurant l’amenée de l'énergie nécessaire pour 
déplacer l'organe régulateur. 

Notons que le procédé de réglage décrit présente un inconvé- 
nient qui consiste en ce que la vitesse angulaire, après la suppression 
de la charge, dépasse légèrement la vitesse angulaire qui a eu lieu 
avant la charge. Bien que le mouvement du groupe de machines 
redevienne permanent, les vitesses en sont un peu plus grandes 
qu’au début du processus de réglage. Pour obvier à cet inconvénient, 
on a recours en technique à des schémas de régulation plus compli- 
qués. 

Le système de régulation décrit est appelé système de régulation 
directe, parce que le régulateur y est directement lié au mécanisme 
commandant l’amenée de l'énergie motrice. 
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4°, Dansle cas considérée 
le déplacement de la vanne 
4 est effectué par les forces 
centrifuges des masselottes 
du régulateur. Dans certains 
cas ces forces s'avèrent in- 
suffisantes pour déplacer la 
vanne, si bien qu'on est ob- 


ligé de doter le schéma d’une di 
source d'énergie supplémen- [7 
taire appelée servo-moteur. FX 

7 
De tels systèmes sont dits _. 
systèmes de régulation indi- Far a 
recte. Le schéma de ce systè- 7.8 \r7 
me est représenté par la fi- 
gure 18.3. Ce système possè- 
de les mêmes éléments es- 
sentiels que le système dela 
figure 18.1, mais l'organe de 
réglage 4 (la vanne) y est | 
déplacé par des servo-mo- Ls 
teurs hydrauliques. Suppo- SE 
sons par exemple que la vi- Nr 


tesse angulaire de l'élément 
de réduction du groupe de Fig. 18.3. Schéma de régulation indirecte d'un 
machines &, ait augmenté. groupe de machines: 7 — moteur; 2 — ma- 
Le manchon N monte alors chine de travail; 3— élément sensible; 
de. : 4 — vanne; 5 — tiroir; 6, 7, 8, 9, 10, 11— 
et, par l'intermédiaire d'un conduites d'huile; 12 — vérin de servo-mo- 
système de leviers, soulève teur; 13 — piston de servo-moteur: 14 — 
le tiroir 5. Par les tubes 7 élément supplémentaire: 15 — levier: 16 — 
et 8, le cylindre 6 du tiroir tige du piston 15. 
reçoit de l'huile injectée 
sous une pression constante. En régime d'équilibre, les condui- 
tes d'huile Z0 et 11 sont coupées par le tiroir 5. Quand le tiroir 
5 est en haut, l'huile pénètre par les conduites 8 et 6 dans la 
partie inférieure du cylindre 22 du servo-moteur, le piston 23 monte 
et, par l'intermédiaire d’un système de leviers, abaisse la vanne 4 
qui diminue l’amenée de l'énergie motrice V,. Quand le piston 73 
monte, l'huile se trouvant dans la partie supérieure du cylindre 72 
est refoulée dans le récupérateur d'huile par les conduites Z0 et 9. 
Une fois la vanne 4 arrivée en bas, la vitesse angulaire w, diminue, 
le manchon N descend, le tiroir 5 coupe les conduites 6 et Z0 et ferme 
l'accès de l'huile dans le cylindre Z2 du servo-moteur. Après le 
retour du tiroir à à sa position initiale, le processus de régulation 
prend fin. Le système examiné garantit le maintien de la vitesse 
angulaire constante de l’élément de réduction et s'appelle système de 
régulation astatique. 
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Pour assurer le débrayage fidèle du ser- 
vo-moteur par le régulateur, on dote le sys- 
tème d’un élément auxiliaire Z4 qui forme 
des couples cinématiques de rotation © et 
A avec l'élément 5 et la tige Z6 du piston 
13 ; l'élément 125 constitue un couple de rota- 
tion M avec le manchon W; le point Use 
désolidarise du bâti. L'élément Z4 et la tige 
16 sont montrés sur la figure 18.3 en trait 
pointillé. Les éléments 74, 15 et 16 forment 
une rétroaction rigide. C’est: pourquoi ce 
système a reçu l'appellation de système de 
régulation indirecte à rétroaction rigide. L'in- 
convénient de ce système consiste dans le 
fait qu'à la fin du réglage le manchon ne re- 
prend pas exactement sa position antérieure, 
si bien que la vitesse angulaire de l'élément 
de réduction sera différente de l'’initiale. 
Fig. 18.4. Pourle système 2°. Pour éviter les à-coups pendant la 
de régulation indirecte: régulation dans les systèmes à rétroaction, 
12 — vérin de servo-mo- on intercale entre la tige Z6 et l’élément 74 
teur; 73 — piston de ser- (fig. 18.4) un frein à huile composé d’un cy- 
vo-moteur ; 24 — élément ]indre 77 solidaire de la tige 16 et d'un pis- 
supplémentaire; 15 — nn : 
levier; 126 — tige de pis ton Z8 formant un couple cinématique de 
ton; 7Z7—dash-pot: Z8— rotation avec l'élément 74. Le piston 18 est 
piston de dash-pot; 19— percé de trous par lesquels l'huile passe de la 

ressort. partie supérieure à la partie inférieure et 
inversement. L'expérience démontre que la 
résistance au passage de l'huile est proportionnelle à la vitesse de 
déplacement du piston Z8 dans le cylindre 77. Un tel système est 
appelé système de régulation isodrome, et le frein à huile composé du 
piston Z8 et du cylindre 77 est appelé dash-pot. Le système isodrome 
est astatique; il maintient constante la vitesse angulaire établie 
de l’élément de réduction. Un ressort spécial 29, muni de dispo- 
sitifs de réglage de sa tension, assure la mise en régime voulu du 
système. 


$ 82. La cinétostatique du régulateur 
centrifuge 


1°. Cherchons la relation entre la vitesse angulaire du régula- 
teur 4 et la hauteur de montée z du manchon W du régulateur 
(fig. 18.5,a). Admettons que cette vitesse soit constante pour l'instant. 

Si, sous l'action de toutes les forces extérieures, y compris les 
forces d'inertie, le régulateur est en équilibre. la somme de toutes 
ces forces doit être égale à zéro: 


> P=0. 
1 
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Fig. 18.5. Pour l'étude cinétostatique du régulateur centrifuge : a) schéma du 
régulateur: b) épure de vitesses tournée. 


Désignons par P, et —P, les forces d’inertie des masselottes F 
et Æ. Les forces d'inertie des éléments peuvent être négligées, car 
leurs masses sont faibles devant celles des masselottes. Les forces 
de frottement dans les couples cinématiques seront également négli- 
gées. La vitesse angulaire w,4, étant constante, les forces d'inertie du 
manchon se font équilibre. Outre les forces d'inertie, le régulateur 
est sollicité par la gravité G, des masselottes, la gravité G, du man- 
chon et les forces du ressort P et —P (le ressort n'est pas montré 
sur la fig. 18.5). 

Cherchons la force P,, réduite au manchon et due à la gravité 
et aux résistances du ressort. Pour cela, dessinons l’épure de vitesses 
tournée du mécanisme du régulateur dans son mouvement par rap- 
port à l’axe de rotation, c'est-à-dire dans le plan de la figure 18.5, b, 
puis faisons agir en des points correspondants les forces P, —P, G;, 
et Get la force équilibrante P49, appliquée au manchon W et paral- 
lèle à l'axe z (fig. 18.5, a) et, enfin, mettons en équation les moments 
de toutes les forces par rapport au pôle p de l'épure des vitesses 


(voir $ 68). On a 
— Gi (pn)— G: (pf) sin & — G: (pe) sina— 
— P(pl)cosæ— P(ph)cosa+ Peq 1 (pr) =0. (18.1) 
Puisque (pf) = (pe) et que (pl) = (ph), la force équilibrante Pen 
est égale à 


Pen 1 = Ga +264 (HE) sin a+2P (2) cos a. (18.2) 


Les segments (pf), (pr) et (ph) figurent à l'échelle u, les vitesses 
Ur, UN et va des points F, N et H: 


fur = po (pi), vx = u (pr) et vx = u (ph). 
39% 


La formule (18.2) peut donc être récrite ainsi: 
Péa 1 = Gi +265 sin a+ 2P E cos œ. 
Le module de la force réduite P,, est égal à 
Pr1 = Peag : = G1 + 262 sin @ + 2P HE cos œ, (18.3) 


et sa direction est inverse de Peu; dans notre cas elle est dirigée 
en bas le long de l'axe vertical. D'une manière analogue on définit 
la force réduite P,, des forces d'inertie P, et —P;: 


Pi(pf)cosa+ Pi(pe)cosæ—Psa2(pr)=0, (18.4) 


où Pgo est la force équilibran*.… 
De (18.4) on déduit 
pf 


Péq2 = 2P; (2) cosæ ou Péx2=2P, cos a, 


où Ur —= LU, (pf) et vx = u, (pn). On en tire le module de la force 
réduite P,.: 


Ps = Péa 2 = 2P, = cos &. (18.5) 
Cette force est de sens opposé à Peq2, c'est-à-dire qu'elle est dirigée 
vers le haut. 

Comme la force P, a l'intensité égale à 


2 
P,= mot, 


où x est la distance variable des centres de gravité des masselottes 
à l’axe du régulateur et m la masse des masselottes (fig. 18.5, a), 
la formule (18.5) peut être récrite ainsi: 


P,2 = 2m et COS Ge (18.6) 


Le régulateur est en équilibre si la somme des forces P,, et P,: 
réduites au manchon est égale à zéro: 


P,1,+ Pn — (. (18.7) 


La force réduite P,, dans l'égalité (18.7) est appelée force susten- 
tatrice du régulateur. En effet, si le régulateur ne tourne pas, pour 
soulever son manchon, il faut y appliquer une force égale à P,; 
mais de sens opposé. De l’égalité (18.3) il découle que la force susten- 
tatrice du régulateur est fonction de la coordonnée z du manchon NW 
et qu'elle est équilibrée en toute position par la force réduite P,, 
due aux forces d'inertie des masselottes, qui, elles aussi, dépendent 
de la position z du manchon W: 


Pr = Pr (2) et Pre = Pro (2). 


La force P,, est appelée force centrifuge réduite au manchon du 
régulateur. 
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Portant dans l'égalité (18.7) les valeurs (18.3) et (18.6) de P,; 
et de P,., on obtient: 


Up - Ur UF 
Gi + 2G: sin & + 2P 74 208 a — 2MmOieg T cosa = «< (18.8) 
Introduisons les notations suivantes : 
A = 2mxcos a 7 (18.9) 
| UN 
et 
>. UF . Ur 

B=G+2G— sin &œ + 2P Tu COS &. (18.10) 

Alors l'équation (18.8) prend la forme: 
Aer — B =0. (18.11) 


L'équation (18.11) traduit l’équilibre du régulateur dans le cas 
où les forces de frottement sont nulles. 

Les relations (18.9) et (18.10) montrent que les quantités À et B 
sont fonctions de la position de l’un des éléments du mécanisme 
du régulateur. Considérant À et B comme fonctions de la position z 
du manchon du régulateur et posant À = À (z)et B = B (z), l’équa- 
tion (18.11) s'écrit 


À (2) @feg —B (2) =0. (18.12) 
Il en découle 
B 
ohe = Fe (48.13) 


Ainsi, à toute position d'équilibre du manchon W, définie par 
la coordonnée z, correspond une vitesse angulaire déterminée @,49, 
appelée vitesse angulaire d'équilibre du régulateur. 

20. A l’aide des formules (18.9), (18.10), (18.13) et de l’épure 
de vitesses, on construit la courbe de l’espace z parcouru par le 
manchon {V en fonction du carré de la vitesse angulaire d'équilibre 
Ofez (fig. 18.6), c'est-à-dire z = z (w%7). Cette courbe, dite dia- 
gramme du régulateur, a généralement l'allure montrée sur la figu- 
re 18.6. Se servant de cette courbe, 
on peut toujours déterminer la coor- 
donnée z: du manchon pour toute vi- 
tesse angulaire w,5, donnée. Par exem- 
ple, à la vitesse angulaire &,4, ; Corres- 
pond le point i de la courbe z=z (of) 
et, par conséquent, la position z, du 
manchon N. 

D'après la courbe d'équilibre du | 
régulateur tracée pour un intervalle Fig. 18.6. Se de st 
correspondant à la course complète À HAce PAPCOUTU par ce Arçgoon 


de régulateur en fonction du 
du manchon du régulateur, on peut PS dr pe sa vitesse angulaire. 
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déterminer les vitesses angulaires minimale et 
maximale in et max que le manchon pos- 
sède en venant à ses positions extrêmes. 

La quantité 


ô — mer -= RE (48.14) 
où 
Onoy = “22 ÈmE, (48.15) 


est appelée taux d'irrégularité du régulateur. 
Fig. 18.7. Réduction De (18.14) et (18.15) il découle que 6 est 


des forces sollicitant égal à 


le régulateur au centre ° 


— ° 
de la masselotte. Ô— ne (18.16) 


30. Parfois il est plus commode de réduire les forces agissant 
sur le régulateur non pas au manchon mais au centre F de la masse- 
lotte (fig. 18.7), en les dirigeant suivant la ligne d'action de la force 
d'inertie centrifuge P.. 

Le régulateur est en équilibre quand la somme des forces P;; 
et P;, réduites au point F est égale à zéro: 


P;1+ Pr: — 0, (18.17) 


où P,;, est la force réduite due aux poids G, et G. des masselottes 
et du manchon N et aux forces P et —P du ressort ; P;. est la force 
réduite due aux forces d'inertie P, et —P,. Le module de P;, peut 
être déterminé en multipliant tous les termes de l'égalité (18.3) 
par le rapport della vitesse v, du manchon N à la projection de la 


vitesse v- du point F sur l'horizontale, c'est-à-dire par = - 
VFCOoSsa 
Il vient 
Pau =: EP + 26, lg a+ 2P%U. (18.18) 


Ur COS Œ 
Le module de la force P;, se calcule en lu lent le second 
membre de (18.6) par le même rapport. On obtient 
Pre = 20 eet. (18.19) 


La force P;, est de sens opposé à P;,. En substituant dans (18.17) 
les valeurs (18.18) et (18.19) de P;, et P,., on obtient l'équation de 
l'équilibre du régulateur sous la forme 


G 
ee +20 Lg a+ 2P ÆE — 2muiez — 0. (18.20) 
En introduisant: les notations 
= 2]mz (18.21) 
et 
CN 96, 1ga+2P # 2 (18.22) 
7 vrCosa 2\8a+ ? nu 


396 


récrivons (18.20) ainsi: £ 
Dofeg—C—=0. (18.23) 


L'équation (18.23), elle aussi, 
traduit l'équilibre du régulateur 
pour le cas où les forces de frot- 
tement sont nulles. Les quanti- 
tés D et C sont fonctions de la [4 
distance x des centres de gravité 


LL 


des boules à l’axe de rotation 


Types 


du régulateur, c'est-à-dire Fig. 18.8. Caractéristique du régu- 
D =D(x, C=C\(x). rANeUre 
De (18.23) il découle : 
ee — TES (18.24) 


La courbe de la fonction C = C (x) ou, ce qui revient au même, 
de P,;, = P,;, (x), est appelée courbe caractéristique du régulateur. 
La figure 18.8 montre une des allures possibles de la courbe C — 
= C'(x). 


$ 83. Stabilité du régulateur 


1°. Les courbes caractéristiques du régulateur aident à détermi- 
ner nombre de ses propriétés importantes. 

En regardant la courbe d'équilibre du régulateur (fig. 18.6), 
on remarque que pour z = 0 la valeur de la vitesse angulaire d’équi- 
libre est minimale (@min), et pour z = k, où h est la course complète 
du manchon, cette valeur est maximale (@ma,). Conformément 
à (18.16), le taux d'irrégularité du régulateur est : 


o &° 


js me me, (18.25) 


De cette façon, Ô dépend des vitesses limites du régulateur. 
De (18.19) il ressort que la 
force P;. est égale en intensité 
à la somme des forces d'inertie 
centrifuges des masselottes : 


9 
= 


P,» — 2mw°, 


LT 

Si la vitesse w,4 est constan- 
te, l'intensité de la force P;, est 
proportionnelle à la distance x, et 
sa variation en fonction de cette 
distance s'exprime par une droi- 


‘Pig. 18.9. Pour l'étude de la stabili- te Om (fig. 18.9) passant par l'ori- 
té. du régulateur. gine des coordonnées et faisant 
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avec l'axe Ox un angle f dont la tangente est égale à 


_. 2  Mx 
tgf = more, TiPÉ 
où re et u. sont les échelles de construction de la courbe (fig. 18.9). 
La droite Om est appelée ligne de la force centrifuge. 

20. Passons à l'examen, à la même échelle, de la courbe caracté- 
ristique du régulateur, c'est-à-dire de la fonction P;, = P;;, (x) 
(fig. 18.9, courbe b — b). Le point d’intersection c de la droite Om 
avec la courbe caractéristique b — b du régulateur définit la posi- 
tion z, du centre de la masselotte en laquelle le régulateur est en 
équilibre, la vitesse angulaire w,4 étant constante, car dans cette 
position les forces P;, et P;, sont égales mais de sens opposés. Sup- 
posons que l'équilibre du régulateur soit compromis, par exemple 
à cause de l’abaissement du manchon; les centres des masselottes se 
rapprochent et se trouvent à une distance zx, << x, de l’axe de rota- 
tion du régulateur. Si l’on abandonne ensuite le régulateur à lui- 
même, il se trouvera exposé à l’action de la force centrifuge P;, 
dont l’intensité est déterminée par l’ordonnée d'c’, plus grande que 
l'ordonnée d’b”, définissant la force P;,. Sous l'effet des forces centri- 
fuges excessives, les masselottes s’écartent jusqu'à ce que soit ré- 
tabli l'équilibre correspondant au point c. 

Si, au contraire, on soulève le manchon NW, les masselottes s’écar- 
tent et leurs centres occupent une position nouvelle, déterminée 
par la distance x, > z,. Si l’on abandonne le régulateur à lui-même, 
il subit l’action de la force P;., dont l'intensité se définit par l’or- 
donnée d”b”, plus grande que l’ordonnée d”c”, correspondant à l’in- 
tensité de la force centrifuge P;.; par conséquent, les masselottes 
se rapprochent jusqu'à regagner leur position d'équilibre corres- 
pondant au point c. 

Donc, si la courbe caractéristique du régulateur passe au-dessous 
de la ligne de la force centrifuge avant d’atteindre le point d’inter- 
section c et se trouve au-dessus de cette ligne après avoir franchi 
ce point, l’équilibre du régulateur est stable. Puisque le régulateur 
doit fonctionner dans les limites déterminées par son taux d'’irré- 
gularité ôÔ égal à 


= max — min 
Omoy À 
le critère de stabilité du régulateur formulé ci-dessus doit avoir lieu 
pour toutes les lignes des forces centrifuges situées entre leurs deux 
positions limites déterminées par les égalités: 
Pr2 max = 202,7, 


2 TZ 


Pr2 min — 2mo° ’ 


OÙ @max €t @nin Sont les valeurs maximale et minimale de la vitesse 
angulaire du régulateur, considérées comme constantes. 
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Fig. 18.10. Caractéristique du ré- Fig. 18.11. Caractéristique du ré- 
gulateur statique. gulateur non statique. 


Sur la figure 18.10 sont tracées la courbe caractéristique b — b 
du régulateur et les lignes OL et Of des forces centrifuges P;: na, et 
P;: min- Pour toutes les lignes des forces centrifuges situées entre OZ 
et Of, le régulateur à la caractéristique b — b est stable, les états 
d'équilibre se trouvant dans l'intervalle zijn — Zmax.e Les régula- 
teurs pour lesquels ces conditions sont remplies, sont appelés régula- 
leurs statiques. 

La figure 18.11 donne la courbe caractéristique b — b pour 
laquelle les conditions de stabilité ne se réalisent pas dans tout l'in- 
tervalle Zmin — Tmax- De tels régulateurs sont appelés régulateurs 
non statiques. 

Si à toute valeur de x correspond une même vitesse d'équilibre 
et si la courbe d'équilibre a l’aspect d'une droite parallele à l'axe 
des ordonnées, on à @inax = @min €t Ô = 0. Dans ce cas limite la 
courbe caractéristique coïncide avec la ligne de la force centrifuge, 
et le régulateur est en équilibre dynamique en toute position. C'est 
un régulateur astatique. De façon théorique, il peut maintenir une 
vitesse angulaire constante quelle que soit la position du manchon. 
Les régulateurs astatiques ne sont cependant pas dynamiquement 
stables ; on s’en sert seulement après les avoir complétés de disposi- 
tifs auxiliaires spéciaux. 


$ 84. Insensibilité du régulateur 


1°. Dans les paragraphes précédents, en examinant l'état d’équi- 
libre du régulateur, nous n’avons pas tenu compte de l’effet des 
forces de frottement. La force de frottement totale F réduite au 
manchon est toujours de sens opposé au mouvement de ce dernier. 
Donc, lors de la montée du manchon la force F est dirigée en bas, 
et lors de la descente du manchon, elle est dirigée en haut. Au mo- 
ment initial de la montée du manchon, compte tenu de (18.11), 
il y a alors lieu la condition suivante 


A (we) —B—F—0, (18.26) 
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où or est laçvitesse angulaire limite 
d'équilibre *u cours de la -montée. 

De même, au moment initial de la 
descente du manchon on a: 


As) —B+F—0, (18.27) 


où &4 est laivitesse angulaire limite 
d'équilibre au, cours de la descente. 
De (t8.26) et (18.27) il découle que 
ig. 18.12. Diagramm acté- ” 2 BHF, 4. B—F 
Li cnelh té di rie (@reg)? = À et-. (@ré)* = À ° 
teur. Conformément à (18.13), la vitesse 
angulaire d’équilibre du régulateur en 

l'absence de’frottement est égale à wie — B/4. On a donc 


Orég < Orég Orége (18 .28) 


Ainsi, pour toute valeur de la vitesse angulaire et, partant, 
pour toute position du manchon du régulateur il existe un intervalle 
de variation de la vitesse angulaire à l’intérieur duquel la position 
du manchon demeure inchangée. 

20, La propriété étudiée du régulateur peut se représenter graphi- 
quement de la manière suivante. Traçons deux courbes d'équilibre 
pour les valeurs @4, @reg et @ieg (fig. 18.12). Le domaine compris 
entre les courbes z = z (w;%) et z = z (wÿ4) est appelé zone d'in- 
sensibilité du régulateur. Dans cette zone le manchon du régulateur 
reste immobile malgré les variations de la vitesse angulaire dans 
les limites déterminées par l'inégalité (18.28). 

L'insensibilité du régulateur a pour mesure le coefficient d'in- 
sensibilité e égal à 


ge re (18.29) 
D6g 


ee Orég + Orér 
Orég © — X — . 


D'une manière approximative, le coefficient d’insensibilité e 
peut s'écrire 


(18.30) 


(en) — (One) 


ZE (18.31) 


Portant dans la formule (18.31) les valeurs de (w;44)? et de (w:e)?, 
on obtient 


Ph 
Fu 


F 
. (18.32) 


Le coefficient d'insensibilité e est donc directement proportionnel 
‘à la force de frottement F. De (18.29) et (18.30) il découle que 


Org —= Orég ( 1 ++ | ; Orég — WOrég ( 1— 5) . (18.33) 


E— 
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On peut poser approximativement 


(@rég)max = Omax (1 ++) ,  (@rég)imin = @min (1 —; ) (18.34) 
et, par suite, 
Orég À Omoye 
Le taux d'irrégularité réel 6. du régulateur peut alors avoir 
pour expression : 
v! 


_ Onax — Omin 
6, =, (18.35) 


Portant dans l'égalité (18.35) les valeurs de @inax et de @iim 
tirées des formules 18.34, on obtient 


ans (+7) oau (1-7) one om 4e 54e. (18:96) 


Omoy Omoy 


Ôr — 


De cette façon, le taux d’irrégularité réel 6, est approximative- 
ment égal à la somme du taux d’irrégularité 6, obtenu sous la condi- 
tion d'absence de frottement, et du coefficient d’insensibilité &. 
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TROISIÈME PARTIE 
SYNTHÈSE DES MÉCANISMES 


CINQUIÈME SECTION 


ÉTABLISSEMENT DE PROJETS DES MÉCANISMES 
PLANS ET TRIDIMENSIONNELS STANDARDISÉS 


CHAPITRE XIX 


NOTIONS ET DÉFINITIONS FONDAMENTALES. 
SYNTHESE DES MECANISMES CENTROIDAUX 


$ 85. Problèmes d'établissement de projets 
des mécanismes 


1°. L'établissement du projet d’un mécanisme est un problème 
complexe, qui se réalise en plusieurs étapes consécutives. En pre- 
mier lieu, on cherche à établir le schéma cinématique du mécanisme, 
susceptible de produire un mouvement requis obéissant à une loi 
donnée. On passe ensuite à l'étude des formes constructives du 
mécanisme ayant pour but d'assurer la robustesse suffisante et la 
bonne longévité du mécanisme, son rendement élevé, etc. La troisiè- 
me étape consiste à établir les caractéristiques technologiques et 
technico-économiques du mécanisme en question définies par les 
particularités de son service, de sa réparation, etc. 

En théorie des mécanismes, on s'intéresse surtout aux méthodes 
employées au cours de la première étape d'établissement du projet, 
élaboration des schémas cinématiques pouvant assurer la loi de 
mouvement demandée. Bien sûr, on ne laisse pas de côté, pour 
autant, certaines questions liées à la deuxième et à la troisième 
étapes indiquées ci-dessus; à ce titre, on cherche à savoir si le mé- 
canisme a un bon rendement, si la fabrication de ses éléments est 
possible sur les machines-outils modernes, si le montage du mécanis- 
me est réalisable, dans les conditions de production existantes, et 
ainsi de suite. 

Dans les chapitres qui suivront, nous entendrons par établisse- 
ment de projets (ou étude) des mécanismes l’élaboration de leurs 
schémas cinématiques compte tenu de certaines conditions supplé- 
mentaires mentionnées ci-dessus. La partie de la théorie des mécanis- 
mes consacrée aux méthodes d'établissement de projets des schémas 
des mécanismes à partir des conditions cinématiques imposées s’ap- 
pelle la synthèse des mécanismes. 
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La synthèse du schéma cinématique d'un mécanisme consiste 
à déterminer certains paramètres fixes de celui-ci de façon à satis- 
faire aux conditions structurales, cinématiques et dynamiques don- 
nées; un certain nombre de ces paramètres peut être donné, tandis 
que d’autres seront à déterminer. 

Dans le cas général, les problèmes de synthèse des mécanismes 
sont multiparamétriques, vu que lé nombre de paramètres d’un méca- 
nisme n’est jamais défini de façon unique. Nous avons déjà signalé 
que les conditions auxquelles le mécanisme doit satisfaire sont 
parfois contradictoires ; il est évident que lors de l’établissement du 
projet d'un mécanisme on doit tâcher de trouver une solution opti- 
male du problème. 

‘On connaît actuellement plus d'un procédé de résolution des 
problèmes de ce genre; il existe même une méthode spéciale dite 
méthode d'optimisation multiparamétrique. Dans le cadre de cette 
méthode, on considère généralement une des conditions comme étant 
essentielle, et les autres comme auxiliaires. Par exemple, lorsqu’on 
étudie le mécanisme du quadrilatère articulé, on peut choisir comme 
condition essentielle celle du mouvement de l'élément mené, ou 
bien celle de la valeur minimale de la pression dynamique exercée 
sur le bâti, et ainsi de suite. A titre de conditions auxiliaires, on peut 
adopter celles des dimensions désirées du mécanisme, sa rotation 
facile, etc. 

Dans la plupart des cas, la condition essentielle est exprimée 
sous la forme d’une fonction, dont l’extrémum coïncide avec la 
valeur nécessaire des paramètres du mécanisme en question. C'est 
la fonction objective. On verra plus loin, en étudiant les problèmes 
de synthèse approchée des mécanismes à engrenages, à cames et 
à leviers, quelques exemples de fonctions objectives différentes. 
C'est ainsi que pour un mécanisme à engrenages ce pourra être le 
rapport de transmission ; pour un mécanisme à came, la loi de mou- 
vement de l’élément mené; pour un mécanisme à levier, la mesure 
d'écart de la courbe de bielle par rapport à la courbe donnée, etc. 
Les contraintes auxiliaires imposées au mécanisme étudié peuvent 
se présenter sous forme de fonctions quelconques ou bien (plus sou- 
vent) comme des inégalités algébriques. 

Ainsi, la plupart des problèmes de synthèse des mécanismes se 
réduisent à la recherche des paramètres du mécanisme propres à vé- 
rifier les conditions imposées et à minimiser la fonction objective. 
Comme on vient de le dire, c'est un problème multiparamétrique ; 
sa résolution s'opère généralement sur des ordinateurs par la méthode 
de Monte-Carlo, autrement dit en employant la recherche aléatoire, 
Ja recherche dirigée et la recherche combinée. Beaucoup de problèmes 
de synthèse des mécanismes ne peuvent être résolus que d'une façon 
approchée. En pareils cas, à côté de la méthode d'optimisation 
paramétrique, on fait un large usage des méthodes de la théorie 
d’approximation des fonctions, en particulier de la méthode de la 
meilleure approximation des fonctions proposée par Tchébychev, 
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de différentes méthodes d'’interpolation des fonctions, de la méthode 
d’approximation quadratique des fonctions, de la méthode de la 
différence pondérée proposée par N. Lévitski, et d’autres. 

Le problème essentiel de la synthèse des mécanismes consiste 
dans la reproduction du mouvement désiré d’un ou plusieurs élé- 
ments en les faisant agir directement les uns sur les autres ou avec 
interposition d'éléments intermédiaires. Dans le premier cas comme 
dans le second, le problème revient à établir le schéma cinématique 
réalisant le mouvement requis. 

2°. Lorsqu'on résout les problèmes de synthèse des mécanismes, 
on doit prendre en considération la totalité des conditions assurant 
le mouvement désiré. Parmi ces conditions, nous signalons: la 
structure correctement choisie du mécanisme envisagé; la précision 
cinématique du mouvement produit ; la possibilité de reproduire le 
mouvement désiré par le mécanisme futur du point de vue de la 
dynamique ; et enfin le choix des dimensions des éléments du méca- 
nisme telles qu'elles permettent le mouvement désiré. Dans ce 
chapitre nous allons examiner la solution générale des problèmes 
principaux de la synthèse et montrons comment il faut tenir compte 
des conditions structurales, cinématiques, dynamiques et métriques 
énumérées. 

Les principaux problèmes de synthèse des mécanismes, particu- 
lièrement importants en technique, sont les suivants: 

1) transformation du mouvement de rotation autour d'un axe 
en mouvement de rotation autour d'un autre axe; 

2) transformation du mouvement de rofation autour d'un axe en 
mouvement{de translation le long d’une droite donnée et vice versa : 

3) transformation du mouvement de translation le long d'une 
droite donnée en mouvement de translation le long d’une autre droite 
donnée ; 

4) reproduction par un des points appartenant aux éléments 
du mécanisme à levier de la trajectoire réquise ; reproduction d'an- 
gles de rotation donnés de l’élément mené; mouvement de l’élément 
mené avec des arrêts. 

Lors de la résolution des trois premiers problèmes, on définit 
généralement les lois de mouvement des éléments qui participent 
à la transmission du mouvement, ces lois étant exprimées sous la 
forme de déplacements linéaires et d’angles de rotation ou de vitesses 
linéaires et angulaires, définis en fonction du temps. 

Lorsqu'on résout le quatrième problème, la trajectoire demandée 
est donnée analytiquement (sous forme d’une équation) ou graphi- 
quement (définie point par point). On se donne aussi les angles de 
rotation nécessaires de l'élément mené en fonction de l'angle de rota- 
tion de l'élément menant, les temps d'arrêt de l'élément mené, 
etc. 

On précise en outre, comme on vient de le dire, les formes cons- 
tructives des mécanismes appelés à réaliser les mouvements désirés. 
ainsi que certaines conditions de nature dynamique influant sur le 
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rendement du mécanisme, la stabilité de son mouvement, la résis- 
tance mécanique des pièces, etc. 

D'une façon générale, la résolution de ces problèmes n'est pos- 
sible qu’à l’aide des mécanismes de structure variée, dont certains 
ne contiennent que des couples cinématiques inférieurs, tandis que 
d’autres comportent des couples inférieurs et des couples supérieurs. 

La pratique montre que le mouvement désiré est plus facile 
à produire à l’aide des mécanismes comportant des couples inférieurs 
et supérieurs qu'au moyen des mécanismes n’ayant que des couples 
inférieurs. Cela tient surtout à ce que les couples supérieurs sont 
plus variés, tandis que les couples inférieurs, que l’on rencontre par 
exemple dans les mécanismes plans, n'existent qu'en deux formes: 
couple de translation et couple de rotation. On comprend donc 
pourquoi, en technique, dans la grande majorité des cas la reproduc- 
tion exacte des formes requises de mouvement est réalisée de façon 
théorique au moyen des mécanismes comportant aussi bien des 
couples supérieurs que des couples inférieurs, tandis que les mécanis- 
mes n'ayant que des couples inférieurs assurent une reproduction 
approximative des mouvements désirés. 

Aussi le constructeur choisit-il tel ou tel schéma cinématique 
du mécanisme suivant le but à atteindre qu'il s’est fixé. 

3°. La présente section de l’ouvrage sera consacrée à la synthèse 
des mécanismes plans et à quelques exemples de synthèse des mé- 
canismes tridimensionnels. 

Comme nous l'avons déjà vu au chapitre IT, les parties des élé- 
ments des couples supérieurs des mécanismes plans peuvent être 
ou bien des centroïdes dans le mouvement relatif, ou bien des courbes 
enveloppes. Dans le premier cas il y a roulement sans glissement, 
dans le second, roulement avec glissement. Ainsi, si le mécanisme 
envisagé comporte des couples supérieurs, on doit tracer ou bien des 
centroïdes dans le mouvement relatif, ou bien des courbes envelop- 
pes. Les mécanismes dont les couples supérieurs présentent des 
profils en centroïdes sont dits mécanismes centroïdaux. Les mécanis- 
mes à courbes enveloppes sont des mécanismes à cames ou des méca- 
nismes à engrenages, selon la réalisation constructive de leurs éléments. 

Si le mécanisme ne comporte que des couples inférieurs, ce sera 
(selon le cas) un mécanisme à levier, à coulisse, à coin, à vis. etc. 
Dans ce chapitre seront étudiées quelques méthodes générales d'’éta- 
blissement des projets des mécanismes centroïdaux destinés à maté- 
rialiser des lois de mouvement données. 
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$ 86. Synthèse d’un mécanisme centroïdal 
à trois éléments 


1°. Le mécanisme le plus élémentaire capable de transformer 
Je mouvement de rotation autour d'un axe en mouvement de rota- 
tion autour d'un autre axe est un mécanisme centroïdal (fig. 19.1) 
formé de deux couples de rotation et d'un couple centroïdal. 
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PR Considérons les formes de dé- 

finition du mouvement des élé- 

J ments mobiles 2 et 3 de ce mé- 

A canisme. | 

172 > 7 Admettons que l'élément 2 

2 d S2ÆAu, est menant et l'élément 3 mené. 

cs Désignant par @: et ps respec- 

tivement les angles de rotation 

Fig. 149.14 Schéma d'un mécanisme des éléments 2 et 3 par rapport 

centroïdal. à l'élément fixe Z au moment 

actuel, on exprime les lois de 

mouvement des éléments 2 et 3 sous ‘forme générale à l’aide des 
deux égalités suivantes: 


Pa = Pat), Ps — Pa (f). (19.1) 
Eliminant entre ces égalités le temps t, on a 
Ps = Ps (P2)- (19.2) 


Nous appellerons (19.2) fonction de position, parce qu’elle définit 
la position de l'élément mené 3 en fonction de celle de l'élément 
menant 2. Dérivant l'égalité (19.2) par rapport à l’angle de rotation 
P», on obtient 


d 5 
Te = Ps (p2)- (19.3) 
Il vient ensuite |” 
ds 


où w. et w, sont les vitesses angulaires des éléments 2 et 3 par rapport 
à l'élément fixe Z ; i., est le rapport de transmission des éléments 3 
et 2. L'égalité (19.3) devient donc 


; d , 
be = US = À = pi (Pa). (19.4) 
C'est la fonction du rapport. Dans le même ordre d'idées, 
A (19.5) 


ig2 dP3 3  Pa(P2) 
sera la fonction du rapport inverse. La fonction de position (19.2) 
est une caractéristique géométrique du mécanisme, car elle ne tient 
pas compte du temps. De même, la fonction du rapport (19.4) et la 
fonction du rapport inverse (19.5) sont aussi des caractéristiques 
géométriques du mécanisme, exprimées sous forme différentielle. 
La relation générale qui existe entre elles se prête tant à l'écriture 
différentielle (19.3) qu’à l'écriture intégrale : 

Pa 


p p 
: . 4 
Ps — ( Ps (p2) de — ( ê32 Po == | L dd; (19.6) 
Po Po 


po 
où p, est l’angle qui correspond à la position initiale de l'élément 2. 
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Ainsi, dans les problèmes liés à l'établissement desÿprojets, Le 
mouvement peut être défini soit comme une fonction de position, soit 
comme une fonction du rapport, soit enfin comme une fonction du rap- 
port inverse. 

20, La relation entre les vitesses angulaires @. et @3 (fig. 19.1) 
et entre les principales dimensions des éléments du mécanisme peut 
être déduite de la relation entre les vitesses angulaires et les distan- 
ces séparant les centres instantanés de rotation. Les éléments 2 et 3 
ont pour centres instantanés de rotation les points À et B (fig. 19.1). 
tandis que le centre instantané de rotation des éléments dans leur 
mouvement relatif P, se situe sur la droite AB et se confond avec 
le point de tangence des centroïdes C. et C3. 

Le mécanisme centroïdal représenté sur la figure 19.1 doit donc 
vérifier la condition 


ë AP = 
L32 == BP,” (19.7) 

et les vitesses ©, ©: et os doivent satisfaire à la condition 
De = —O0: + O3. (19.8) 


I] suffit de communiquer à l’ensemble du mécanisme une vitesse 
angulaire de valeur égale et de signe opposé à la vitesse angulaire ©, 
de l’élément 2 pour pouvoir considérer que le mouvement de l’élé- 
ment 3 par rapport à l’élément 2 (avec la vitesse angulaire w@.) a lieu 
avec une vitesse angulaire égale à la somme des vitesses angulaires 
—@, et w©s. Etant donné que les centres instantanés de rotation À, 
B et P, s'alignent toujours sur une même droite, il vient que 


(AB) = (4P5) + (PoB). (19.9) 


3°. Tout projet de mécanisme doit assurer tout d’abord l’obten- 
tion d'un mouvement désiré de l'élément mené, étant donné un 
mouvement déterminé de l’élément menant. Le mouvement désiré 
se définit comme une fonction de position, une fonction du rap- 
port ou une fonction du rapport inverse. On se basera donc, dans le 
cas du mécanisme centroïdal à trois éléments, sur les relations fonda- 
mentales suivantes: 


Ps = Ps (Pa) (19.10) 
ou 
: AP 
ip BP, * (19.11) 


Appliquée au mécanisme centroïdal de la figure 19.1, la condi- 
tion (19.10) signifie que pour toute position donnée de l'élément 2 
on a une position parfaitement déterminée de l'élément 3. Afin de 
pouvoir reproduire le mouvement désiré de façon à satisfaire aux 
conditions (19.10) et (19.11), on doit rechercher les profils corres- 
pondants des] centroïdes C, et C: dans le mouvement relatif des 
éléments 2 et 3. 
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Fig. 19.2. Pour l'établissement du schéma cinématique du mécanisme centroïdal : 
a) schéma du mécanisme ; b) courbes représentatives des vitesses angulaires des 
éléments 2 et 3 


4°. Passons aux projets des mécanismes centroïdaux à trois 
éléments, comportant un couple centroïdal et deux couples infé- 
rieurs. Parmi les mécanismes de cette espèce on rencontre les méca- 
nismes des roues de forme non circulaire, les mécanismes des leviers 
roulants, etc. 

Les mécanismes des roues de forme non circulaire s'emploient 
en construction mécanique générale et en construction d'appareils. 
Ils sont capables de reproduire un grand nombre de fonctions du 
rapport. 

Nous allons étudier la construction des centroïdes de ces méca- 
nismes par la méthode géométrique. On vient d'indiquer ($ 86, 1°) 
que la loi du mouvement désiré des éléments menant et mené peut 
être donnée sous la forme d’une fonction de position ou d’une fonc- 
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Fig. 19.3. Courbes représentatives des angles de rotation des éléments 2 et 3 en 
fonction de celui de l'élément 2. 


tion du rapport. Supposons qu'on se donne les courbes représenta- 
tives des vitesses angulaires &., et w, des éléments menant et mené 
en fonction de l’angle de rotation @, de l'élément menant ?; soit 
donnée en outre la distance AB séparant les axes de rotation des 
éléments 2 et 3 (fig. 19.2, a). Puisque la vitesse angulaire de l’élé- 
ment menant &, — &, (p.) peut toujours être considérée comme une 
vitesse constante w: = 1, la fonction du rapport iss = io (Pa). 
donnée sur la figure 19.2, b, a l'aspect d’une courbe confondue avec 
la courbe représentative de &@3 = &©3 (@2). 

Si l’on adopte comme positions initiales des centroïdes associées 
celles dans lesquelles les angles de rotation des centroïdes évalués 
à partir de l'axe AB sont nuls, la fonction de position @3 = ®@3 (@:2) 
(fig. 19.2) peut être obtenue à partir de la condition (19.6): 


Ps — | ês2 de. (19.12) 


A cet effet, on procède à l'intégration graphique de la courbe de la 
figure 19.2, b et l’on obtient la fonction de position (fig. 19.3). 
Disposant de la fonction du rapport (fig. 19.2,b) et de la fonc- 
tion de position (fig. 19.3), on procède à la construction graphique 
des profils des centroides associées appartenant aux éléments ? et 3. 
Admettons que les vitesses angulaires &, et ©, sont de signe contrai- 
re. La position des centres instantanés de rotation (fig. 19.2, a) dans 
le mouvement relatif des éléments 2 et 3 se définira alors par la 
condition (19.7): 
. O3 AP, DES AB—BP, 
2 — BPo BPo 
Ainsi, en raison de la différence de signes des vitesses angulaires 
wo, et ws4, la distance AB doit se diviser intérieurement de façon 


(19.13) 
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à satisfaire à la condition (19.13). Les posi- 
tions des centres instantanés de rotation PI, 
PY, PM, ... (fig. 19.2, a) construites sous 


trique de points appelé bicentroïde. La bi- 
centroïide est donc le lieu géométrique dans un 
plan fixe des centres instantanés de rotation 
dans le mouvement relatif de deux éléments. 

Pour construire les profils des centroïdes, 
on cherche les points des éléments 2 et 3 qui 
se confondent successivement avec les points 
PI, P", PI,... de la bicentroïde. A cet 
effet, on prend les angles œ. et p, à partir de 
la direction AB (fig. 19.2, a). Les angles . 
de rotation de la centroïde 2 entre deux po- 
sitions voisines (fig. 19.3) sont tous égaux. 
On mène donc par le point À (fig. 19.3, a) des 
rayons A2, A3, . .. décalés d'un même an- 
gle p.. Les angles ®, de rotation de la cen- 

ie. 49.4. isme à  troïde 3 entre deux positions voisines sont 
ne à ne to variables (fig. 19.3). Lesrayons B2, B3, ... 
me non circulaire. menés par le point B seront donc décalés 
d’angles ®:, p;, ps relevés sur le graphique 
de la figure 19.3. Prenant le point À comme centre (fig. 19.2, a), on 
trace des arcs de cercles de rayons AP°, AP”,... jusqu'à l'intersection 
en?”.3”,4”, ... avec lesrayons correspondants 42, A3, 44, ... Une 
courbe régulière tracée à l’aide des points P6, 2”, 3”, ... fournira le 
profil de la centroïde C, appartenant à l'élément 2. D'une façon parfai- 
tement analogue, prenant B comme centre, on trace des arcs de cercles 
de rayons BP°, BP*, ... jusqu'à l'intersection en 2”, 3”, 4”, ... 
avec les rayons correspondants B2, B3, B4, ... Reliant par une 
courbe régulière les points P,, 2", 3", ..., on obtient le profil de la 
centroïde C; appartenant à l'élément 3. Pour pouvoir assurer la 
transmission d'un mouvement périodique et continu, les centroiïdes 
doivent avoir leurs profils de longueur égale; par conséquent, les 
angles de rotation totale ®. et ®, (fig. 19.3) des centroïdes associées 
doivent être égaux et constituer, après un cycle complet de mouve- 
ment, un angle ® = ®, = 2x. 

Les angles de rotation des centroïdes après un cycle complet de 
mouvement peuvent être différents, à condition qu'ils soient multi- 
ples d’un nombre entier. Les profils des centroïdes doivent être symé- 
triques, afin d'assurer la symétrie de la courbe de la fonction du 
rapport (fig. 19 .2, b). Il découle de ce qui précède que, dans le cas où 
le rapport moyen pour un tour des éléments menant et mené est égal 
à (igo)moy — —1, Ce qui est justement le cas de notre mécanisme 
(fig. 19.2, b), il faut qu'il y ait égalité des angles, ®, — ®.. Pour 
que cette dernière égalité ait lieu, il faut que les aires des surfaces 
limitées par les courbes de w, = w, (p.) et de &3 = ws(®p2) (fig. 19.2,b) 
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soient égales entre elles, vérifiant toujours la condition 
Os Da 
fo dp= | 492. (19.14) 
0 0 


Munies de dents, les centroïdes associées C, et C, de la figu- 
re 19.2, a seront d’une utilité pratique certaine. De pareils mécanis- 


mes s'appellent mécanismes des roues de forme non circulaire 
(fig. 19.4). 


$ 87. Quelques conditions assurant la transmission 
des efforts dans les mécanismes 


1°. On a indiqué au $ 85 que le projet du schéma cinématique 
d'un mécanisme doit permettre le mouvement du mécanisme sous 
l’action des efforts en jeu avec un rendement maximal. Cette condi- 
tion dépend largement des dimensions et de la forme données aux 
éléments du mécanisme. 

Admettons que P est l'effort qu'exerce l'élément menant sur 
‘élément mené et que la droite d'action de cet effort fait un angle 
aigu & avec la direction de la vitesse absolue du point C de l'élément 
mené sur lequel est appliqué l'effort P. Le travail À de la force P 
sur l'espace s sera alors égal à 


Am | Pcos a ds. (19.15) 
0 


I] ressort de la formule (19.15) que le travail de la force P est 
d'autant plus grand que l’angle & est plus faible. Le maximum de 
travail À a lieu quand &« = 0. L'angle &« compris entre la droite 
d'action de la force P appliquée à l'élément mené au point C et 
la direction de la vitesse v, du point C s'appelle angle de pression. 
Donc, pour que le travail de la force P ne soit dépensé que pour 
le mouvement de l'élément mené, il faut que la droite d'action de 
cette force se confonde avec la direction de la vitesse absolue du 
point de l'élément mené sur lequel est appliquée la force P. Générale- 
ment, l’angle de pression & n'est pas nul, ce qui fait que le mouve- 
ment de l'élément mené se produit sous l’action d’une composante 
de la force P, l’autre composante ayant pour effet diverses résistances 
de frottement inutiles dans les couples cinématiques du mécanisme. 

De plus il y a même des cas où, l’angle de pression & étant trop 
élevé, les résistances dues au frottement s'avèrent tellement impor- 
tantes que le travail de la force P ne suffit pas à déplacer l’élément 
mené; c'est le grippage, qui est fréquent dans les mécanismes mal 
conçus. 

Voyons comment on tient compte de ces conditions lors de la 
synthèse des mécanismes. Introduisons d’abord la notion d'angle 
de transmission du mouvement. Soit P l'effort exercé par l'élément 7 
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4 (fig. 19.5) sur l'élément 2? 
avec lequel il constitue en 
C un couple supérieur de 
7 roulement et de glissement. 
Soit vc. la vitesse absolue 
du point C appartenant à 
l'élément 2. 

Quand le frottement 
dans le couple supérieur est 
7 négligé, la direction de la 
u, 29 force P coïncide avec celle 

É 2e, NW de la normale V—N. L'an- 
gle de pression est compris 
alors entre la normale N—N 
et la direction de la vitesse 


Fig. 19.5. Pour la recherche de l’angle de 
transmission dans le mécanisme à came. 


V Ce 
Si le frottement de glissement des éléments du couple supérieur 
n’est pas négligé, il faut que la poussée (la réaction) d'un élément 
sur l’autre s'écarte de la normale de l'angle de frottement. 
Menons la tangente { — t{ aux courbes X, et X, et désignons par 
Yu l'angle que fait la tangente { — ? avec le vecteur vitesse ve. 
Cet angle est égal à 


Y12 = 90° — a. (19.16) 


L'angle y,. est l’angle de transmission du mouvement, ou plus 
brièvement angle de transmission. 

Il est complémentaire de l’angle de pression @. 

Comme la direction de la tangente { — { coïncide avec la direc- 
tion de la vitesse & c, c, du point C, de l'élément 2 par rapport à l'élé- 
ment 7, l'angle de transmission dans les couples supérieurs repré- 
sente l'angle entre les directions des vitesses absolue et relative du 
point de tangence de l'élément mené. Moins l'angle y,, est grand, 
plus le grippage est probable. 

Convenons d'affecter l'angle de transmission de deux indices, 
dont le premier désignera l’élément menant, et le second, l'élément 
mené. Vu que sur la figure 19.5 l'élément Z est menant et l’éle- 
ment ? mené, l'angle de transmission est y. Inversement, si l’élé- 
ment menant est l'élément 2 et que l'élément 7 est mené, l’angle 
de transmission sera Y21. 

2. Lorsqu'on conçoit un mécanisme comportant un couple de 
roulement et de glissement, on doit tenir compte aussi des pertes 
nt par le frottement de roulement mutuel des courbes enve- 
oppes. 

Comme la puissance absorbée par le frottement est proportion- 
nelle à la vitesse relative de mouvement des courbes enveloppes, 
les pertes par le frottement seront d'autant plus importantes que 
cette vitesse est plus grande. Supposons, par exemple, que la trans- 
mission du mouvement entre les éléments Z et 2? soit réalisée par 
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Fig. 19.6. Pour la recherche des pertes par le frottement : a) schéma du mécanis- 
me: b) épure des vitesses. 


deux courbes enveloppes X, et K, (fig. 19.6, a) ayant leur point de 
tangence en C (C,, C2). La puissance V1. absorbée par le frottement 
de glissement de ces deux courbes est égale à 


Nir = Fucecs (19.17) 


où Fest la force de frottement et v,.0, la vitesse du point C, de la 
courbe Æ, par rapport au point C, de la courbe X.. 
L'intensité de la force de frottement F est 


F = fP, (19.18) 


où P est la réaction en C dirigée suivant la normale N — NW; f est 
le coefficient de frottement. 
On a ensuite 


où Q est la vitesse angulaire instantanée de l'élément 2 par rapport 
à l'élément 7. ou inversement. 
En vertu de la formule (19.8), la vitesse angulaire Q est égale à 
Q ee (OST + OPE (19 20) 
d'où 
VC2C1 = (@1 + Ge) (PoC). (19.21) 
Portant les expressions (19.18) et (19.21) dans l'égalité (19.17), 
on obtient 
Ntr = fP (1 + &2) (PoC)- (19.22) 
11 découle de l'égalité (19.22) que la puissance dépend de la 
distance entre le point de tangence C des courbes X, et K, et le 


centre instantané de rotation P, du mouvement relatif; la puis- 
sance est d'autant plus élevée que la distance P,C est plus longue. 
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Fig. 19.7. Pour la recherche de Fig. 19.8. Pour la recherche de 
l’angle de transmission dans le mé-  l’angle de transmission dans le mé- 
canisme du quadrilatère articulé. canisme à coulisseau et manivelle. 


3°. Dans les mécanismes à couples inférieurs, la recherche de 
l'angle de transmission s’effectue par des raisonnements analogues. 

Par exemple. dans le mécanisme du quadrilatère articulé à élé- 
ment mené 4 (fig. 19.7) l’angle de transmission ys, est égal à l'angle 
compris entre les vecteurs vitesses ve et vos. 

La figure 19.8 montre l'angle de transmission y,, pour le cas où 
le coulisseau 4 du mécanisme à coulisseau et manivelle est mené. 
Dans ce mécanisme l'angle y., est formé par la droite BC et la per- 
pendiculaire m»m — m menée à l’axe de translation du coulisseau 4. 
Dans tous ces exemples la poussée P de l'élément 3 sur l’élément 4 
est supposée agir suivant l’axe de l'élément BC. 


CHAPITRE XX 


SYNTHESE DES MECANISMES PLANS À ENGRENAGES 
À TROIS ELEMENTS À ROUES CYLINDRIQUES RONDES 


$ 88. Quelques notions de la théorie 
des engrenages 


1°. Admettons que la transmission de la rotation entre deux 
axes! O, et O, (fig. 20.1, a) à vitesses angulaires &, et w, s'effectue 
eu moyen de deux courbes enveloppes X, et Æ, appartenant aux 
éléments Z et 2. Menons par le point de tangence C de ces courbes X, 
et À, une normale n — n et une tangente { — { à ces courbes. 

Les vitesses v., et v., des points C, et C,. appartenant aux élé- 
ments Z et 2 sont liées par la relation 


VCs = TL,C + VCaCs 
La figure 20.1, b donne l'épure des vitesses du mécanisme tracée 
de manière à vérifier cette équation. 
Abaissons des points O, et O, (fig. 20.1, a) des perpendiculaires 0,4 
et O.B sur la normale 7 — n, et du pôle de l’épure des vitesses 
(fig. 20.1, b) une perpendiculaire pc, sur la direction #” — f. 
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Fig. 20.1. Pour la recherche des formes des profils de deux courbes enveloppes: 
a) schéma du mécanisme à un couple supérieur: b) épure des vitesses. 


Le segment (pc,) représente la composante normale v” des vec- 
teurs vitesses wc, et ve.. 

Par similitude des triangles O,AC, et pce, et des triangles O,BC, 
et PCoCe, On a 

pes  OùC; Pcz O:C2° 

Les segments (pc), (pc-) et (pco) figurent respectivement les 
vitesses v «1, dc, et v”. Les relations (20.1) peuvent donc être trans- 
formées ainsi : 


PCo _ OiAÀ. PCo _ O:B (20.1) 


0 _ OiA _v"__ 0B 
VO OiCi UCg O2C2? 
ou 


n __ Oi4 n O2B 
PC ne RDC 


Substituant à ve, et à ve, leurs valeurs 
vo —=@i(OiC;) et  Ucs == @2 (OC), 
v" = 1 (0,4) et 1” = &: (O,B), 
d'où 
©1 (0,4) = ©: (0.B). (20.2) 
Donc, le rapport de transmission est 
(20.3) 


Traçons le prolongement de la normale nr — nr jusqu’à intersec- 
tion en P, avec le segment (0,0.). L'on aura alors par similitude des 
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triangles O,4P, et O.BP, 
OsB ro ns OP 


OA 7  OPo? 


et la formule (20.3) devient définitivement 
(20.4) 


L'égalité (20.4) est le théorème fondamental de l'engrenage. Son 
énoncé est le suivant: 

La normale menée par le point de tangence des parties d'un couple 
supérieur de roulement et de glissement divise la droite des centres en 
rapport inverse des vitesses angulaires. 

Le point P, divisant la droite des axes 0,0, en rapport inverse 
des vitesses angulaires est le centre instantané de rotation dans le 
mouvement relatif des éléments Z et 2, tandis que À, et R, sont les 
rayons vecteurs des centroïdes dans le mouvement relatif des élé- 
ments Z et 2. 

La distance ZL séparant les points O, et O, vaut 


L=R +R. (20.5) 


Il ressort des égalités (20.4) et (20.5) que les rayons R, et R, des 
centroides sont 


tye 
R; = L His (20.6) 

Le point P,, centre instantané de rotation en mouvement relatif, 
porte en théorie des engrenages le nom de pôle d'engrènement. Quand 
le rapport de transmission i,. est variable, le pôle d’engrènement ?, 
occupe sur la droite des centres O,0, des positions variables. Le rap- 
port ë, étant constant, le pôle d'engrènement se place en un point 
fixe de la droite O,0.. 

Si les vitesses angulaires ©, et w. sont de signes contraires (voir 
fig. 20.1,a)et le pôle d’engrènement P, se situe entre les points O, 
et O, on a i,j, 0. Ce type d'engrènement s'appelle engrenage exté- 
rieur. 

Si les vitesses angulaires w, et ©. sont de même signe et le pôle 
d'engrènement P, se situe en dehors du segment 0,0, on a is: > 0 
C'est l’engrenage intérieur. 

2°. Si la fonction du rapport i,. reste constante pendant la trans- 
mission de la rotation entre les axes O, et O, (fig. 20.2), i,, — const, 
le pôle d’engrènement P , occupe une position fixe vérifiant la con- 
dition 


R;=L 


1 
1+ i,0 ? 


. _ O+P9 _ Ra 
W2 OP — A: (20.7) 


où À, et R, sont tirés des formules (20.6). Les éléments 7 et 2 ont 
comme centroïdes les circonférences Ce et Cd de rayons R, et R:. 
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Fig. 20.2. Tracé des profils des courbes enveloppes d’après la ligne d'engrène- 
ment donnée. 


Considérons la méthode de construction des profils conjugués X, et 
K, appartenant aux éléments Z et 2, étant donnée la ligne d'engrène- 
ment C3 — Cs. Cherchons les points a;, b;, c1, . . . et @e, Do, Ces : . . 
de tangence successive des centroïîdes, en portant sur les centroïdes 
Cd et Cd des arcs 


Poûs = Pots,  Gibs = Gode,  Dicy = Doc2. 


Soient Ay Bo Co - - - les points de la courbe d'engrènement 
C3 — C3 qui correspondent aux points successifs indiqués de tan- 
cence des centroïdes. Par exemple, au moment où les points a, et a, 
seront confondus, le contact des profils conjugués X, et Æ, des 
courbes enveloppes aura lieu au point 4À,; au moment de la coïnci- 
dence des points b, et b. des centroïdes le contact des profils conjugués 
aura lieu au point B,, et ainsi de suite. 

Afin de situer les points des profils tangents en À,, on relie 
le point À, avec le point P,. Quand les points a, et «a. des centroïdes 
seront confondus, leur distance au point À, de la ligne d'engrènement 
sera égale à P,4,. Le point À, appartenant à l'élément 7 et se con- 
fondant en À, avec le point correspondant A. de l'élément 2 doit 
se situer sur une circonférence À,&, tracée du point O, comme centre 
et ayant le rayon égal à O,4,. De même, le point À, appartenant 
à l'élément 2 sera situé sur une circonférence À,&, de rayon 0.4, 
et de centre O.. Traçons les circonférences 4 ,«, et A,@&.. Pour trouver 
la position des points À, et. 4, sur ces circonférences, on prend les 
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8, points a, et a, comme centres 
7 et l’on coupe ces circonférences 
par des arcs de cercles de rayon 


#, égal au segment P,4,. De mé- 
, me, pour situer les points des 
na 4 profils qui se joignent en B,,. 
a # L Le relie le point B, ne P,et 
4 VE "on coupe les circonférences 
NTI BB, et BB: par des arcs de 
É, IN Tr ù cercles de rayon P,B, ayant 
; ND x, Comme centres les points b, et 
d G b;. On trouve de cette façon 
M à ce les points B, et B. des profils 
| A K, et X, limitant les éléments 

1 2 1 et 2. 
& Par des constructions ana- 
+ logues on obtient les points 


Cas Dis Es. 66C;: D, 
Fig. 20.3. Tracé des profils des courbes Æ,, . . . des profils conjugués. 
enveloppes par le procédé sommaire. Reliant ces points successifs 
par des courbes régulières X, 
et X:, on obtient les profils conjugués appartenant aux éléments 7 
et 2. Donc, connaissant les centroïdes et les points des courbes 
d’engrènement, on construit point par point les profils conjugués. 
Le même tracé peut se faire d’une façon approximative. Prenons 
les points a, b,, ©, . . . (fig. 20.3) comme centres et traçons quelques 
circonférences œ1, B1, V1, - . . de rayons P,4, P,B, ... L'enveloppe 
de toutes les circonférences est justement la courbe définissant le 
profil X,. De même, en traçant de a., b:, c., . .. comme centres 
quelques circonférences @+, 2, V2, . . . de mêmes rayons, on définit 
le profil À, comme l'enveloppe de ces circonférences. 
3°. Proposons-nous ensuite de tracer la courbe X, appartenant 
à l'élément 2. étant données les centroïdes Cd et Cd sous forme de 
deux circonférences et la courbe XÆ, appartenant à l'élément 1 
(fig. 20.4). On résout ce problème par la construction de la ligne 
d'engrènement C3 — C3. Pour cela, on fait jouer la condition selon 
laquelle la normale menée au point de tangence des profils conjugués 
doit passer par le centre instantané de rotation P, dans leur mouve- 
ment relatif. Etant donné que les centroïdes Cd° et C4 sont des 
circonférences, la normale aux profils conjugués en leur point de 
tangence doit traverser un même point P,. Marquons sur la courbe X, 
donnée quelques points À,, B;, C1, ... Menons par ces points des 
normales A,a;, B,b,, Cicy, . .. à cette courbe jusqu'aux inter- 
sections en &;, b1, C1, . . . avec la centroïde C9. Pendant la rotation 
de l’élément 7 le point À, de la courbe X, décrit un arc de circonfé- 
rence À, de rayon O,4,; au moment où le point a; de la centroide 
se trouve confondu avec le point P,, le point À, sera séparé du 
point P, d’une distance P,A, = 4,a,. 
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Fig. 20.4. Tracé de la courbe conjuguée avec la courbe donnée d’après les cen- 
troïdes données. 


Prenant le point P, comme centre, traçons un arc de rayon 4,a, 
jusqu'à intersection avec l'arc À,a, au point À,. Le point 4, est le 
point de la ligne d'engrènement en lequel a lieu le contact du point 4, 
de la courbe XÆ, avec le point correspondant 4, de la courbe K.. 
Pour situer le point B, de la ligne d'engrènement, on coupe l'arc 
BB, par un arc de cercle de centre P, de rayon P,B, égal au segment 
B,b, de la normale menée en B, à la courbe X,. Les autres points 
Cos Dys Eos - - - de la ligne d'engrènement C; — C4 se cherchent 
de façon analogue. Reliant les points 4,, Bo, Co: - . . par une courbe 
régulière, on obtient la ligne d’engrènement C3 — Ca. 

La construction de la courbe conjuguée X. peut être faite de la 
mème façon que dans l'exemple représenté sur la figure 20.2. 

Notons (fig. 20.4) que dans cette méthode de construction des 
profils conjugués X, et À, les arcs P,a,, a,b,, b,cx, . .. de la cen- 
troïde Cie doivent être égaux un à un aux arcs Pos, @sda, Der, - .. 
de l’autre centroïde CS, sans être forcément égaux entre eux. 


$ 89. Paramètres géométriques 
des engrenages 


1°. Comme on l'a vu au $ 88, pour pouvoir tracer les profils 
conjugués des dents, il faut que soient définies les centroïdes dans le 
mouvement relatif des roues à dessiner. Les profils des dents, qui 
représentent des courbes enveloppes, seront alors tracés de façon 
précise ou approchée par des méthodes décrites plus haut, soit 
à l'aide des points connus de la ligne d’engrènement, soit d'après 
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le tracé connu de l’un des profils conjugués. La question se pose: 
quelles considérations doivent présider au choix de ces paramètres? 

Lorsqu'on choisit les données à définir pour la construction des 
profils des dentures, on tient compte, en pratique, des considéra- 
tions cinématiques, dynamiques, technologiques, et enfin des consi- 
dérations relatives à l'utilisation des engrenages. 

Les considérations cinématiques se ramènent essentiellement 
à l'exigence qui veut que les profils des dents conjuguées se prêtent 
à la construction par des méthodes géométriques suffisamment faci- 
les et satisfassent à la fonction du rapport donnée. 

Les exigences dynamiques sont assez variées. Nous en mention- 
nons quelques-unes: il faut d’abord s’arranger pour que, la puis- 
sance transmise par l’engrenage restant la même, les pressions exer- 
cées sur les dents et sur les appuis du mécanisme soient constantes 
en valeur et en sens; ensuite, il faut que la forme choisie des dents 
leur assure le maximum de solidité; et enfin, il faut que l'usure des 
dents soit réduite au minimum. 

Les impératifs d'ordre technologique se réduisent principale- 
ment à la possibilité d'exécution suffisamment facile des profils 
conçus sur les machines-outils modernes. 

Enfin, les conditions d'utilisation des engrenages exigent des 
profils propres à assurer la longévité du mécanisme, l'absence de 
chocs, le fonctionnement silencieux, le montage aisé du mécanisme. 
Il est particulièrement important que toute roue usée, ou les deux 
roues conjuguées usées, puissent facilement être remplacées par des 
engrenages neufs. C’est la condition d'interchangeabilité des engrena- 
ges. Dans les conditions de production en masse des machines, l’inter- 
changeabilité des engrenages est assurée par la normalisation de leurs 
dimensions. 

Donc, bien que théoriquement le choix des profils d’engrenages 
des mécanismes soit très large, la gamme pratique de ces profils est 
sensiblement restreinte par les impératifs énumérés ci-dessus. Pour 
cette raison, on n'’emploie en construction mécanique qu'un très 
petit nombre de courbes génératrices de profils des dents. De ce 
nombre, nous n’examinerons que la développante de cercle, la plus 
répandue dans les profils des engrenages modernes, plus quelques 
espèces de courbes cycloïdales. 

20. Avant de passer à la théorie des profils à développante, 
convenons de] certains termes, définitions et désignations. Les cen- 
troïdes Cde et Ce (fig. 20.5) des roues dentées rondes sont appelées 
circonférences primitives. Le profil de chaque dent comporte une partie 
ebcf débordant la circonférence primitive et appelée tête de la dent, 
et une partie aefd comprise à l’intérieur de la circonférence primiti- 
ve et appelée pied de la dent. 

: Les dimensions de toutes les dents d’une roue étant les mêmes, les 
sommets de toutes les dents d’un engrenage extérieur ont pour limite 
extérieure la circonférence de tête de rayons R4, et Re, tandis que les 
pieds de toutes les dents ont pour limite intérieure la circonférence de 
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Fig. 20.5. Schéma de l’engrènement extérieur. 


pied de rayons R,, et R,,. Dans le cas de l’engrenage intérieur les 
racines des dents de la denture intérieure ont pour limite extérieure 
la circonférence de pied et les sommets des dents ont pour limite 
intérieure la circonférence de tête. La distance radiale entre la circon- 
férence de tête et la circonférence primitive est dite saillie et se dé- 
signe par »' (fig. 20.6). La distance radiale entre la circonférence de 
pied et la circonférence primitive est dite creux et se désigne par h”. 
Ainsi, la hauteur de dent À = h° + h”. 

L'’arc de circonférence primitive capable d’une dent (sans entre- 
dent) s’appelle épaisseur de la dent et se désigne par a” (fig. 20.6). 
L'arc de circonférence primitive capable de l'entre-dent (distance 
entre deux dents voisines) est la largeur d'entre-dent a”. L'arc de cir- 
conférence primitive comprenant l'épaisseur d’une dent et la lar- 
geur d’un entre-dent s'appelle pas primitif et se désigne #. Le pas 
br est égal à 

tr = +. 

Dans le cas où les roues associées transmettent un mouvement 
continu, le pas est le même pour les deux engrenages. Comme on l’a 
vu plus haut (voir 8 31, 1°, for- 
mule (7.25)), la fonction du rap- 
port, ou le rapport de transmis- 
SiON ie, eSt 


= =t À + dé 
12 — Wo R; si z, , 
où w, et w. sont les vitesses angu- \ Cr CORRE 
laires des roues Z et 2, R,et R.les dé 
rayons primitifs de ces roues etz, pig. 20.6. Partie de la jante d’un en- 
et z, les nombres des dents res-. grenage à denture extérieure. 
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pectifs. Le signe plus convient à l’engrenage intérieur, le signe 
moins, à l’engrenage extérieur. 

Les longueurs des circonférences primitives des roues 7 et 2 sont 
égales à 


2HRi=Zitpr et 2nR=2tpr. (20.8) 
I1 découle des formules (20.8) que le pas primitif {pe est 
27R: 21Ro 
or = 2; né 


On calcule de façon analogue le pas mesuré sur toute autre circon-. 
ference. 

On voit que le pas d’un engrenage s'exprime toujours en fonction 
du rayon ou du diamètre de la circonférence par un nombre incalcula- 
ble, car il y a le nombre transcendant x dans le second membre. Cet 
inconvénient rend difficile le choix des dimensions des engrenages au 
cours de l'établissement du projet et la mesure pratique. Pour cette 
raison, pour déterminer les principaux paramètres des engrenages, 
on a adopté comme unité de mesures essentielle le rmodule d'engrena- 
ge, mesuré en millimètres et désigné par m. Le module est égal à 


ns. 
EL 4 

‘ Les dents d'engrenages sont taillées sur des machines-outils 
spéciales par des outils dont les dimensions et la forme dépendent de 
la grandeur du module. Afin d'éviter un nombre trop grand d'outils 
de taille dans les usines produisant les engrenages, les Normes d'Etat 
de l'URSS (TOCT 9563-61) établissent deux séries de valeurs du 
module, valeurs auxquelles doivent être arrondis les modules théori- 
ques obtenus par calcul. 

La première série (principale) donne les valeurs suivantes du modu- 
le (en mm): 0; 0,05; 0,06; 0,08; 0.1; 0,12; 0,15; 0,2; 0,25; 0,3, 
0,4; 0,5: 0,8; 1,0; 1,25; 1,5; 2; 2,5; 3; 4: 5; 8; 10; 12; 15; 20; 
25: 32: 40; 50: 60; 80; 100. 

La deuxième série comporte des valeurs du module intermédiaires 
entre les valeurs de la première série : 3,5; 4,5; 5,5; 7; 9; 11, etc. 

La circonférence de la roue pour laquelle le module est normalisé 
est appelée circonférence primitive de taillage, ou circonférence de divi- 
sion. Les circonférences de division de deux roues associées se confon- 
dent parfois avec les circonférences primitives correspondantes. 

30. Cherchons les dimensions principales des roues dont les cir- 
conférences de division se confondent avec les circonférences primi- 
tives. Ces dimensions peuvent toujours être exprimées en fonction 
du module de division et du nombre de dents. En vertu de la formu- 
le (20.8) les diamètres primitifs D, et D, peuvent s'écrire ainsi : 


Di=2R == ma (20.9) 
D, =2Ro = 79 = M (20.10) 
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où z, et z sont les nombres de dents de la roue 7 et de la roue 2 


On prend généralement la saillie hk” et le creux h” égaux à ° = m et 

kh”" — 1.25 m. Le creux plus profond que la saillie assure l'existence 

d’un jeu entre le sommet de la dent et le fond de l’entre-dent. Alors 

les diamètres D!, et D, des circonférences de tête L, et Z. des dents 

(fig. 20.5) seront 

D4: = Di+ 2h'—mz +2m=m(z +2), (20.11) 

De = Do + 2h" — mz + 2m = m (2 + 2). (20.12) 

Les diamètres D, et D des circonférences de pied 7, et 7, 
(fig. 20.5) seront respectivement 

Ds = Di— 2h" = mz;—2,5m—m (z, — 2,5), (20.13) 

Dp2 = D: — 2h" =mz—2,59m=—m{(z — 2,9). (20.14) 

En plus des roues ayant la hauteur de dent indiquée, on connaît 


des roues à dentures « basses ». Pour ces roues qui ont les dents moins 
hautes les diamètres seront 


Du =m(z1+1,6), Dem (z24+ 1,6), 
iDhn=m(z—2,2), D =m(z— 2,2). 
L’entraxe À, ou la distance entre les centres O, et O, des roues 


(fig. 20.5), se laisse exprimer également en fonction du nombre de 
dents et du module: 


= += + (4 + 2). (20.15) 


Dans les calculs liés à l’étude des engrenages, on fait un large 
usage de grandeurs relatives. En particulier, on exprime souvent la 
saillie k’ comme le module m multiplié par un coefficient X: 

h' = X'm. (20.16) 
De même, le creux À” vaut 
h”=X"m. (20.17) 

On prend généralement X’ — 1 pour les roues à hauteur de dents 
normale et X’ — 0,8 pour les dentures « basses ». Par conséquent, on 
a X” = 1,25et X” — 1,1 respectivement pour les deux types de dents; 
la forme générale des formules (20.11) à (20.14) sera donc: 

Du =m(z+ 2x), EE AE (20.18) 
Di =m(z1—2X"), Dy2 = m (22 — 2%"). | 


$ 90. Géométrie des profils en développante 


1°. Examinons la développante de cercle et ses propriétés impor- 
tantes pour la théorie de l’engrènement. Soit donnée une circonfé- 
rence de centre © (fig. 20.7). Menons la droite AB tangente à cette 
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Fig. 20.7. Développantes de cercle. 


circonférence et faisons rouler cette droite. sans glissement, sur la 
circonférence. Pour la construction de la développante de cercle, on 


divise la circonférence en quelques arcs égaux: A©7', l'22". 


2° = 3,3" 4',... Puis on prend sur la droite AB à partir du 
point À des segments de longueur égale à ces arcs, de manière 
à vérifier les conditions: À =1’ = A —1, 1' 2" —1- 2, 
223 =2—3, ..., 15 © 16 — 15 — 16. 

Alors, à mesure que la droite AB roulera sans glisser sur la cir- 
conférence, les points 7, 2, 3,..., 16 de AB vont se confondre succes- 
sivement avec les points 7’, 2’, 3’, ..., 16” de la circonférence. 
Chaque point de la droite décrira alors une courbe appelée développan- 
te de cercle. On voit sur la figure 20.7 les développantes décrites par 
les points B et C. Il ressort directement de la figure que tous les 
points de la développante décrite par le point B se trouvent à une 
distance invariable BC des points de la développante décrite par le 
point C. Pendant le roulement de la droite sur la circonférence, le- 
points 4, 1°, 2,3" ,..., 16’ seront les centres instantanés de rota- 
tion de la droite AB, cette dernière restant en toute position 
normale à la développante engendrée au point considéré. La circon- 
férence sur laquelle roule la droite AB est la développée, qui est le 
lieu géométrique des centres de courbure des développantes décrites 
par les points de la droite AB. La développante a donc comme centres 
de courbure les points À, 7°, 2”, 3”, ..., 16° 
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20. Les relations existant entre dif- 
férents paramètres de la dévelopante de 
cercle ressortent très clairement quand 
on examine l'équation de la dévelop- 
pante. Soient données une circonféren- 
ce de rayon et une droite { —{ tangen- 
te à la circonférence du point W,(fig. 
20.8). Quand la droite { — { roule sur 
la circonférence, le point f, de la 
droite décrit une développante M,D. 
On a pour le point M de la dévelop- 
pante 


OM = OA + AM. 
Le module du vecteur OM est 
lONMI=V RL N— 
(OM =Vr +p°=£. (20.19) Fig. 20.8. Pour la déduction de 


Le module du vecteur AM est le l'équation de la développante. 
rayon de courbure | p | de la dévelop- 
pante en M. De l'équation (20.19) on tire la valeur de p: 


p—V l2—r2. (20.20) 


De la figure 20.8 il ressort que 
tga=LeVE à VTT. (2021) 


- a—arctg 


Les propriétés de la développante sont telles que le segment 4 M 
est égal à l'arc M,4, si bien que p — AM,. A son tour, l'arc AM, 
(fig. 20.8) est égal à l'arc AM, = r6, d'où 


p = r6. 
Portant cette expression de p dans l'égalité (20.21) on a 
0 = tg a (20.22) 


ou, compte tenu des formules (20.21), 


Ver 


r 


La hauteur y de la développante au-dessus de la circonférence, 
mesurée sur le prolongement du rayon de la circonférence, est calcu- 
lée par l'égalité 

(y + r)cos a = r, 
d'où 
- 
cos œ 


y = (1 — cos &). 
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Fig. 20.9. Schéma de l'engrènement de deux profils en développante. 


Enfin, l’angle $ définissant la direction du rayon vecteur OM de 
tout point M de la développante est égal à 


Ÿ — 0 — a, 
d'où, compte tenu de l'égalité (20.22), on reçoit 
Ô = tg a — a. (20.23) 


La fonction obtenue de l’angle «& porte le nom de fonction de dévelop- 
pante et a pour symbole inv (involute). I] vient 
Ÿ = inv &. (20.24) 

On emploie cette fonction pour la recherche analytique de la 
direction, du rayon vecteur OM. Pour faciliter les calculs, on utilise 
des tables spéciales de inv & composées pour différentes valeurs de 
l'angle « ?). 

30. Les profils en développante des dents des roues circulaires 
assurent un rapport de transmission constant. Pour la démonstration, 
nous allons montrer que la normale aux profils associés tracés en 
développantes passe toujours par le centre instantané de rotation P, 
dans le mouvement relatif, dont la position sur la droite des centres 
O,0, est constante (fig. 20.9). 


1) Cf. Artobolevski I., Edelstein B., Recueil de problèmes sur la théorie des 
mécanismes et des machines, éd. « Naouka », Moscou, 1973 (en russe). 
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Soient données deux centroiïdes C, et C, (fig. 20.9). Par le centre 
instantanée de rotation P, on mène une droite N — NW sous un angle 
arbitraire & sur la tangente t — ft. Puis on abaisse des points O, et O, 
des perpendiculaires 0,4 et O.B sur la droite N — N et l'on trace 
deux circonférences de rayons 0,4 = r, et O,B = r.. Ces circonfé- 
rences seront les développées ou les lieux géométriques des centres 
de courbure des développantes. Elles s’appellent circonférences de base. 
La droite N — N, tangente commune à ces circonférences par cons- 
truction, est la droite génératrice. Le centre instantané P, est le 
pôle d'engrènement, et l'angle & est l’angle d'engrènement. On obtient 
les développantes en faisant rouler la droite génératrice N — N 
sur les circonférences de base. Pour cela, ainsi qu'on l’a fait sur la 
figure 20.7, on divise la droite génératrice AB en segments égaux et 
l’on prend sur les circonférences de base des arcs égaux à ces segments. 
Alors, pendant que la droite AB roule sur la circonférence de base de 
la roue 7, le point de la droite génératrice confondu avec le centre P, 
trace la développante de cercle P,Dt. Pendant le roulement de la 
même droite sur la circonférence de base de la roue 2 ce même point 
décrira la développante P,Dfte. Les points limites J” et 7° des dévelop- 
pantes PÇD{ et P,D£ sont situés sur les circonférences de base. Les 
branches opposées des développantes peuvent être prolongées à à l’in- 
fini. Si l’on continue à faire rouler les droites génératrices au-delà 
des points 7” et 2”, on reçoit des branches de développantes symétri- 
quement disposées. 

40, On peut montrer que la normale commune en tout point de 
tangence des profils en développantes construites par ce procédé passe 
toujours par le pôle d'’engrènement P,. 

Soient données deux centroïdes C, et C, (fig. 20.10) et l'angle 
d’inclinaison a de la droite génératrice N — N sur la tangente t — t. 
Traçons les circonférences de base S;, et S, et les développantes Dt< 
et Die. 

Dans la position initiale des développantes D et D! représentée 
sur la figure 20.10 leur normale commune N — N passe par le pôle 
d'engrènement P, et est en même temps tangente aux circonférences 
de base S, et S.. Supposons que, les roues ayant tourné, les dévelop- 
pantes ont une position nouvelle. En cette position la normale à la 
développante D'e doit être tangente à la circonférence de base S,;, 
alors que la normale à la développante D! doit être tangente à la 
circonférence, de base S,. Puisque la normale au point de tangence 
des dév eloppantes est commune, elle doit être en même temps tangen- 
te aux deux circonférences de base, ce qui fait que, pendant la rota- 
tion des roues, leur normale commune garde sa position invariable 
et passe à tout moment par le pôle d'engrènement P,. Par conséquent, 
le rapport de transmission (fonction du rapport) ë,. de la roue J à la 
roue 2, égal à 


#2 %% — OPo” 
demeure constant pendant la rotation des roues. 
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Fig. 20.10. Engrènement des développantes en deux positions de tangence. 


De cette façon, l’engrenage en développante assure le rapport de 
transmission constant (la fonction du rapport constante). 

9°. Les rayons r,, R, et r., R, des circonférences de base et des 
circonférences primitives (fig. 20.10) sont liés entre eux par une 
relation bien simple: 


r = Ricosa, r: — R, cos a, (20.25) 
d’où l’on a pour l’engrenage extérieur 


.  __ y __ — De 

HG — = R — DE pi” (20.26) 
où p, et p, sont les rayons de courbure des développantes conjuguées 
D'e et D£f. 

La condition (20.26) signifie que le rapport de transmission éje 
des roues à denture en développante ne varie pas par changement de 
l’entraxe 0,0, (fig. 20.11) si les rayons des circonférences de base 
restent inchangés. Le changement d’entraxe théorique O,0, peut 
avoir lieu au cours du montage et à l’assemblage du mécanisme. On 
voit fig. 20.11 deux roues de centres en O, et O.; les roues sont en 
prise. Déplaçons le centre O, en O:. La droite N — N devient alors 
N' — N'. Le pôle d’engrènement B, passe en P,. Les rayons des cir- 
conférences primitives s’en trouveront changés: au lieu de R, et 
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de À, l’on aura respectivement 0 


R; et R.. : | | SN D 7 
L'angle d’engrènement a lui- NS 7 
même changera aussi et deviendra . | 1 
égal à æ&'. Or.]l t de trans- TRI QU 
égal à & . Or. le rapport de tran # hi | Nd 
mission à ne changera paset sera  \ < | 8} / 
toujours sé 6 (14 
L É 
W2= ———, Fe CR ALES Con + 
k OS AN 


parce que les rayons r, et r, des 


: ; A a Di ——— 

PAR Tu, 
circonférences de base n’ont pas L'An 4 RS 
changé. AS à NS 


I] résulte de cette propriété des D | > 
roues à développante que l'angle #7 7 | 
d'engrènement & ne se détermine w D 
qu'après l'assemblage et le mon- 1 / NAT 2 
tage des engrenages associés. ”’ si L 
Aussi distingue-t-on l’angle d’en- — — 
grènement théorique «& et l’angle 
a" appellé angle d'engr ènement de Fig. 20.11. Pour le changement d’en- 
montage et désigné Œeng- traxe de deux roues à développante. 


$ 91. Construction des profils en 
développante 


1°. Etudions le problème de construction des profils de dents en 
développante de cercle par l'examen de l’engrenage extérieur. Cher- 
chons les rayons R, et R., des circonférences primitives d'après le 
rapport ÿ,. donné et la distance À entre les axes des roues; à cet 
effet, écrivons les relations 


M Sn ne ii 


où z, et z. sont les nombres de dents des roues. Considérons les roues 
normales, pour lesquelles À — . (z, + 22) (voir la formule (20.15), 


$& 89, 30). Prenons les centroides C, et C. (fig. 20.12) comme circonfe- 
rences primitives. Menons par le pôle d’engrènement P, une tangente 
t — t à ces circonférences. Puis traçons la droite génératrice N — N 
sous l’angle d’engrènement & par rapport à la tangente { — t. Pour 
les roues normalisées, on prend généralement l’angle d'engrènement 
æ — 20°. Toutes les relations entre les dimensions des dents seront ti- 
rées du $ 89. Ceci fait, on abaisse des points O, et O, des perpendicu- 
laires 0,4 et O.B sur la droite génératrice N — N. Désignant les lon- 


gueurs de ces perpendiculaires par r, et r., on a en vertu des formu- 
les (20.25) 


r, = R, cos a, r, = Ra cos &. (20.27) 
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Fig. 20.12. Pour la détermination des paramètres principaux de l'engrenage 
extérieur à développante. 


On trace les circonférences de base S, et S. en prenant r, et 7, com- 
me rayons. Puis on trace les circonférences de tête L, et L, et les 
circonférences de pied T7, et ZT, dontlesrayonss'obtiennent à l’aide des 
formules (20.11) à (20.14). En faisant rouler la droite génératrice sur 
les circonférences de base, on obtient les développantes M,D# et 
M,Df. Comme on le voit sur le dessin, les développantes prennent leur 
origine aux points M, et M, situés sur les circonférences de base 
S,etS.et se terminent aux points e et d qui se trouvent sur les 
circonférences de tête L, et ZL.. | 

2. Situons les points limites de tangence des profils conjugués 
des dents. La ligne d’engrènement étant ici la droite génératrice 
N — N elle-même, on coupe la droite N — N au point b par une 
circonférence de rayon O,e. Du moment que le point e se situe sur 
la circonférence de tête, le point b est justement le point limite de la 
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ligne d’engrènement au-delà duquel la tangence des dentsn'’a plus lieu. 
Faisons couper le profil M,d4 par une circonférence de rayon O.b. Le 
point d'intersection g vient se confondre avec le point e en b. Donc. 
la partie de profil de la dent de la roue Z en prise est la partie de la 
courbe comprise entre g et d. 

Par un tracé analogue, on détermine la partie du profil de la dent 
de la roue 7 qui est en prise : c’est la partie de la courbe comprise en- 
tre f et e. Les parties gd et fe des profils sont dites profils actifs des 
dents. J1 ressort du tracé que les parties M,g et À1,f des développan- 
tes sont des profils inactifs de même que le reste des pieds. En général, 
le tracé des profils inactifs des dents peut être quelconque, à condi- 
tion cependant de permettre le dégagement libre des dents après leur 
engrènement. La courbe définissant le profil inactif de la dent est le 
raccordement, ou le congé. On peut par exemple tracer les profils 
postérieurs aux points M, et M, par des droites radiales M,0, et 
M,0,. Aux endroits où les pieds joignent les circonférences 7, et 7., 
on pratique généralement un petit congé de rayon r, égal à 0,3-0,4 
fois le module m. Les parties symétriques des dents se construisent 
par des considérations de symétrie. 

Dans le cas général, la ligne d'’engrènement réelle de deux profils 
en développante de cercle est la portion ab de la droite génératrice 
comprise entre les circonférences de tête. Cette partie s'appelle ligne 
d'engrènement pratique. 

La longueur ab de la ligne d’engrènement pratique est fonction de 
la saillie de dent, ou, autrement dit, des diamètres de tête. D'une 
façon générale, les saillies des dents peuvent être plus grandes que 
sur la figure 20.12. mais elles ne doivent pas dépasser les circonfé- 
rences de centres O, et O. passant par les points À et B de la droite 
génératrice V — N. Le segment AB définissant la longueur limite 
de la ligne d’engrènement est dit ligne d'engrènement théorique. 

On peut donc augmenter la longueur des profils actifs des dents en 
faisant croître les diamètres de tête. Cependant. si la circonférence de 
tête d’une roue vient à couper la ligne d’engrènement au-delà de la 
ligne d'engrènement théorique, toute la partie de profil extérieure 
à la ligne d’engrènement se trouve inactive. Par exemple, si la roue 7 
(fig. 20.13) admet la circonférence L; comme circonférence de tête, 
le profil kn est alors inactif. Le profil ne ne sera actif que si la circon- 
férence de tête de la roue Z est la circonférence ZL° coupant la ligne 
d’engrènement en BP. 

30. La construction des profils en développante des dents d’un 
engrenage intérieur s'effectue de facon analogue. La figure 20.13 
montre deux centroides C, et C. tangentes en P,. On mène par P, la 
droite génératrice V — N inclinée de l’angle d’engrènement « sur la 
tangente t — t. Des points O, et O. on abaisse les perpendiculaires 
O,A et O,B et l’on trace les circonférences de base S, et S.. Puis, en 
faisant rouler la droite V — N sur la circonférence de base S;,, on 
obtient la développante W,D,. Le roulement de la droite N — N 
sur la circonférence de base S; donne la développante M,D,. Ceci 
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Fig. 20.13. Pour la détermination des paramètres principaux de l’engrenage 
intérieur à développante. 


fait, on trace la circonférence de tête Z, et la circonférence de pied T1 
du pignon Z (roue de plus petit diamètre) et l’on trace le profil de la 
dent ainsi qu'on vient de le décrire pour le cas de l’engrenage exté- 
rieur. Pour la (grande) roue 2, dont la denture est intérieure, les for- 
mules définissant les diamètres de tête et de pied pour la saillie de 
dent normale se présentent comme suit : 


Dy=Di—2h=m(z—2), Dyn=Di+2h"=m(z+2,5). (20.28) 


En regardant le tracé, on se rend compte que la circonférence de 
tête de la roue 2 peut couper la droite N — N à droite du point À, 
à gauche du point À, ou traverser le point À. Dans le premier cas le 
profil de dent de la roue Zest actif tout entier. La circonférence men- 
tionnée coupant la droite N — N à gauche du point À (par exemple, la 
circonférence de tête L’ coupant la droite N — NV en b), le profil 
he ne participe pas à l’engrènement et n'est pas pratiquement 
à construire. Ainsi, la saillie de la roue 2 est limitée en hauteur par 
la partie de développante P,e, où le point e est le point en lequel le 
profil de la dent est coupé par la circonférence de tête passant par le 
point limite À situé sur la ligne d’engrènement. D'autre part, la 
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partie Àf.e de la développante 
ne peut être utilisée en tant que PRO | SENERE 
partie de profil de la dent de la 
roue 2. Aucun autre point limi- 
te de la ligne d'engrènement \ 
théorique ne peut exister, car \ 
les deux développantes peuvent Z 
être prolongées à l'infini au-de- À 
là des points det f. & 
La ligne d’engrènement A 
réelle représente donc le seg- 5? == NE T4 


ment Aa. Le pignon 7 a le L, —{# 
profil actif M,d. et la roue 2 a 
le profil actif fe. EX 4 
4°, Passons à l’engrenage à 
crémaillère (pignon et crémail- 
lére). Les centroides de cet en- 
grenage sont une droiteC;etune Fig. 20.14. Schéma de do pi- 
circonférence C, (fig. 20.14). gnon-crémaillière 
Par le point P, on mène la droi- 
te génératrice N — N inclinée de l'angle d'engrènement a sur la droite 
C;- Du point O. on abaisse la perpendiculaire O.A sur la droite généra- 
trice et l’on trace la circonférence de base S, du pignon. Ensuite on cons- 
truit les profils des dents du pignon d’après les règles générales 
exposées pour le cas de l’engrenage extérieur. En vertu des proprié- 
tés des profils en développante de cercle, les profils des dents de la 
crémaillère doivent être tangents aux profils des dents du pignon sur 
la droite N — N et la normale commune au point de tangence doit 
traverser le pôle d’engrènement P,. La crémaillère n'étant mobile 
qu'en translation, si l'on veut que l’engrènement ait lieu sur la droite 
N — N et que la normale aux profils tangents passe par un point 
fixe P,, il faut que les normales au profil de la dent de la crémail- 
lère soient toutes parallèles à une même droite N — N. Or, si toutes 
les normales au profil sont parallèles à une même droite N — NW, 
il est évident que le profil lui-même est une droite perpendiculaire 
à N — N. On obtient donc le profil de la dent de crémaillère en me- 
nant par le point P, une droite ch perpendiculaire à la droite géné- 
ratrice Ÿ — N. Le sommet de la dent de crémaillère se situe sur la 
droite de tête L.. et la racine sur la droite de pied 7,. On calcule la 
saillie et le creux par les formules indiquées dans le $ 89. La ligne 
d’engrènement théorique, de même que pour l’engrenage interieur, 
n’a qu'un seul point limite, à savoir le point À. En effet. on peut 
théoriquement prolonger la développante W,D!° et la droite ch à l’in- 
fini au-delà des points g et hk. La ligne d'engrènement pratique est 
comprise entre la circonférence de tête Z. et la droite de tête L.. 
Comme sur la fig. 20.14 le point a de la ligne d’engrènement pratique 
se trouve au-delà du point À, on se convainc en traçant la droite 
AL; parallèle à la droite C#, que le profil ce de la dent de crémaillère 
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est inactif et que, par suite, la partie nÂce de la dent n’a aucune 
raison d'exister. Pour déterminer l’autre point du profil actif de la 
dent. on mène par le point b de la ligne d’engrènement une droite 
parallèle à la droite C jusqu’à intersection en f avec le profil de la 
dent de crémaillère : fe est le profil actif de la dent de crémaillère. 


$ 92. Arc de conduite et rapport de conduite 


1°. Cherchons maintenant l’espace parcouru par un point quel- 
conque de la circonférence primitive pendant que les profils de 
deux dents se trouvent en prise. Soit la ligne d’engrènement pratique 
limitée par les points a et b (fig. 20.15). Au début de l’engrènement 
le profil de la dent de la roue Z est en position Z. A la fin de l’engrè- 
nement le même profil est en position 727. L’arc dd’ est l’arc de roule- 
ment mutuel des circonférences primitives pendant l’engrènement 
d’une paire de profils conjugués. L’arc dd’ s'appelle arc de conduite. 
La longueur de l’arc de conduite s'exprime en fonction de la longueur 
de la ligne d’engrènement et de l’angle d’engrènement. Pour cela on 
relie les points det d’ au centre O, et l’on désigne l'angle dO,d’ par 6.. 
Puis on marque les points initiaux c et c’ de la développante de la 
dent. Ces points se situent sur la circonférence de base, et l’angle 
cO,c” est égal aussi à l’angle 6,. La longueur de l’arc dd’ vaut 


dd' = RB4. (20.29) 
La longueur de l’arc cc’ vaut 


cc’ = ra04, 


d’où 
(20.30) 


Fig. 20.15. Pour la détermination de l'arc de conduite et du rapport de conduite. 
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Portant l'expression (20.30) dans l’égalité (20.29) on obtient 


——”’ 


dd = À 6e. (20.31) 
| r 
Les propriétés de la développante sont telles que 
ce = Àc'— Àc = Ab— Aa — ab. 
On a ensuite de la formule (20.27) 
Tr, = À, cos &, 


où «est l’angle d’engrènement. L'égalité (20.31) s’écrira maintenant 
comme suit : 
Tr ___ Riab) _ (ab) 

Ainsi, la longueur de l'arc de conduite mesuré sur la circonférence 
primitive est égale au quotient de la longueur de la ligne d'engrènement 
par le cosinus de l’angle d’engrènement. 

On détermine de façon analogue la longueur de l’arc mesuré sur 
toute autre circonférence. Mesurant l’arc de conduite sur la circonfé- 
rence de base, on obtient une longueur égale à celle de la partie acti- 
ve de la ligne d'engrènement. 

29. Si l’arc de conduite est égal au pas t, il n’y a, pendant le rou- 
lement des circonférences primitives de la valeur de cet arc, qu’une 
seule paire de profils de dents conjuguées en prise à la fois. Si l’arc 
de conduite est plus court que le pas, l’engrènement cesse d'exister 
pour un certain temps, et il se produit un choc dans l’engrenage. 
Par contre, si l’arc de conduite dépasse le pas, il y aura un certain 
temps une paire de dents en prise, et le reste du temps, deux paires 
et même plus. 

Comme les dents taillées n’ont pas de profils rigoureusement 
exacts, il est déconseillé de construire les profils en se plaçant dans 
le cas extrême où l’arc de conduite est égal au pas. Il est préférable 
que l’arc de conduite soit toujours un peu plus long que le pas, afin 
que l’engrènement se produise plus doucement, sans à-coups. Ainsi, 
dans un engrenage bien conçu, on s'arrange pour que le rapport de 
l'arc de conduite au pas t soit supérieur à l'unité, 

__ arc de conduite 


Ed 
Le rapport € de l’arc de conduite au pas t est le rapport de conduite 
ou le rapport de recouvrement. 
Compte tenu de la formule (20.32), on a 


__ dd _ (ab) (ab) 
É—— — Scosa - nmcosa ? (20.33) 


car le pas { = sm. 
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En pratique, on adopte actuellement le rapport de conduite pour 
l'engrenage extérieur dans les limites suivantes: 


1 Le << 2. 


3. La quantité { cos @ figurant dans la formule (20.33) est le pas 
de base ; on la désigne par t,. Le pas de base £, est donc lié au pas pri- 
mitif { par la condition 


lo = t COS & — Tim cos a. (20.34) 


I1 ressort de la formule (20.34) que le pas de base est un arc mesu- 
ré sur la circonférence de base et capable d’une dent et d’un entre- 
dent. On peut représenter alors le rapport de conduite € comme le 
quotient de la longueur de la ligne d’engrènement par le pas de base : 


7. (20.35) 
On peut aussi définir le rapport de conduite & par la méthode 
analytique. En effet, on a sur la figure 20.15 
(ab) = (AB) — (Bb) — (Aa) = (AB) — (AB — Ab) — (AB — Ba)=— 
= (4B) — (AB) + (4b) — (AB) + (Ba) = (4b) + (Ba) — (AB). 
Or, puisque 
(4b)=V Rh—r?, (Ba)=V R—r?, (AB)=—Asina, (20.36) 


où R+, et Rt sont les rayons des circonférences de tête des roues et À 
est la distance entre les axes O, et O, des roues, il vient 


(ab) = V Rh—r?+V RE —r—A sin &. (20.37) 


Portant cette dernière expression dans la relation (20.33), on 
obtient 


_ V'R, + V Rè—r2— A sin a 
0 7m COS & ° 


(20.38) 


$ 93. Coefficient de glissement des dents 


1°. Soient deux profils en développante conjugués M,D!* et M,Dte 
(fig. 20.16) appartenant aux roues J et 2. Supposons que le point de 
tangence de ces profils C soit situé sur la droite génératrice N — N. 
Si l’on choisit sur ces profils deux points m, et m, situés sur les 
circonférences de base, la partie Cm, du profil M,D!° de la dent de la 
roue Jet la partie Cm, du profil M,D! de la roue 2 ne seront pas égales 
entre elles. Pendant l'engrènement des profils M,D' et M,D£ il se 
produit non seulement le roulement mutuel des profils mais aussi 
le glissement d'un profil sur l'autre. En effet, les points m, et m, 
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parcourent dans leur mou- 
vement vers le pôle P, les 
espaces égaux m,P, et m:Po. 
Dans le même temps l'arc 
Cm, du profil D! se déplace 
suivant l’arc Cm, du profil 
Die. Ces arcs étant inégaux, 
le roulement des profils s’ac- 
compagne d'un glissement, 
qui a pour mesure la diffé- 
rence des longueurs des arcs 
respectifs. Le glissement des 
profils accentue l'usure des 
dents et nuit à la résistance 
à l'usure de la transmission. 
Pour apprécier le degré de 
glissement mutuel des pro- 
fils des dents, on introduit Fig. 20.16. Pour la détermination du coef- 
le coefficient de glissement des ficient de glissement des dents. 
dents. C’est le rapport de la 

vitesse de glissement v1 des points de contact des dents aux com- 
posantes tangentielles v‘, des vitesses des points de contact des 
profils conjugués : 


LL (20.39) 


2°. Déterminons les coefficients de glissement À, et À. des dents 
associées (fig. 20.16). Pour rechercher les vitesses v,1 et les compo- 
santes tangentielles v6, et ut, des vitesses des points C, et C, de 
contact des profils conjugués M,D'° et M.Df, on trace l’épure des vi- 
tesses du mécanisme, en prenant, pour plus de simplicité, le point 
C comme pôle de l’épure. 

La vitesse de glissement v,, <e représente sur l'épure des vitesses 
comme un vecteur proportionnel à la longueur du segment (c;c:). 
La vitesse v£e, est proportionnelle au segment (coc,), où le point © 
définit l'extrémité du vecteur &" de la composante normale des 
vitesses vo, et v... Enfin, la vitesse v<, est proportionnelle au seg- 
ment (CoCe). 

La vitesse de glissement v,, pour l’engrenage extérieur est égale à 


Vel = Vc,cs — a (PoC) = (@1 + &2) (PC), (20.40) 


où (2, est la vitesse angulaire de mouvement de la roue 2 par rapport 
à la roue 1, égale dans le cas de l’engrenage extérieur à Q@ = (w, + 
+ &@2); ©, et w, sont les vitesses angulaires des roues Z et 2 et 
(P,C) est la distance séparant le point d’engrènement C du pôle 
d'engrènement P,, c'est-à-dire du centre instantané de rotation dans 
le mouvement relatif des roues Z et 2. La vitesse vf, est calculée à l’ai- 
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de de l'épure des vitesses : 
ve, =" tg Ps. (20.41) 
(AC) 


où tg BP, — rt la distance (AC) est égale, en vertu des propriétés 


de la développante, au rayon de courbure p, = (40) du profil W,D* 
au point c;,. On en déduit alors ce, : 


AC) 
ve, = QT a 19 Pi = Ori mn (AC) = wp:, (20.42) 


où r, = 0,4 et r. = 0,B sont les rayons des circonférences de base 
des roues 7 et 2. 
De même, la vitesse ve, sera 


B 
Ve, = @ir2 tg Be = @r2 _ — (BC) — 2e, (20.43) 


où p3 = (BC) est le rayon de courbure de profil M,D! au point c.. 
Le coefficient de glissement à, du profil Af,D'° sera égal à 


1, — 0e Aides (UC) (1 _) CT, (20.49) 


n 
Ci O7 P1 l12 P1 


D'une façon analogue, le profil de glissement À, du profil M.D!t: sera 
Je = "ce Outee (PC) (ti) ED, (20.45) 


| Le, Ge Pe 

Lors du calcul des coefficients À, et À,, on doit se rappeler que si 
les roues Z et 2 sont différentes, les dents de la roue plus grande entrent 
en prise i,, fois moins que celles de la roue plus petite. Donc, en 
calculant les coefficients de glissement, il y a lieu de multiplier ou 
de diviser un des coefficients. À, ou À., par la quantité i,.. Parexem- 
ple, si la roue 2 est plus grande que l’autre, on calcule les coeffi- 
cients de glissement À, et À. par les formules 


== (1+2) 60, (20.46) 
__ he __ 1+ige (PoC) {PoC). 9 
2 He He Ps (4 si ri ur pe 059) 


Il convient de porter dans les formules (20.46) et (20.47) la valeur 
absolue du rapport de transmission ë,., vu que la formule (20.40) 
tient compte des signes. 

Dans le cas de l’engrenage intérieur la formule (20.40) devient 


UCrC1 = (@4 — &) (PoC). (20.48) 


De façon respective, les formules des coefficients de glissement 
À, et À. pour l’engrenage intérieur prennent la forme 


ki =(1— —) ra (20.49) 
(4) 20 eos 
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Tête 


à 


Pied 


Fig. 20.17. Diagramme du coefficient de glissement des dents d'engrenages: 
a) de l’engrenage extérieur, b) de l’engrenage intérieur. 


3°. Il ressort des formules (20.46) et (20.47) que les coefficients 
de glissement À, et À, croissent à mesure que la distance (P,C) entre 
le point d'engrènement Cj et le pôle d’engrènement devient plus 
grande et que les rayons de courbure p, et p. des profils deviennent 
plus petits. Dans les points extrêmes À et B de la ligne d’engrène- 
ment théorique (fig. 20.16) les rayons p, et p, s'’annulent, ce qui fait 
que les coefficients de glissement À, et À; sont théoriquement infini- 
ment grands. En comparant les formules (20.46), (20.47) et (20.49), 
(20.50), on s'assure aussi que pour la même valeur du rapport de 
transmission les coefficients de glissement sont plus faibles dans 
l’engrenage intérieur que dans l’engrenage extérieur. 

La figure 20.17 donne les courbes schématiques de variation des 
coefficients de glissement À; et À. La figure 20.17, a montre en abscis- 
se la ligne d'engrènement théorique AB pour les roues à engrena- 
ge exterieur. En ordonnée sont portés les coefficients de glissement 
À, et À,. Les portions des courbes de À, et À, situées au-dessus de l’axe 
des abscisses se rapportent aux sommets des dents, tandis que les por- 
tions des courbes situées plus bas que l’axe des abscisses se rapportent 
aux racines des dents. Si l’on veut éviter des pertes excessives par le 
frottement des profils et diminuer l'usure de ces derniers, il faut que 
la ligne d’engrènement pratique ab (fig. 20.17, a) soit située dans la 
zone des coefficients de glissement relativement faibles (zone hachu- 
rée sur la figure 20.17, a). La figure 20.17, b présente des courbes 
analogues pour le cas de l’engrenage intérieur. La courbe 2 traduit 
la variation du coefficient de glissement À, de la roue extérieure de 
l’engrenage intérieur. 
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$ 94. Quelques notions sur les principes de taillage 
des dents à profils en développante de cercle 


1°. Dans ce paragraphe nous allons passer en revue les modes de 
taillage des engrenages, ce problème étant étroitement lié à la théorie 
de construction des profils de dents. 

Généralement, on obtient les engrenages à développante de cercle 
par taillage sur des machines-outils spéciales, par un des deux pro- 
cédés : 1) taillage par reproduction et 2) taillage par génération. 

Le procédé de taillage par reproduction est basé sur l'emploi d'une 
fraise disque confectionnée d’après les profils de dents dessinés avec 
le plus grand soin (fig. 20.18). Le profil tranchant de la fraise épouse 
la forme de l’entredent. La fraise tourne et se déplace en translation 
dans la direction de la génératrice latérale de la dent. A chaque passe 
de la fraise le long de l'axe de la roue on obtient un entredent. Ayant 
parcouru toute la largeur de l’entredent, la fraise revient à sa position 


se : ; Nr 2 = 
initiale, après quoi la roue à tailler tourne d’un angle t = —, où z 


est le nombre de dents à tailler de la roue,.et l'opération reprend. 
Le procédé de taillage par fraise disque est illustré sur la figure 20.19. 

Le procédé de taillage par génération consiste à imprimer à l'outil 
de coupe et à l’ébauche le mouvement relatif qu’auraient deux engre- 
nages correctement associés. Dans ce cas l'outil de coupe doit re- 
présenter aussi une roue dentée, ou encore une crémaillère. La figu- 
re 20.20 montre un tel outil de coupe en forme de roue, appelé 
outil pignon. L'outil pignon R est animé d’un mouvement de trans- 
lation parallèlement à l’axe zx —zx de l’engrenage à tailler T 
(fig. 20.21). En même temps on imprime à l'outil pignon et à la roue 
un mouvement de rotation avec le même rapport de vitesses angulai- 
res qui aurait lieu si l’outil et la roue se trouvaient en prise. En 
effet l'opération de taillage n'est 
pas continue et se décompose 
en une série d'opérations succes- 
sives, qui consistent dans le 


Fig. 20.18. Fraise disque pour le tail- Fig. 20.19. Taillage par fraise 
lage par reproduction. disque. 
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Fig. 20.20. Taillage de la den- Fig. 20.21. Pour le taillage à l’ou- 
ture intérieure à l'outil pignon. til pignon. 


mouvement ascendant et descendant de l'outil pignon. dans la rota- 
tion de l'engrenage à tailler, etc. Or, tous ces mouvements sont 
rigoureusement coordonnés avec les relations cinématiques définis- 
sant l'outil pignon et la roue comme deux roues dentées en prise. 
Le profil de la dent est alors obtenu comme l'enveloppe de toutes les 
positions de l’arête tranchante de l'outil (fig. 20.22), autrement dit,on 
dirait que l'outil enveloppe la roue. La particularité de ce procédé 
consiste en ce qu’il permet d'obtenir l’engrenage intérieur (fig. 20.20). 

2°. Puisque toute roue dentée peut être associée à une certaine 
crémaillère (voir $ 91, 4°), l'outil en forme de roue peut être remplacé 
par un outil crémaillère. La crémaillère effectue un mouvement de 
va-et-vient vertical parallèlement à l’axe de la roue à tailler 
(fig. 20.23). L'’ébauche est animée d’un mouvement double dans le 


Profil de /a 
ent de la roue 


UN 


LR 
ai 
SR 
s à 
e 


Fig. 20.22. Positions relatives successives de Fig. 20.23. Taillage à l'outil 
la dent de l’outil pignon pendant le taillage. crémaillère. 
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_… Positions relatives 
de l'outil crémail/ere 


_-"ÿoue à bille, 
er os 


Fig. 20.24. Positions successives en dents de l'outil crémaillère pendant le 
taillage. 


plan horizontal : elle tourne autour de son axe et se déplace en même 
temps le long de la crémaillère (fig. 20.24). Le mouvement de l’ébau- 
che est dorc celui de la roue dentée par rapport à la crémaillère, ce qui 
constitue le principe de taillage par génération. Cette opération s'ef- 
fectue sur des machines-outils spéciales. 

3°. Au lieu de l'outil crémaillère on emploie aussi une fraise 
hélicoïdale. dite fraise mère, dont le profil dérive de celui de la 
crémaillère (fig. 20.25) En effet, la section de la fraise mère par un 
plan contenant l’axe de la fraise donne une crémaillère (fig. 20.26). 
On obtient donc le profil de la fraise mère en déplaçant la crémail- 
lère suivant une hélice d’inclinaison constante y qui ne dépasse pas 
généralement 5°. 

Si la fraise est à simple filet, pendant chaque tour de la fraise 
autour de son axe l’ébauche tourne d'un angle capable d’une dent et 
d'un entredent. Tout en tournant, la fraise mère effectue un mouve- 
ment d'avance (en translation) parallèlement à l'axe de la roue. 
L'opération de taillage est illustrée sur la figure 20.27. La fraise est 
fixée dans le plan de la roue sous un angle + égal à l'inclinaison 
(fig. 20.26). 

L'examen du procédé de taillage par génération montre qu'il est 
basé sur les propriétés d’engrèenement du pignon et de la crémail- 
lère ou de deux roues. 

49. Le procédé de taillage 
particulièrement répandu 
actuellement est le taillage 
dit par coulage. L'outil en 
est la molette (fig. 20.28). 
Supposons que la molette 
soit pourvue de zx dents de 
module m. On demande de 
tailler l’ébauche de façon à 
| obtenir une roue dentée à z, 
Fig. 20.25. Fraise mère. dents de même module. Pour 
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Fig. 20.26. Section axiale de la Fig. 20.27. Taillage à la 
fraise mère. fraise mère. 


y arriver, on doit assurer le mouvement relatif de la molette et de 
l'ébauche avec un rapport de transmission égal à 


Ér.m = — Or/Om = — Zm/2r; (20.51) 


où wr et &m sont les vitesses angulaires de la roue à tailler et de la 
molette. Si le matériau de l’ébauche est suffisamment élastique, la 
molette produira par laminage (ou par roulage) sur l’ébauche le 
nombre désiré de dents de module m. Du point de vue de la cinéma- 
tique, il est possible d'immobiliser une des roues, l’autre roulera 
alors autour de la première, ou de faire 
tourner les deux roues à condition que 
leurs vitesses angulaires vérifient la 
condition (20.51). Le procédé de tail- 
lage décrit est réalisable à froid ou à 
chaud, selon les propriétés plastiques 
du matériau de l’ébauche. On obtient 
actuellement par ce procédé les engre- 
nages de petit module. L'avantage de 
cette méthode consiste en ce que la 
même molette permet d'obtenir des 
roues de même module m ayant le nom- 
bre de dents voulu. Il suffit pour cela 
que soit vérifiée la condition (20.51). 

5°. Enexaminant les différents pro- 
cédés de taillage des engrenages à dé- 
veloppante de cercle on voit que le 
profil de la dent se compose toujours de 
deux parties : la développante de cercle Fig. 20.28. Taillage par roulage. 
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et la courbe de raccordement, dite congé, qui relie la développante à la 
circonférence de pied. Dans un engrenage bien conçuet exécuté la sur- 
face active de la dent, c’est-à-dire la partie du profil laquelle entre en 
prise avec la roue associée, se situe toujours sur la partie en dévelop- 
pante du profil. Le tracé de la courbe de raccordement n’exerce aucu- 
ne influence sur la transmission du mouvement. Toutes les relations 
théoriques se simplifient considérablement quand le taillage est effec- 
tué par un outil crémaillère tracé en crémaillère normalisée, la partie 
en développante de la dent obtenue étant cependant sans rapport avec 
le genre d'outil de taille employé. Si l’on utilise un outil-pignon, et 
à plus forte raison si cet outil présente un degré d'usure inégal, on 
risque d’avoir le rayon de pied de la roue et la forme du raccordement 
quelque peu différents de leurs valeurs théoriques calculées d’après 
la crémaillère. Or. la variation de ces paramètres n'affecte pas la 
qualité de l’engrenage et ne dépasse généralement pas les limites de 
la tolérance. La côte du rayon de pied indiquée sur le dessin ne doit 
être considérée que comme une valeur de référence. 

Cette même méthode convient également à l’engrenage intérieur, 
bien que la crémaillère ne puisse engrener avec une roue à denture 
intérieure, car elle doit se trouver à l’intérieur du contour de la dent 
de la roue. On peut cependant établir les entredents en partant de 
leur engrènement théorique conventionnel avec l'outil crémaillère. 


$ 95. Interférence des dents 


1°. Lors du taillage par génération, il arrive parfois que les têtes 
des dents de l'outil s'engagent dans les racines des dents de la roue 
à tailler. Ce phénomène, appelé interférence. conduit à l’amincisse- 
ment des racines des dents de la roue (fig. 20.29). L'interférence rend 
les racines des dents moins résistantes. En outre, une partie de la 
développante constituant le profil du pied de la dent se trouve cou- 
pée. L’interférence est donc à éviter lors du taillage. Considérons les 
cas où il y a lieu l’interférence. 

Le phénomène d'’interférence tient à ce que la développante est 
limitée à une de ses extrémités par un point initial situé, comme on le 
sait, sur la circonférence de base. 

Figurons-nous la mise en prise de 
deux développantes fixées par deux cir- 
conférences de base tournant autour de 
deux centres fixes O, et O, (fig. 20.30). 
L'engrènement étant continu, le point 
de tangence se déplacera suivant une 
des développantes en s’éloignant du 
point initial. Au contraire, quant 
à l'autre développante, le point de tan- 
gence se déplacera tout en s'approchant 
Fig. 20.29. Roue dentée à ra- AU point initial. Au cours de la rota- 

cines de dents amincies. tion continue des circonférences de base, 
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le point de tangence vient se 2 
confondre, à un certain mo- —— <— — 


ment, avec le point initial de Ai ? Ÿ © 
l'une des développantes, ce / , We 
qui aura lieu au point B de Le Z 


. 5 / Le y 
NS Y ZX 
MP Q | 


la ligne d’engrènement théo- 
rique À B. Une telle position 
relative de deux dévelop- 
pantes considérées consti- 
tue une limite au-delà de la- 
quelle l’engrènement des dé- 
veloppantes cesse d'exister. 
En effet, si la rotation des 
circonférences de base se 
poursuit, les deux courbes 
en prise auront comme point 
commun le point initial de 
l'une d'elles (point b sur la 
figure 20.30). Dans ce cas la Fig. 20.30. Pour l'étude de l'interférence des 
normale commune NW, —N, dents. 
ne passera plus par le pôle 
d'engrènement P,; par conséquent, le rapport de transmission éta- 
bli précédemment par le couple de développantes en prise changera 
en devenant variable. Ainsi, la loi fondamentale d'engrènement n'est 
plus vérifiée au-delà des limites de la ligne d'engrènement théorique. 
2°. Nous venons de considérer l'engrènement de deux profils en 
développantes de longueur indéfinie. Pratiquement, quand on con- 
sidère deux engrenages associés, le profil des racines des deux dents 
en prise, dont les hauteurs sont limitées, n’est pas tracé en dévelop- 
pante à l’intérieur des circonférences de base. Supposons par exemple 
que le profil de la racine de dent de la roue 2? (fig. 20.30) ne soit pas 
tracé en développante mais suivant une droite M,0, allant du point 
initial M, vers le centre O.. Au cours du mouvement de la roue 1 
par rapport à la roue 2 le sommet de la dent (le point A7) décrit une 
courbe y qui coupe les parties en développante et en droite indiquées 
de la racine de la dent. Si la rotation des roues Z et 2 commence à par- 
tir de la position montrée sur la figure, les dents, apres avoir tourné 
d’un petit angle, se coinceront inévitablement. Si la roue 7 est 
l'outil, son point M viendra couper la partie de la dent de la roue 2 
hachurée sur la figure 20.30, en supprimant une partie de profil 
en développante. La racine de dent de la roue taillée s'en trouvera 
ainsi affaiblie. 

Par interférence, on entend en théorie des engrenages l'intersection 
entre la trajectoire de mouvement relatif du sommet de dent d'une 
roue avec la partie de profil en développante de la dent de la roue 
conjuguée. 

On conclut de ce qui précède que, pour que l'engrenage en déve- 
loppante soit réalisable, il faut que le point d'’intersection de la nor- 
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male avec la circonférence de tête de l'outil pignon ne soit pas situé 
au-delà du point B, c’est-à-dire du point matérialisant la limite de 
la ligne d’engrènement théorique 4B. Quand la hauteur des dents 
est trop grande, il y a risque d’interférence. Etant donné que les di- 
mensions des dents de l’outil-pignon sont normalisées et que les dents 
des outils-pignons, pour le même module, sont de même hauteur, les 
autres conditions étant égales d’ailleurs, la possibilité d’interféren- 
ce est définie par la position du point B sur la normale N — N 
(fig. 20.30), c'est-à-dire par les dimensions de la roue 2 et, par suite, 
par le nombre de ses dents. 

3°. Considérons maintenant le problème du nombre minimal de 
dents Zmin pour lequel l’interférence n'aura pas lieu. A cet effet, 
considérons le cas limite où les circonférences de tête passent par les 
points extrêmes À et B de la ligne d'engrènement théorique 
(fig. 20.30), c'est-à-dire quand toute la ligne d'’engrènement éven- 
tuelle est active. Admettons que le nombre de dents de l'outil-pignon 
(roue d’engrenage) soit plus grand que celui de la roue à tailler 
(pignon d'engrenage). 

Si la roue 2 est le pignon, le rayon limite Rt+1 de la circonférence 
de tête de la roue génératrice Z pour lequel l’engrènement s'opère 
sans interférence (voir $ 89, 3°) sera égal à 


Ru—=0:B=—R;+7ym, (20.52) 
où x'm est la saillie hk’. La distance O,0,, ou l'entraxe des roues, est 
0,0: = R, + R,; enfin la perpendiculaire O,B est 

O0,B = R, cos a. (20.53) 
On a dans le triangle O,0.B: 
(0,B)* = (0,0,)° + (0,B)° — 2 (0,0,)(0,B) cos «. 


En substituant à (0,B), (0,0) et (0.B) leurs valeurs tirées des 
égalités (20.51) à (20.53), on reçoit après quelques transformations 


élémentaires : 
k VÉ+ it 1)sine+i 
Rime 2 —Gifsne (20.53) 


La formule (20.54) permet de déterminer le plus petit nombre de 
dents Zmin Pour le pignon d'’engrenage extérieur. 
Pour l’engrenage intérieur, la formule (20.54) devient 


: V'i+(4—2i) sin? & +i : 
Z2 — émin — L—— Gi sms — . (20.55) 


Enfin, pour l’engrenage pignon et crémaillère, c'est-à-dire pour 
i = ©,0na 


(20.56) 


446 


On ne doit pas oublier que dans les équations (20.54), (20.55) le 
rapport de transmission i est toujours une grandeur égale ou supérieu- 
re à l'unité. 

Les formules (20.51), à (20.56) conviennent tant aux dentures nor- 
males avec y — 1 qu’aux dentures basses, qui ont le y inférieur 
à l'unité. 

Il ressort de ces formules que zm;n est d'autant moins grand que le 
coefficient de saillie 7 est plus petit et que l’angle d’engrènement « 
est plus grand. 

Les équations (20.54) à (20.56) se prêtent à l'écriture au moyen 
des nombres de dents z, et z. des engrenages Z et 2. A cet effet, on 
exprime À, et À. par les nombres de dents z, et :., R, = mz,/2 et 
R; = mz2/2. 1] vient alors 


(442% = (142) + cos a —2(+2)zcos a. (20.57) 


Chassant les parenthèses et procédant à quelques transformations 
bien simples, on reçoit 


zi sin? a—4X"° 


A TL — 229 Sin2@ ° 


(20.58) 

La formule (20.58) montre que le plus petit nombre de dents z, du 
pignon assurant la non-interférence dépend de l’angle d'engrène- 
ment « et du coefficient de saillie +’. 

Choisissant les angles d’engrènement & plus grands et les coeffi- 
cients x’ moins grands, on arrive à obtenir des roues qui, bien que 
possédant un nombre de dents z, petit, ne présentent pas d'interfé- 
rence. On le fait grâce à l’augmentation de l’angle d’engrènement 
normalisé & — 20° jusqu’à &« —22°,5 et à l'emploi des dentures 
basses avec %° — 0,8. 

Pour les roues normales, à angle d’engrènement &« — 20° et à coef- 
ficient x’ — 1, la formule (20.58) se présente comme suit : 


Hem — (20.59) 


Puisque ci-dessus nous avons choisi comme outil-pignon la roue J, 
z, doit toujours être inférieur à 2, : 2,  z,. Le plus petit nombre de 
dents z, du pignon 2 vérifiant l'inégalité (20.59) et la condition 
Ze 2, St z2 = 13. Le nombre de dents z, de la roue est dans ce cas 
Ze © 17. Il résulte en outre de l'inégalité (20.59) que si z — 17. le 
nombre de dents z, de la roue peut être quelconque, z; > 17, sans 
qu'il y ait interférence ou coincement. 

Le phénomène de coincement, s'exprimant par l’enfoncement du 
sommet de dent de la roue dans la racine de dent du pignon, peut 
avoir lieu aussi dans un engrenage intérieur. Pour les engrenages 
normaux en prise intérieure, les formules de calcul du nombre de dents 
z, de la roue sont analogues aux formules (20.58) et (20.59) : 


25 sin2a—4%'? 


H— 22e Sin? & — 4 


(20.60) 
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et 


>. (20.61) 


Il ressort de la formule 
(20.61) que le plus petit 
nombre de dents z, du pignon 
est z: — 17, la roue devant 
alors avoir un nombre de 


LL. dents égal à z, — o,ce qui 
12 signifie que la roue devient 
7 une crémaillère. 


Fig. 20.31. Interférence spéciale de l’engre- Le tableau 6 permet de 
nage intérieur. choisir les nombres de dents 


d’engrenages de façon à 

éviter l'interférence ou le coincement. 
Les calculs d’après la formule (20.61) sont faits jusqu’au nombre 
de dents z; — 26, car si le nombre de dents z, est supérieur à 26, 
l'engrenage intérieur risque de présenter une autre interférence, non 
moins dangereuse, lorsqueïle sommet de dent du pignon s’enfonce dans 
celui de la roue en dehors de la zone d’engrènement (fig. 20.31). Les 
zones d'’interférence montrées sur cette figure sont hachurées. Sans 
déduire la formule de calcul du nombre de dents pour lequel l’inter- 
férence n’a pas lieu, nous citons dans le tableau quelques renseigne- 
ments supplémentaires pour le choix des nombres de dents si z > 26. 
Il ressort de la formule (20.56) que pour les dentures normales avec 
a = 20° et x’ = 1 le pignon associé à la crémaillère aura le nombre 

de dents z: = 17. 

Tableau 6 


Engrènement extérieur Engrènement intérieur 


13 
14 


15 


16 
17 et plus | Quelconque 27 à 79 
80 et plus 


$ 96. Calcul des dimensions principales 
des engrenages taillés par génération 


1°. Les formules du $ 89 définissant les dimensions principales 
des engrenages sont établies sous réserve que le module normalisé 
corresponde aux circonférences primitives confondues avec les cir- 
conférences de division. Or, cette condition impose toute une série 
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de restrictions qui rendent difficile la conception des transmissions 
par engrenages. Tel est le cas, par exemple, du choix du nombre de 
dents de la roue. Nous avons déjà signalé que la réduction du nombre 
de dents rend les engrenages moins onéreux, moins encombrants, etc. 
D'autre part, cette réduction peut aussi entraîner de l'interférence, 
accentuer l'usure des surfaces en contact, et ainsi de suite; il s’en- 
suit que. si l’on est contraint d’avoir, pour des raisons quelconques, 
un petit nombre de dents, on modifie quelque peu les dimensions de 
la roue. En le faisant. on cherche surtout à améliorer les conditions de 
travail des roues dentées, dont les dimensions s’écartent des valeurs 
théoriques indiquées dans le $ 89. 

Il a été indiqué ci-dessus qu'en variant divers paramètres des 
roues dentées, tels que module m, coefficient de saillie y”, angle 
d’engrènement «@, etc., on peut obtenir des roues présentant de diffé- 
rentes relations entre les dimensions des dents. A ce titre, signalons 
la denture appelée denture raccourcie ou « basse », qui a le coefficient 
x’ égal à 0,8 et le coefficient 4” égal à 1. La dent « basse » a donc la 
saillie k’ — 0,8 m, et le creux À” — m. La hauteur de dent sera alors 
1,8 m au lieu de 2,2 m. Il s'ensuit la diminution du rapport de con- 
duite & ; on augmente quelquefois l'angle d’engrènement &. Comme le 
montre la formule (20.58), plus l'angle d’engrènement «& est grand, 
moins le nombre de dents z, du pignon 2 peut être élevé. C’est ce qui 
explique l’abandon de l’angle d'engrèenement ancien & = 15° et l'adop- 
tion du nouvel angle d'engrènement à = 20 à 22,5". 

11 y a des cas où l’on varie à la fois la hauteur de dent et l'angle 
d'engrènement. 

2°. La plupart des engrenages étant taillés actuellement par la 
méthode de génération, la façon la plus simple d'obtenir les para- 
mètres désirés de la denture consiste à donner à la roue à tailler 
(ébauche) une position convenable par rapport à l'outil de taillage 
(crémaillère) ou à la fraise mère. 

En étudiant le taillage par génération à l’aide de l'outil cré- 
maillère ou de la fraise mère ($ 94), nous avons vu que la section de 
ces outils par un plan perpendiculaire à l’axe de la roue à tailler et 
contenant l’axe de la fraise mère donne le profil d'une crémaillère. 
Cette crémaillère (outil crémaillère), appelée crémaillère de référence, 
présente la denture de dimensions normalisées et assure un engrène- 
ment sans jeux. 

La crémaillère normalisée est représentée sur la figure 20.32. La 
droite sur laquelle l'épaisseur de dent a” est égale à la largeur d’en- 
tredent a” 


la 
l'o 


(20.62) 


est appelée droite de référence ou droite de module de la crémaillère. 

La dent de la crémaillère de référence a la saillie et le creux de 
même hauteur, k’ — h” = y’m. La hauteur y’m est augmentée 
d’une quantité cm, nécessaire pour produire un évidement de pro- 
fondeur convenable au fond de l’entredent. Cette profondeur est 
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Fig. 20.32. Crémaillère normalisée. 


généralement cm — 0,25 m, c'est-à-dire qu'on prend le coefficient 
c — 0,25. Le raccordement de la partie rectiligne du profil de la 
dent avec la droite de tête est un arrondi de rayon p = 0,38 m. 

Au cours du taillage d’un engrenage normalisé la droite de module 
doit rouler sans glissement sur la circonférence primitive de la roue 
à tailler, cette dernière ayant, de même que la crémaillère, l’épais- 
seur de dent égale à la largeur de l’entredent. 

La partie de la crémaillère limitée par la saillie h’, le creux h»” et 
les portions rectilignes des dents s'appelle contour initial de la cré- 
maillère. Ce contour est hachuré sur la figure 20.32. La partie en 
développante de la dent de la roue à tailler n'est générée que par le 
contour initial, tandis que la partie de la dent supérieure au contour 
initial forme le congé (voir $ 91, 20). Dans la suite, nous allons étu- 
dier la formation du profil de la dent de roue par l'action du profil 
initial de la crémaillère sur la roue. 

Comme nous l’avons indiqué plus haut, le taillage par génération 
s'effectue par le roulement de l’outil (crémaillère) sur la centroïde 
de l’ébauche. Si l’on coupe les dents de la crémaillère par des droites 
parallèles à la droite de tête (fig. 20.33), toutes les distances ab. 
ab’, a”b”, etc. seront égales au pas de la denture (ft — sm). On 
prendra donc une de ces droites comme droite primitive de l'outil 
crémaillère, droite qui, au cours de la génération, roule sans glisser 
sur la circonférence primitive de la roue. La largeur de l’entredent et 
l'épaisseur de la dent seront alors différentes, selon qu'on ait choisi 
comme droite primitive telle ou telle des droites ab, ab", a”b", ... 
Il est évident que la largeur d’entredent et l'épaisseur de dent seront 


Fig. 20.33. Pour le choix de la droite primitive de la crémaillère pour le taillage. 
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Fig. 20.34. Variation de l'épaisseur de la dent en cas de changement de position 
relative de la crémaillère. 


égales si l'on choisit comme droite primitive la droite de module 
qui divise la hauteur de dent À en deux parties égales. Ce cas d’engrè- 
nement pignon-crémaillère est illustré sur la figure 20.34 (position 7). 
On voit sur la figure la crémaillère en position 7 etle profil M,D*° 
de la dent de roue taillée par la crémaillère. L’épaisseur de dent de 
la roue mesurée sur la circonférence primitive est égale à la largeur 
d’entredent de la crémaillère mesurée sur la droite primitive. Si 
l’on déplace la crémaillère de la position Z à la position ZJ, la lar- 
geur d'’entredent sera plus petite que l'épaisseur de dent, le profil 
de la dent étant tracé suivant la même développante mais légèrement 
agrandi. Le dessin montre qu’à mesure que la crémaillère est dépor- 
tée du centre de la roue à tailler, le point b de la ligne pratique 
d’engrènement passe au point b’ et le risque d’interférence diminue. 
La dent obtenue a les dimensions mesurées sur la circonférence primi- 
tive plus grandes qu'auparavant. Ainsi, la développante ne change pas 
quand la crémaillère est déportée. 

Si le déport de la crémaillère est nul, on dit que les roues sont 
à denture normale (roues nulles). Si la crémaillère est déportée vers 
l'axe de la roue à tailler, la denture est dite à déport négatif (roue 
négative). Si le déport a lieu loin de l’axe de la roue à tailler, la 
denture est à déport positif (roue positive). 

La circonférence sur laquelle roule, lors du taillage de la roue, 
la droite choisie de la crémaillère s'appelle circonférence primitive de 
taillage ou circonférence de division de la roue (fig. 20.34). De cette 
façon, la circonférence primitive de taillage de la roue peut ne pas 
coïncider avec la circonférence primitive de la roue dans le cas 
général. Il est à noter que le déport de la crémaillère ne fait pas va- 
rier le rayon r de la circonférence de base. 

3°. La non-coïncidence de la circonférence primitive de taillage 
avec la circonférence primitive de la roue n’empêche pas la réalisa- 
tion du rapport de transmission désiré. Cette condition résulte de 
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la propriété fondamentale de l'engre- 
nage à développante, examinée au 
$ 90, 5°, suivant laquelle la variation 
de l’entraxe 0,0, (fig. 20.11) n’influe 
pas sur le rapport de transmission i,:, 
parce que ce dernier représente le 
rapport des rayons r, et r, des circonfé- 
rences de base (voir la formule (20.27)). 
- Deux roues à profil de dents en dé- 
veloppante de cercle peuvent donc être 
assemblées malgré la différence de 
l'entraxe. La variaton de l’entraxe ne 
fait varier que la position du pôle d’en- 
grènement P,;et la valeur de l'angle 
| ne | d’engrènement «. On en tire une autre 
Fig. 20.35. Position relative de conclusion qui consiste en ce que pour 
l'outil crémaillère en cas de tail- d  dével tes d ] 
lage de la denture corrigée. eux roues à développantes de cercle 
les valeurs des rayons des cercles pri- 
mitifs ne se définissent qu'après l'assem- 
blage de ces roues. Cette propriété permet de mettre en prise deux 
roues quelconques taillées avec le même outil crémaillère. 
4°. Comme on l’a indiqué plus haut, les constructeurs d’engre- 
nages ont affaire à un problème très important, qui consiste à éviter 
l'interférence, à accroître la résistance des dents et à diminuer l’usu- 
re par un choix judicieux des profils. La valeur du déport absolu b 
(fig. 20.35) de la crémaillère génératrice, mesurée généralement en 
fractions de module, se calcule par la formule 


b — Em, (20.63) 


dans laquelle Ë est un coefficient appelé déport relatif ou facteur de 
correction de la denture. 

En pratique. on rencontre le plus souvent les combinaisons sui- 
vantes de roues associées, qui forment les transmissions (engrenages) 
suivantes : 

1) engrenage nul, lorsque les deux roues sont taillées sans déport, 
ou bien une roue est positive et l’autre est négative, le facteur de 
correction E étant le même pour les deux roues, c’est-à-dire qu’une 
roue a le déport de denture positif et l’autre le déport négatif égal 
en valeur absolue au premier (compensation des déports) : 

2) engrenage positif : 

a) roue nulle et roue positive; 

b) roue positive et roue négative (à facteurs E inégaux mais avec 
la somme positive des déports). 

Les autres combinaisons de roues sont rares. 

5°. Cherchons maintenant la relation entre le facteur de correc- 
tion E de la crémaillère et le nombre de dents que cette crémaillère peut 
tailler sur la roue. Admettons que la crémaillère soit placée en posi- 
tion 7 (fig. 20.36). Dans ce cas la droite de tête de la crémaillère coupe- 
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ra la ligne d'’engrènement 


: ; s W 
N — N au point B”; et il y no _ 
aura interférence des dents de Fm N PR 2 5 
la roue. Déportons la crémail- TN TT À 
Jère en position 2, tout en con- RUE PEL T7 


de telle façon que la droite de 
tête passe par le point limite B LA 
de la ligne d'engrènement 
théorique. L’interférence s’en | 


servant la position du pôle P:, ES A È ER 


trouvera supprimée, et le 4 
nombre minimal de dents z,in ° 
à tailler se calculera par la CA 


formule (20.56) : 
5min--2Y//sin?@. (20.64) 


Déportons la crémaillère om 
encore plus loin de l’axe de la 
roue, de la valeur Em, jusqu'en Fig. 20.36. Pour l’étude de l’interférence 
position 3. La droite de tête des dents. 
passera alors par le point B’,et 
l'on pourra tailler, sans risque d’interférence, un nombre de dents 
z moindre que le nombre z,,, calculé par la formule (20.64). 
Etablissons la relation entre z,5, z, x’ et E. Etant donné que le 
pôle d’engrènement P, n’a pas changé de position lors des déplace- 
ments de la crémaillère, il découle de la figure 20.36 qu'après le 
déport la circonférence de base aura comme centre le point d'inter- 
section ©, de la perpendiculaire en B” à la ligne d’engrènement avec 
la droite P,0. Par similitude des triangles on a 


Poc  OB 


Po OB' 


Puisque Pic—yx'm, P,c'—x m—Em, 


OB — OP, cos &o = pin cosæ et O,B' —O,P, cos ap — __ COS Œp, 


on a 
. Tan Rs ue Es: =. 
D'où 
5-1 Em, (20.65) 


en caälculant z,,, par la formule (20.64). 
Pour l'angle d'engrènement &, — 20° et le coefficient y’ = 1,ona 


Zmin = 17 ; (20.66) 
pour l'angle d'engrènemerit &«, — 20° et 4’ — 0,8 on a 
Zmin = 14, (20.67) 
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x = 1ona 
Zmin = 30. (20.68) 


Pour l'angle d’engrènement 
normal &n —= 20° et le coefficient 

x —=1. en utilisant les formules 
(20. 65) et (20.66), on obtient l’ex- 
pression suivante pour le facteur 
de correction E: 


ft et pour l'angle «&, = 15° et le 


t— =. (20.69) 


La formule (20.69) fournit la 
valeur de déport de la crémail- 
lère nécessaire au taillage du 
nombre de dents désiré sans aucu- 
ne interférence pour l'angle d’en- 
Fig. 20.37. Pour la détermination de &rènement aç—20" et le coeffi- 

paisseur de la dent mesurée sur la  Cient 4 — 1. 
circonférence de division. Actuellement, on tolère dans 
les calculs pratiques une légère 
interférence se traduisant par l'enlèvement d'une faible portion de 
la développante, et l'on emploie souvent la formule 


14—: ” 
= —. (20.70) 


6°. Passons à la détermination de certaines dimensions fondamen- 
tales des dentures déportées. Commençons par l’épaisseur de la 
dent. Sur une roue nulle à £ = 0 l’épaisseur a’ de la dent (fig. 20.37) 
mesurée sur la circonférence primitive est égale à 
t am 


a 5-7 (20.71) 


et correspond à la largeur de l’entredent de la crémaillère mesurée 
sur la droite roulant sur la circonférence primitive de taillage (circon- 
férence de division), qui se confond en l'occurrence avec la circon- 
férence primitive de la roue. Effectuons un déport de la crémaillère 
d'une valeur de Em suivant l'axe x — x. Cette nouvelle position est 
montrée en trait pointillé sur la figure 20.37. L'épaisseur de dent (la 
largeur d’entredent) mesurée sur la circonférence de division sera 
alors égale à 

aa — a’ + 2Aa. (20.72) 


Après le déport de la crémaillère le point B viendra en B° et le 
point C en C’. Il est évident que les segments BB” et CC” sont égaux, 
c'est-à-dire que BB' — CC’ — Em. Dans le triangle rectangle 


B'C'Con a + — tg &, où &, est l'angle d’engrènement adopté 
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Fig. 20.38. Pour la détermination de Fig. 20.39. Pour l'établissement de la 
l'épaisseur de la dent mesurée sur formule de l’angle d’engrènement de 
une circonférence de rayon arbitraire. montage. 


ors du taillage (généralement égal à 20°), ou, puisque B'C = Aa et 
que CC’ = Em, 
Aa = Em tg &. (20.73) 
Etant une grandeur algébrique, la valeur de déport Em peut 
être affectée de signe positif ou négatif. Portant l'expression obtenue 
dans l'égalité (20.72) et tenant compte de (20.71), on reçoit 


ay =m (5 +2Ætga) : (20.74) 


L'épaisseur de dent a;, mesurée sur n'importe quelle circonfé- 
rence de rayon R; (fig. 20.38 et 20.39), se définit à partir des condi- 
tions suivantes. La somme des angles 6; et y; est 8: + Vi: = Va + 
+ Ya, d’où, en remarquant que 
: ad 
MR À WT 
l'on obtient 


ai aq 
Diton, dat rs: 
Ensuite, étant donné que 
0 — inva; et Va —= inv &, 


en vertu de la formule (20.24), il vient 


’ 


a . a . 
: IR; +invaæ; — TRc + inv &o;, (20.75) 
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d'où 


2. 
a; -2R; (52 + inv &o— inv &;). (20.76) 


Remplaçant dans (20.76) ag par l'expression (20.74), on obtient 
en définitive 


ai — m RL (5 + 2Etg %) + 2R; (inv æ— inv @;). (20.77) 
où l'angle a; se calcule par la condition cos &; == r/R; (fig. 20.38). 


A l'aide de la formule (20.77) on détermine l'épaisseur de dent 
sur une circonférence de tout rayon donné R;. 

Les formules (20. 76) et (20. 77) permettent de vérifier si la dent. 
n’est pas pointue, c'est-à-dire si les flancs de la dent ne se coupent 
pas au point D (fig. 20.38). Sur la circonférence de pointe (fig. 20.38) 
l'épaisseur de la dent est égale à zéro. On doit donc poser dans l’éga- 
lité (20.76) a; — 0, R; — R;:, où R, est le rayon de pointe, et 


inv a; = inv &än — On (fig. 20.38). On reçoit alors l'équation 
aq + 2R4V4 — 2Rà8) = 0, d'où 
8, -- dà + 2RaŸd 


2Raq ° 


Comme 8, = inv & p. il suffit de calculer l’angle « ;, pour déterminer 


lé râÿon dé pointe R, par la condition R,, — es 


De façon générale, l'épaisseur de dent mesurée sur la circonférence 
de pointe ne doit pas être inférieure à 0,25 à 0,3 m. Cherchons l'angle 
d’engrènement Geng des roues à dentures déportées. Cet angle ne 
coïncide avec |” angle d’engrènement &; que sur les roues nulles. La 
valeur de cet angle se cherche en partant des conditions suivantes. 

En vertu de la formule (23. 74) les épaisseurs de dents a; et a, 
des roues et 2 (fig. 20.39) mesurées sur les circonférences primitives 
sont égales à 


a; —2R: (rar + inv &— inv Genx ) » | 
(20.78) 


a, = 2R; H Iinv &—inv Gens ) ), | 


Te 


où 4, et a sont les épaisseurs de dents des roues 7 et 2 mesurées 
sur leurs circonférences de division de rayons Ra et Ru. 

Puisque, dans un engrenage sans jeu, l’é épaisseur de dent mesurée 
sur la circonférence primitive d'une roue est égale à .la largeur d'en- 
tredent de l’autre roue et que 


aj+a; 1" - Re, (20.79) 
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en portant dans (20.79) au lieu de a; et de a; leuts valeurs tirées des 
formules (20.78), on reçoit 


agi - - 
= 2R; (+ INV Go — Inv Gex ) + 


4 
fa2 


+ 2R, (54 inv &—inv Gen ) . (20.80) 


æ 
on 
L 1 


Remarquant que R. —R, = et Rye = Ru =, après quelques 
transformations, on résout l'équation (20.80) par rapport à inv œen, : 
(aÿs +442) 1 —27Ra: 

2Rq1 (21 + 29) 
Portant dans la formule (20.81) les valeurs de ai, et de ag calculées 
par la formule (20.74) 


au m(++2igæ), as-m (+280) 


+- inv &. (20.81) 


INV Leng _ - 


et la valeur de À, égale à 


Ra — m=s 
on obtient définitivement 


HE + inv ag (20.82) 


L'analyse de la relation (20.82) montre qu'avec l’augmentation 
du déport total £, + £, l’angle d'engrènement de montage croît 


inv Lens ne 


également. 
J] ressort aussi de la formule (20.82) que dans le cas de l’engrenage 
nul, avec £, = E, — 0 ou E, ——E,, 


on a toujours 

INV Geng —= INV os donc Geng — %o- 
L'’entraxe À (fig. 20.40) des roues 

à dentures déportées sera 


A --003:- OiPo+ OP: TE 


COS Geng 


Puisque pour les roues à angle d'’en- 


greénement &, l’entraxe A4, — Te : 
CUS &p 
on a donc À — 4, EH _ d'où, en se 
COS eng 
rappelant que 
LT PRE Fig. 20.40. Pour la détermina- 
As: D (51 22) tion de l’entraxe des roues. 
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{voir $ 89, 3°, formule (20.15)), on déduit en définitive 
COS 
COS Geng | 


Les rayons des circonférences de tête R:, et R.. des roues J et 2 
ont pour équations 


À = _. (1 + 2) (20.83) 


Ru = A4— Rao—Em+ym, (20.84) 
Rs =A— Ray — Em y'm. (20.85) 


Les rayons des circonférences de pied R,; et R,. des roues J et 2 
ont pour équations 


R1= Ras — x m+Em—cm, (20.86) 
Rp =Ry—Yym+Em— cm, (20.87) 


où c — 0,25 est le coefficient du jeu radial. 

Le calcul du rapport de conduite peut se faire d’après une formu- 
Je analogue à (20.38), en adoptant cependant la valeur du pas primi- 
tif {, en raison du déport de la denture, égale à 


__ Am cos & 
COS eng 


De façon respective l'angle &, dans (20.38) sera adopté égal à œeng- 
Donc, la formule de calcul du rapport de conduite £# des roues à 
dentures déportées se présentera comme suit : 


CV RÉ +V Rio —r5— 4 sin &eng 


Jun COS eng 


(20.88) 


Par analogie aux cngrenages extérieurs, on peut aussi réaliser la 
denture déportée sur les engrenages intérieurs, en déportant l'outil 
pignon. Les formules pour le calcul des paramètres d’un tel engre- 
nage peuvent s'établir après l’étude de la géométrie de l’engrenage. 

1°. L'étude de la théorie des engrenages à dentures déportées mon- 
tre que le déport exerce une influence sur différents paramètres 
géométriques de l’engrenage : les dents deviennent plus épaisses, les 
rayons de courbure des profils des dents augmentent, la ligne d’engrè- 
nement pratique se déplace par rapport au pôle d’engrènement, les 
coefficients de glissement spécifique des dents varient. etc. Tous 
ces facteurs influent sur la robustesse et l'usure des dents, sur le 
fonctionnement doux de l’engrenage, etc. Le choix de telle ou telle 
valeur de déport est guidé par le rôle que l’engrenage aura à jouer, 
par les conditions de son fonctionnement, par les charges imposées 
à ses éléments, etc. Ces problèmes sont traités en détail dans les 
monographies spéciales. On y trouve aussi les renseignements sur 
la géométrie des roues taillées à l’outil-pignon et. en particulier, sur 
la géométrie de l’engrenage intérieur. 

Exemple 1. Chercher le déport b — Em à faire subir à la crémail- 
1ère (fig. 20.35) pour le taillage d’une roue à z — 10 dents de module 
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m — 10 mm. L'angle d'engrènement de la crémaillère &,y — 20°. Le 
coefficient de saillie de la crémaillère 4° = 1. 


On calcule le facteur de correction de denture par la formule 
(20.69). On a 


17 17 17° 
La valeur de b se calcule par la formule (20.63). Il vient 
b=Em— © 4,12 mm. 


Exemple 2. Déterminer les se fondamentaux de l'engre- 
nage propres à assurer la non-interférence des dents du pignon. 
Les données pour le calcul sont : 
Nombres de dents des roues: z, = 12, z. — 36. 
Module de l'outil crémaillère : m — 10 mm. 
Coefficient de saillie et de creux de la dent: 4" = x" = % = 1. 
Angle d’engrènement de taillage (angle d'inclinaison de la droite 
génératrice de la crémaillère) : &, — 20°. Coefficient du jeu radial 
€ = 0,25. 
Ordre à suivre: 
1. On choisit les facteurs de correction E, et E. de façon à assurer 
l'absence d'’interférence d'après la formule (20.69) : 


CAT 17—12 
Ëy = = 5% —0,2941. 
Comme le nombre de dents z, est supérieur à 17, on prend le déport £, 
de la denture de la roue 2 égal à zéro, £. = 0. 
2. On détermine par la formule (20.82) l'angle d'engrènement œyg 
après montage dans l'hypothèse du jeu inexistant : 


3 2 o)t : 
INV Œeng a INV Œp — 


2-0,2941 -0,364 


d’où l'on déduit (à l’aide des re la valeur de er eng © 
= 21°45". 
3. On cherche l’entraxe d'après la formule (20.83) 
10 0,9397 
+ (41+2) CT = (12+ 36) T 528 — 242,81 mm. 


4. On de les rayons R;,et R;< des circonférences de 
division : 


Ra= =: 60 mm, Ra = TÆE- — 180 mm. 


5. D'après les formules (20.84) et (20. a on calcule les rayons 
des circonférences de tête R:, et R:, (rayons des ébauches) : 


Ru = A— Ras — Em + gym = 242,81 — 180 + 10 — 72,81 mm, 
Ry> = A— Ras — Em + ym = 242,81 — 60 — 2,94 + 10 = 189,87 mm 
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6. On calcule les rayons ñ et r, des circonférences de base : 
r1=- Ra, cos ai ::- 60-0.94 — 56.4 mm. 
T2 — Ro cos &o : 180:0,94 =: 169,2 mm. 
7. Afin de s’assurer que la dent du pignon ne sera pas pointue, 
on calcule d’après la formule (20.77) l'épaisseur de dent a;, sur la 


circonférence de tête en posant dans cette formule R; — R;,. l'angle 
1, étant déterminé par la condition 


a r4{ 56.4 Le = à 
COS Xt — Ru STE 0,7745 x 


l'angle «,, est donc égal à 39°13". 
On trouve dafis les tables inv &t, - 0,1312. 11 vient en définitive 
At = M Fe (+ + 2Etg Go) + 2R: {inv &— inv œ) -- 
10 TE (1,5708 + 2.0,2941 -0,364) + 
+ 2.72,81-(0,0149 —0,1312) = 4.5 mm. 


Donc, l'épaisseur de dent a;, n’est pas nulle sur la circonférence de 
tête, la dent n'est pas pointue, et ai, > 0,3 m. 

8. On calcule les rayons des circonférences de pied Rh et Re 
par les formules (20.86) et (20.87): 


Ron Ras ym+ Em — cm: 60— 10+ 2,941 — 2,5 — 50,45 mm, 
Ro = Ras— 4m + Em — cm = 180 — 10— 2,5 :167,5 mm. 
9. On détermine le rapport de conduite & par la formule (20.88) : 


. V R?, —r$+V R—ri—A Sin %eng 
dE am COS Gp 

_ V'O2B1P— (66.412 V/ (189,87)? — (169,2)? — 242.81 -0.37055 4 29 

_ 3,14100,9897 7 7 


$ 97. Construction des profils cycloïdaux 


1°. On entend par engrenage cycloïdal un engrenage dont les dents 
ont les profils tracés en portions de cycloïdes, d'épicycloïdes et 
d'hypocycloïdes. 

Examinons la construction des profils de dents d’un engrenage 
cycloïdal extérieur. Soit i,, le rapport de transmission à réaliser. 
En se servant des formules 


Ze 
L12 Te M er 
et 
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où À est la distance entre les 
centres O, et O, des circonfé- 
rences primitives, on recher- 
che les rayons primitifs À, 
et R, (fig. 20.41). Puis onse 
donne deux circonférences 
auxiliaires S, et S. de rayons 
r, et r,. Admettons que ces 
circonférences soient tangen- 
tes aux circonférences pri- 
mitives dans le pôle d'en- 
grènement P,. Faisons rouler 
la circonférence S, sans glis- 
sement sur la circonférence 
primitive C, de la deuxième 
roue. Alors le point de la 
circonférence S;, confondu 
en position initiale avec le 
point P,. décrira une épi- 
cycloïde P,E:. Si l’on fait Fig. 20.41. Engrenage cycloïdal extérieur. 
rouler sans glissement la 

même circonférence sur la circonférence primitive C,, le mème point 
de la circonférence auxiliaire S, décrira une hypocycloïde P,H;. 

L'épicycloïde et l'hypocycloïde ainsi construites représentent des 
enveloppes l’une par rapport à l'autre et se prêtent donc à servir 
comme profils conjugués des dentures. 

D'une façon analogue, faisons rouler sans glissement la seconde 
circonférence auxiliaire S, sur les circonférences primitives C, et C2. 
Le point de la circonférence S.. confondu initialement avec P,. dé- 
crira alors l'épicycloïide P,E, et l'hypocycloide P,H,. Pour limiter 
les portions d’épicycloïdes et d’'hypocycloïdes utilisables comme 
profils des dents, on trace les circonférences de tête Z, et L, et de 
pied 7, et T, des roues. Ces circonférences limiteront les profils pra- 
tiques réels des dents. C'est ainsi que la portion P,a de l'épicycloïde 
P,E; est le profil du sommet de la dent de la deuxième roue, et la 
portion P,b de l'hypocycloïde P,H, est le profil de la racine de la 
dent de la première roue. Tout pareillement,. la portion P,c de l'épi- 
cycloïde P,E,; est le profil du sommet de la dent de la deuxième roue, 
et la portion P,d de l'hypocycloïde P,H., est le profil de la racine 
de la dent de la deuxième roue. Ainsi, le profil de chaque dent est 
tracé suivant une épicycloïde et une hypocycloïde, de telle façon 
que l’épicycloïde se trouve toujours en contact avec l'hypocycloide. 

2. Parmi les cas particuliers de l’engrenage cycloïdal. signalons 
l’engrenage dit à lanterne, ou à fuseau x. Soient C; et C, deux centroi- 
des (fig. 20.42). Choisissons comme première circonférence auxi- 
liaire S, la centroïde C, elle-même. Le point de la première centroïde, 
confondu avec P,. décrira alors. lors de son roulement sur la centroïde 
C, des épicycloïdes P,E (en trait pointillé sur la figure). Ramenons la 
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seconde circonférence auxiliai- 
re à un point confondu avec 
P,. Afin d'assurer la transmis- 
sion du mouvement on met en 
prise avec la centroïde C. non 
pas le point choisi mais des ga- 
lets F de rayonr,en déplaçant 
à cet effet les profils des dents 
de la valeur du rayon r du ga- 
let, c’est-à-dire en traçant les 
équidistantes £'E" de l'épicy- 
cloïde. On obtient ainsi l’en- 
grenage à lanterne. Les galets 
F s'appellent fuseaux. L'incon- 
vénient de l’engrenage à lan- 
terne consiste en une usure très 
rapide des fuseaux. En prati- 
que, onemploie surtout l'engre- 
nage à lanterne dit extracentrot- 
dal. C'est un cas particulier de 
l’engrenage à lanterne, dans 
lequel les centres des fuseaux de la roue à lanterne se trouvent dé- 
portés hors des limites de la centroïde C,. Cela entraîne un déport 
correspondant des dents de la roue dentée, ce qui permet d'aug- 
menter le pas de denture. 


Fig. 20.42. Engrenage à lanterne. 


$ 98. Construction des engrenages 
à denture hélicoïdale 


1°. Dans les engrenages cylindriques à denture droite le contact 
entre deux profils conjugués se produit suivant une droite parallèle 
aux axes des roues. Menons un plan S tangent au cylindre de base 
(fig. 20.43). Admettons que le plan S soit tangent au cylindre suivant 
une droite MM qui représente une des génératrices du cylindre; ce 
plan coupe le flanc de la dent suivant une droite AA parallèle à la 
génératrice du cylindre. Le contact des dents a lieu suivant la droi- 
te AA à l'instant où le plan S se con- 
fond avec le plan d’engrènement. De 
cette façon, dans les engrenages cylin- 
driques à dentures droites le contact se 
produit simultanément sur toute la 
longueur de la dent suivant des droites 
parallèles aux génératrices du cylindre. 

Si le taillage de la dent n’a pas été 
suffisamment précis (tracé inexact du 
profil, pas inconstant...) ces imperfec- 
tions peuvent se répercuter notablement pi, 20.43. Roue cylindrique à 
sur les conditions de travail de l’engre- dents droites. 
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Fig. 20.44. Roue cylindrique à dents Fig. 20.45. Roue cylindrique à dents 
échelonnées. hélicoïdales. 


nage, augmenter le bruit. parexemple. D'autre part, comme il a été 
signalé ci-dessus, le rapport de conduite des engrenages cylindriques 
à denture droite est fortement limité, ce qui fait que toute la charge 
se trouve répartie entre deux paires de dents tout au plus. Afin de 
diminuer l'influence des imperfections de fabrication sur le fonction- 
nement des engrenages et d'augmenter le rapport de conduite, on 
peut remplacer les dentures droites par des dentures échelonnées. 
La formation des dentures échelonnées se fait comme suit. 

Partageons un engrenage à denture droite en parties égales par 
des plans coupant l’engrenage perpendiculairement à son axe 
(fig. 20.44). On obtient alors quelques disques d’égale épaisseur. On 
décale chacun des disques obtenus d’un même angle l’un par rapport 
à l’autre. Si l’on met en prise deux roues de la nature décrite. l’en- 
grènement aura lieu simultanément entre des portions de profils 
différentes des dents. La première dent engrènera suivant la droite 
4:41, la deuxième suivant la droite 4.4,, la troisième suivant la 
droite 4:42. et ainsi de suite. 

De cette façon, l'influence des impefections possibles sera dimi- 
nuée. Les différentes portions des profils des dents entreront en prise 
successivement ; l’arc de conduite augmentera de la valeur du décala- 
ge des dents mesurée sur la circonférence primitive, ce qui fera donc 
augmenter le rapport de conduite. 

29. Les engrenages sont rarement exécutés de façon telle que cela 
est représenté sur la figure 20.44. Généralement, au lieu des roues 
à dentures échelonnées on emploie les roues à dentures obliques ou 
hélicoïdales (fig. 20.45). Pour se faire une idée du tracé du flanc de la 
dent hélicoïdale, il faut considérer le roulement sans glissement 
d’un plan S (fig. 20.45) sur le cylindre de base d'axe O. Choisissons 
sur le plan S une droite AA faisant un certain angle avec la généra- 
trice du cylindre. Chacun des points de la droite A4 décrira une dé- 
veloppante, tandis que la droite elle-même décrira une surface appelée 
hélicoïde développable. Les développantes de chaque section trans- 
versale de l’hélicoïde développable prennent naissance sur une courbe 
hélicoïdale BB (fig. 20.45). Pour obtenir les surfaces conjuguées de 
deux roues cylindriques à dentures hélicoïdales, on doit faire rouler 
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le plan tangent commun d’abord sur 
un cylindre de base, puis sur l’autre. 
La droite A4, choisie dans ce plan, 
décrira alors deux hélicoïdes enyelop- 
pés. Le contact des hélicoïdes aura lieu 
suivant une génératrice commune, se 
trouvant toujours dans le plan tangent 
commun. 
L’angle 6 (fig. 20.46) que font entre 
eux l’axe de la roue et l’hélice est cons- 
“tant; il s'appelle angle de torsion. 
L’arc s’, mesuré sur la circonférence du 
cylindre primitif, est dit arc de torsion. 
Deux roues associées doivent avoir mé- 
me inclinaison. En cas d’engrenage 
Fig. 20.46. Angle de torsion et ©Xtérieur une des roues doit avoir 
arc de torsion de l'hélice de la  l’hélice inclinée à droite. l’autre, l’hé- 
roue à denture hélicoïdale. lice inclinée à gauche. Dans l’engrenage 
intérieur, les deux hélices doivent être 
inclinées soit à droite, soit à gauche. Dans les plans perpendi- 
culaires à l’axe de la roue l’engrènement se produit de la même 
façon que pour les engrenages ordinaires, mais, à chaque instant 
considéré, le contact a lieu entre des points différents des pro- 
fils. En outre, en raison de l'inclinaison de la dent de l'angle 6. 
la longueur de l’arc de conduite se trouve augmentée de la valeur 


(fig. 20.46). 


Cylindre 
2rimitif 


s” = cd. 
La longueur de l’arc de conduite supplémentaire est 
s" — b ig 6. 


Désignant l’arc de conduite principal par s”, l’arc de conduite total 
s’écrira évidemment comme suit: s — s” + s’. Ainsi donc, le rap- 
port de conduite €’ pour les engrenages à denture hélicoïdale sera 


rs CE b 


où € est le rapport de conduite pour le cas où les roues de même 
nombre de dents ont la denture droite. 

De la formule (20.89) il découle que le rapport de conduite des 
engrenages à denture hélicoïdale peut dépasser considérablement 
celui des engrenages à denture droite. 

Par suite, dans un engrenage à denture hélicoïdale le nombre 
de paires de dents se trouvant simultanément en prise peut attein- 
dre une dizaine. La charge se trouvant répartie sur plusieurs dents, 
la continuité de l’engrenage s'améliore. Aussi les engrenages à den- 
tures hélicoïdales sont-ils largement utilisés pour transmettre des 
vitesses élevées ou de grosses puissances. 
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Fig. 20.47. Réducteur à engrenages Fig. 20.48. Développement de la cou- 
hélicoïdaux. ronne de l’engrenage hélicoïdal. 


On voit fig. 20.47 un exemple de mécanisme à engrenages à den- 
tures hélicoïdales. Comme il ressort du schéma du développement de 
la couronne dentée hélicoïdale (fig. 20.48). on doit distinguer sur les 
engrenages à denture hélicoïdale trois sortes de pas mesurés sur le 
cylindre primitif : le pas apparent (ou circonférentiel) t, obtenu dans 
la section de la roue par un plan perpendiculaire à l’axe O0 — O du 
cylindre primitif dans sa section droite; le pas réel (ou normal) t,. 
obtenu dans la section de la roue par un plan normal à l’hélice sur 
le* cylindre primitif; et le pas axial t,, obtenu dans la section de la 
roue par un plan passant par l’axe O — O du cylindre primitif. 

Laÿrelation entre les valeurs de ces pas, ainsi que le montre la 
figure 20.48. s'exprime par: 


în {a 
cosô  cotgù 


De’façon respective on établit la relation entre le module appa- 
rent m en section droite. égal à m— t/x, le module réel m, en section 
normale, égal à m, = t,/x, et le module axial m, = t,/x. Il est 
à noter que c'est le module m, qui est normalisé, car les dents de la 
denture hélicoïdale se taillent par un outil-crémaillère incliné de 
l'angle 6 sur l’axe de la roue. Il ressort de la figure 20.48 que 


Mn Mn 


536 * Ma Sud . (20.90) 


Le diamètre D, de la circonférence de division, mesuré dans la 
section droite, est 


(20.91) 

3°. Considérons les efforts agissant dans un engrenage à denture 
hélicoïdale. La dent de la roue menée 2 est sollicitée par une force 
P,, agissant dans un plan normal à la dent et contenant la droite 
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010: (fig. 20.49, a); cette force 
s'écarte de la section droite de 
l'angle d'hélice 6 (fig. 20.49, b). 
Dans ce plan la force P,, est in- 
clinée de l’angle d’engrènement 
&n Sur le plan normal (fig. 
20.49, c). La force P;,, peut être 
représentée comme la somme de 
trois composantes contenues dans 
trois plans perpendiculares : force 
P!{, tangente aux cylindres pri- 
mitifs, force P", dirigée suivant 
le rayon de la roue 2, et force 
P2, parallèle à l’axe de la roue 2: 


Py=Pi>+Pi+Pf. (20.92) 


Il ressort de la figure 20.49, & 
que la force P’, est 


—= no a 2 . 
Fig. 20.49. Efforts sollicitant la dent Pia Pia 18 (29:08) 
de PA Pr RS re a) composan- De la figure 20.49, b il découle 
te située dans le plan de la section ue 
droite: b) composante située dans le q 


plan horizontal: c) composante située __ pt 
dans le plan normal. Pi2 = Pistgô. (20.94) 


La résultante P,,, en vertu de 
l'équation (20.92) et des formules (20.93) et (20.94), sera alors égale à 


Par =} (Pi2)° + (Pi2)° + (Pi2)? = 


=V (P}+ (Pi tg a)? + (Pi tg 6)? — 


M V 1 5 
Pa) pttee- ms ‘84 (20.95) 


où M, est le moment de rotation appliqué à la roue Z de rayon R;. 

On recherche de façon analogue les efforts agissant sur la roue 
menante Z. Pour mettre en équation les relations entre les angles &, à 
et æ&. on tourne de 90° le plan contenant la force P;,—P!, + P4, 
et l’on fait le rabattement sur le plan de la figure de la force P' 
(fig. 20.49, c) autour de la droite a — a. Située dans le plan de la 
figure aussi, la force P,, fera un angle égal à &«, avec la force PP: 
De la figure 20.49, c on tire 


tg@n — Pi2/P30. (20.96) 
De la figure 20.49, b on a 
Pia= Pia (20.97) 
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Portant dans l'égalité (20.96) les 
valeurs de P”, et de P;, tirées des for- 
mules (20.93) et (20.97), on obtient 


tg an — tg a cos Ô. (20.98) 


On constate donc que les engrenages 
à denture hélicoïdale présentent, en 
plus de l'effort tangentiel Pt, (fig. 
20.50), une poussée axiale P*,. 

La poussée axiale exige la présence 
d'un palier de butée axiale, lequel a 
l'inconvénient d'augmenter les pertes 
par le frottement. Pour remédier à ce 
défaut, on fabrique des engrenages à Fig. 20.50. Engrenage à chev- 
chevrons (fig. 20.50), qui représentent rons. 
deux roues à denture hélicoïdale acco- 
lées dont les dents sont disposées symétriquement. Grâce à la compen- 
sation réciproque des poussées axiales, ces roues ne nécessitent pas 
les paliers de butée. 

Quelquefois pour faciliter la confection des engrenages à che- 
vrons, on pratique une gorge de séparation a au milieu de la jante 
(fig. 20.51). 

4°. Comme nous l'avons signalé plus haut, le contact entre les 
dents des engrenages à denture hélicoïdale en développante se pro- 
duit suivant une ligne droite. 

Le lieu géométrique des droites de contact constitue un plan 
qui est le plan d'engrènement. Le plan d’engrènement fait un angle 
égal à l'angle d’engrènement & avec le plan tangent aux cylindres 
primitifs des roues. 

M. Novikov a proposé un engrenage à denture hélicoïdale dont 
les dents ont pour profil une courbe autre que la développante. Les 
dents sont disposées suivant des hélices à inclinaisons Ô égales 
(fig. 20.52). On distingue sur la figure 20.52 deux hélices s’enroulant 
autour des cylindres primitifs des roues Z et 2. Les arcs P,a, et P,a, 
de roulement des cylindres sont toujours égaux entre eux. Au lieu du 
plan d’engrènement, M. Novikov a introduit la droite d’engrène- 
ment C3 — C3 parallèle aux axes des cylindres. Les profils cor- 
respondants des dents des roues 1 et 2 engrènent successivement en 
des points C”, C”, C'’”, .… réalisant ainsi un engrènement ponctuel, 
au lieu de linéaire. La normale 
au point de tangence coupe alors 
la droite P — P de tangence des 
cylindres primitifs dans un point 
correspondant, par exemple en 
P°, ce qui fait que le rapport de 
transmission reste toujours cons- 


Fig. 20.51. Engrenage à chevrons à tant. D'une façon générale, les 
gorge. dents des roues de Novikov peu- 
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Fig. 20.52. Hélices de l’engrenage hé- Fig. 20.53. Tracé des profils de dents 
licoïdal de Novikov. : de l’engrenage de Novikov. 


vent avoir comme profils des courbes différentes. Les études ont mon- 
tré que les profils les plus simples sont ceux qui sont tracés suivant 
les circonférences en section droite. 

Le tracé de ces profils se fait de la façon suivante. On choisit un 
point X sur la droite NM — N (fig. 20.53) qui fait l'angle & avec les 
circonférences primitives. Le profil de dent du pignon J est convexe 
et se trace suivant un arc de circonférence de rayon p, = P,X. Le 
profil de dent de la roue 2 est tracé suivant un arc de circonférence de 
rayon p. légèrement plus grand que p,. L'arc de circonférence de ray- 
on p. a comme centre le point M situé également sur la droite 
N — N. Le profil de dent de la roue 2 est concave. On voit sans 
peine (fig. 20.53) que, la différence des rayons p, et p, étant insigni- 
fiante, les profils des dents se confondent presque sur une certaine 
portion X’— K”,ce qui a pour effet la di- 
minution des pressions spécifiques sur les dents, 
et ceci malgré leur contact ponctuel. L’épaisseur 
de dent d'une roue peut être quelconque, tan- 
dis que celle de l’autre roue doit être cherchée 
par le tracé géométrique. Dans l’engrenage 
donné, les épaisseurs de dents a, et a, des roues 
1 et 2 sont assujetties à la condition a, — 
— (1,3 à 1,5) a, la quantité (a, + a.) étant 
légèrement inférieure au pas t. Lorsqu'on con- 
çoit les roues de Novikov, on se laisse guider 
par les relations suivantes : angle « — 20° à 30°, 
inclinaison Ô — 5° à 40°, rayon p, — 1,35 m, 
rayon pe — (1,03 à 1,10) p,. Le rayon R5.-de la 
circonférence de tête de la roue (plus grande) 
Fig. 20.54. Engrenage Sera pris égal au rayon R, de la circonférence 

de Novikov. initiale. 
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L'inconvénient de l’engrenage de Novikov est son rapport de 
conduite e plus faible par comparaison aux engrenages à denture 
hélicoïdale en développante. Le rapport de conduite 


e— 16, (20.99) 


et il est inférieur au rapport de conduite e’, calculé par la formu- 
le (20.89), de la valeur du rapport de conduite en section droite. 
L'engrenage de Novikov est montré sur la figure 20.54. 


CHAPITRE XXI 


SYNTHÈÉSE DES MECANISMES TRIDIMENSIONNELS 
À ENGRENAGES À TROIS ÉLÉMENTS 


$ 99. Etude de l’engrenage conique 


1°. Lorsqu'on étudie un engrenage conique, on se donne générale- 
ment le rapport de transmission ài,, à réaliser et l’angle 6 entre les 
axes des roues Z et 2 (fig. 21.1). 2 

Les demi-angles au sommet 6, et 6, des cônes primitifs (axoïdes) 
se cherchent alors à l’aide de la formule (7.6): 


Lyo — sin G2 (21.1) 


Fig. 21.1. Construction de l’engrènement conique sur la sphère. 
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et de la condition 
Ô = Ô, + Ôe. (21.2) 
Portant dans la formule (21.1) la valeur de 6 calculée par (21.2), 
on a 


___ sin(ô—6;) sin ô cos 6, — cos 6 sin ô, 


2 = —siné. Siné, — sin Ôcotgô;—cosô, (21.3) 


d'où l'on tire l'angle 6, : 


Ô1 — arccotg 25, (21.4) 
L'angle 6, sera donc 
6e = 0 — 6 — 5— arccotg 2 TCSÈ, (21.5) 


sin Ô 
Si Ô — 90°, les formules (21.4) et (21.5) deviennent 
Ôs = arccotgiys, Oo = Ô — arccotg é42. (21.6) 


Le rapport ài,, figure dans (21.4) à (21.6) en tant que valeur absolue. 

La construction des profils des dents d'engrenages coniques 
s'effectue comme suit. Soient S, et S, des cônes (fig. 21.1) construits 
comme des axoïdes en mouvement relatif. Par analogie avec l’engre- 
nage cylindrique nous les appellerons cônes primitifs. Faisons couper 
ces cônes par une sphère de centre ©. On obtient en section deux cir- 
conférences Z et 77 tangentes en P,. Au lieu de considérer le roule- 
ment réciproque sans glissement des cônes primitifs, on peut consi- 
dérer le roulement réciproque sans glissement des circonférences 
I et IT. Les circonférences Z et ZI appartenant à une sphère, ona, 
au lieu d’une droite génératrice, un arc générateur V — N du grand 
cercle de la sphère construite. I] y a une infinité de sphères coupant 
les cônes indiqués, et l’on obtient pour chaque sphère des circonfé- 
rences analogues aux circonférences Z et ZZ et des arcs générateurs 
analogues à l’arc N — N. Le lieu géométrique de tous les arcs 
générateurs est un plan S contenant la droite OP, et incliné d'un 
angle «à sur le plan tangent aux cônes primitifs. L'angle «, égal 
généralement à 20°, est l'angle d'engrènement, et le plan S est le 
plan générateur. Les perpendiculaires abaissées des points de l'axe 
O0, sur le plan $S forment un plan contenant l'axe OO,, et perpen- 
diculaire au plan S. L'intersection de ce plan avec le plan S donne 
une droite AO. Faisant tourner la droite AO autour de l'axe OO,, 
on obtient un cône de base 1. Le plan S est tangent au cône de base. 
D'une façon analogue on construit le second cône de base 2. Pour 
tracer les profils des dents, on fait rouler sans glissement le plan S 
sur les cônes de base. A la suite de ce roulement, on obtient à la sur- 
face de la sphère des développantes sphériques. 

Pendant le roulement du plan S sur le cône de base 7 le point du 
plan S. confondu avec P,, décrira la développante sphérique M,D,, 
et pendant son roulement sur le cône de base 2 ce point décrira la 
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1) 
A 


Fig. 21.2. Schéma constructif d'engrènement de deux roues coniques. 


développante sphérique M,D,. Pendant le roulement réciproque des 
circonférences J et ZI, les développantes M,D, et M,D, roulent l’une 
sur l’autre avec glissement. Les développantes sphériques construi- 
tes de la même façon pour les autres points du plan S, situés sur la 
droite OP,, engendreront les surfaces des dents de l’engrenage coni- 
que à développante. Ainsi donc, la transmission de la rotation 
entre les cônes 7 et 2 se produit par roulement avec glissement des 
surfaces conjuguées tracées en développantes sphériques. La cons- 
truction que l'on vient d'effectuer permet d'obtenir un engrenage 
conique à développante théoriquement précis. 

2. Passons à l’étude des dimensions principales des roues dentées 
coniques (fig. 21.2). 

Les dimensions des dents de ces roues diffèrent suivant les sec- 
tions. On choisit le module normalisé m pour la section droite exté- 
rieure des dents. Les rayons des circonférences primitives des 
roues pour la section extérieure se calculent par les formules connues 


R, = h-—= . ; (21.7) 


Pour la denture normale la saillie est ” = m, et pour la denture 
basse k’ — 0,8 m. Le creux est hk” = h’ + cm, où c = (0,2 à 0,3) 
est le coefficient du jeu mesuré dans la direction perpendiculaire 
à la génératrice commune des cônes primitifs. La longueur Z de la 
génératrice des cônes primitifs est égale à 
A: Ra (21.8) 


7 Sinôg  Sind 


L 


Les angles de tête A’ et de pied A” se cherchent d’après les valeurs 
des tangentes respectives : 


tgA'= ht, tgA=—. (21.9) 
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Fig. 21.3. Disposition sur la surface sphéri- 
que des profils des dents d’engrenages coni- 


ques. 


Les rayons R:,et R+, des 
cônes de tête sont 


Rt = Ri+kh'cos ôt, 
Ry —= Ro + h' cos Ôte, (21.10) 


où les angles Ô:, et Ôt. sont 
déterminés d'après les for- 
mules 
Ôt1 — 01 + A”, te = 02 + A”. 
(21.11) 
3%. L'étude et l’exécu- 
tion de l’engrenage conique 
à développante précis sont 
difficiles à réaliser prati- 
quement, car la sphère n'est 
pas développable en plan. 
Ce problème ne peut donc 
être ramené au problème 
analogue pour les engrena- 
ges cylindriques plans. 


On y remédie en utilisant le procédé simplifié de construction des 
dents des roues coniques à développante. Ce procédé consiste en ce qui 
suit. En regardant le profil théorique des dents d’engrenages coni- 
ques (fig. 21.3), on remarque que les surfaces en bout des dents situées 
sur la sphère entre la circonférence de tête et celle de pied occupent 
des bandes sphériques de largeur a (hachurées sur la figure 21.3). La 
largeur a de ces bandes est très faible devant le rayon À de la sphè- 
re à laquelle elles appartiennent. On peut donc, sans grande erreur, 
substituer aux bandes sphériques les bandes appartenant aux cônes 
dont les génératrices sont tangentes à la sphère de rayon R dans les 
points appartenant aux circonférences Z et ZI. 


Faisons la projection des 
deux cônes primitifs sur le 
plan contenant les axes de 
ces cônes (fig. 21.4). Les sur- 
faces coniques contenant les 
surfaces en bout des dents se 
construisent comme suit. 
Soit le triangle AOP, la pro- 
jection du cône primitif S.. 
La projection exacte du cône 
de tête a la forme du trian- 
gle bOb, et celle du cône de 
pied, la forme du triangle 
aOa. Les projections exactes 
des surfaces en bout des 
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Fig. 21.4. Projection des cônes primitifs sur 


un plan. 


Fig. 21.5. Pour le tracé des profils de Fig. 21.6. Roues cylindriques équiva- 
dents d'engrenages coniques sur les lentes aux roues coniques correspon- 
surfaces des cônes complémentaires. dantes. 


dents sur un plan ont l'aspect des arcs ab situés sur la projection 
de la sphère de rayon À. Puisque les cônes portant les surfaces en 
bout des profils approchés des dents doivent être tangents à la sphe- 
re suivant les circonférences primitives, on obtient les projections 
de ces cônes en menant par P, la droite 0,0, perpendiculaire à OP,. 
Son intersection avec les axes Z et 2 donne deux points O, et O, en 
lesquels se situent les sommets des cônes cherchés. Le cône de la 
première roue a comme projection le triangle O,4P,, et celui de la 
deuxième roue, le triangle O,BP,. Les profils des surfaces en bout don- 
nent en section des droites a’b” appartenant au cône construit. Ainsi, 
au lieu des courbes ab, on obtient en section les droites a’b’. I] 
est tout à fait évident, que plus grand est le rapport entre le rayon 
de la sphère et le module de la denture, moins grande sera l’erreur que 
nous nous permettons en construisant les profils des dents sur les 
surfaces des cônes 0,4 P, et O0.BP, au lieu de les constuire en déve- 
loppantes sphériques. 

Les cônes ayant leurs sommets en ©, et O, sont dits cônes complé- 
mentaires. Les profils des surfaces en bout des dents se construisent 
maintenant sans peine, car les cônes complémentaires se prêtent au: 
développement sur un plan, si bien que tout le tracé se fera sur le 
plan. 

4°. Soient donnés les cônes primitifs S, et S, (fig. 21.5). On mène 
les plans DE et EC limitant les longueurs des dents. Puis on cons- 
truit les cônes complémentaires 0,4 P, et O-BP, et l’on développe 
ces cônes sur le plan de projection. A cet effet, en prenant les points. 
O; et O, comme centres, on trace deux circonférences 7 et ZI de 
rayons p, et p.. Les arcs obtenus P,XL et P,NM sont les développe- 
ments des circonférences primitives de rayons À, et R.. On adopte 
ces arcs comme les circonférences primitives des roues cylindriques fic- 
tives de centres en O, et O.. Puis on trace les profils des dents en 
développante (fig. 21.6) suivant les paramètres indiqués plus haut 
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{$ 89). On reçoit deux secteurs dentés Z et ZI qu'on enroule autour 
des cônes complémentaires. Reliant tous les points des profils obte- 
nus par des droites avec le point © (fig. 21.5), on construit les flancs 
des dents. De cette façon, on obtient les dents des roues coniques 
correspondant aux cônes primitifs donnés. 
Les rayons p, et p, des circonférences primitives fictives se cal- 
<ulent par les formules 
R: Ro 
P1 os 6; ? P2 — os & (21.12) 
Désignant par f, et B, les angles embrassés par les secteurs den- 
tés, on déduit les valeurs de ces angles à partir des conditions 


PiBi = 27R, et pbs = 27R:, 
d'où, compte tenu des relations (21.12), on tire 
2nR 


pi = + = 2n cos 64 et == 


— 27 c0S do (21.13) 


Pour calculer le rapport de conduite et assurer la non-interfé- 
rence. on peut appliquer les formules correspondantes pour les roues 
cylindriques rondes, à condition de passer des secteurs dentés aux 
roues dentées, parce que le nombre de dents z, et z des secteurs 7 
et Z7 ne sera pas égal au nombre de dents z; et z, des roues cylindri- 
ques de rayons p, et p.. On établit la relation entre les nombres de 
dents 5,, Z. et z,, z. en se rappelant que le pas t reste le même pour les 
roues fictives et pour les roues réelles. On a 


Syt = Pilas Ze —Pehe, jt 2nps, 2t—2npe, (21.14) 
d'où 


.… _ ax —- 11 
AT Jp, 1 27 cos ô, HT cos Ôs ? 
Dé a KE 4 . _ 2 
727 fo ‘?  2ncoS0 ? COS 0e ° 


Ainsi, les nombres de dents z, et z, des roues appelées roues cylin- 
driques équivalentes sont toujours supérieurs aux nombres de dents 
et =. Il est 
cos Ô: k COS Üe so 
évident également que le rapport de transmission des roues 
cylindriques équivalentes n'est pas égal à celui des roues étudiées. 

Le rapport i,, des roues coniques est 


des secteurs correspondants dans le rapport 


Zo 
l4o ee 


Le rapport i. des roues cylindriques équivalentes est 


e __ 22 __ Z2C0804 _. cos Ô; 
er CS (21.15) 
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Dans le cas où ô = 6, + 6, = 90° l'on a 


cos (90° — 6.) 
cos Ô 


LT 


— Lyo tg Ô, 


12 — Lie 


ou, en remarquant qu'en vertu de la formule (21.1) 


Sin G sin Ôe 
sin ôg sin (90°— 6) 


Lio — 


ue tg Ô, 
on a 
do = tg2 0e = ito. (21.16) 


De cette façon l’engrenage conique est équivalent à l’engrenage 
cylindrique s’il a un plus grand nombre de dents. Aussi, pour les 
conditions égales, les roues coniques ont-elles un rapport de condui- 
te e plus grand que celui des roues cylindriques et un moins grand 
nombre de dents zh du pignon de l’engrenage normalisé assurant la 
non-interférence. 

5°. En construction mécanique, à côté des roues coniques à den- 
ture droite, on utilise très largement les roues coniques à dents de 
formes diverses. Ces dents sont taillées par génération, en imprimant 
à l’outil de coupe des mouvements différents. Ainsi, l'outil de coupe 
animé d’un mouvement rectiligne mais incliné d’un certain angle $ 
sur le rayon À (fig. 21.7, a), engendre la denture hélicoïdale. En 
faisant tourner le porte-outil autour d'un axe ne passant pas 
par le sommet du cône, on produit les dentures en arcs de cercle 
(fig. 21.7. b); on peut tailler aussi les dents en spirale d’'Archimède 
(fig. 21.7, c), en développante de cercle (fig. 21.7, d), et ainsi desuite. 


C) d) 


Fig. 21.7. Différentes roues coniques: a) à denture inclinée; b) à denture en arc 
de cercle: c) à denture en spirale; d) à denture en développante. 
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Fig. 21.8. Efforts sollicitant un engrenage conique. 


Le taillage par génération des roues coniques se fait aussi à l’aide 
d’un outil à arête tranchante rectiligne liée à un plan appelé plan de 
roue génératrice. Au cours du taillage, ce plan roule sur le cône de di- 
vision de l’ébauche, ce qui explique l’analogie que l’on fait parfois 
entre ce procédé et le procédé de taillage des roues cylindriques 
à l'outil crémaillère rectiligne engendrant le profil en développante. 
En réalité, étant inclinée d'un certain angle par rapport au plan de 
roue génératrice, l’arête engendre une surface plus compliquée. 

Pour les roues à denture droite, on pratique l’engrenage dit 
octoïdal, avec la ligne d'engrènement en forme d’un huit. 

6°. Considérons les efforts agissant dans un engrenage conique. 
On admet que les poussées réciproques P,, et P,, des dents des roues 
1 et 2 sont appliquées sur le point médian Æ de la ligne de contact 
(fig. 21.8) distant des axes OO, et OO, de la valeur des rayons moyens 
Rimoy Ct Remoy- Les forces P,, et P;, agissent dans le plan Q — Q 
perpendiculaire à la génératrice commune des cônes primitifs Z 
et 2. Faisons le rabattement du plan Q — © sur le plan de figure 
(fig. 21.8) en le tournant de 90°. Les forces P,, et P., se projetteront. 
alors en vraie grandeur. Ces forces sont dirigées suivant la normale 
N — N sous l'angle d'engrènement &. Décomposons ces forces en 


Pt, = —P4{, et P7, = —P?,. Les forces P!, et P£, sont liées aux 
moments M, et M, sur les arbres OO, et 00, par les conditions 
Ph, Ph (21.17) 
imoy 2 Moy 


Il découle des égalités (21.17) que 
MS Roue a (21.18) 


Les forces P”, et Pr coupent les axes 00, et OO, et se laissent 
décomposer en composantes radiales P’,, P7, et composantes axiales 
P:,, P5,. Les composantes radiales P"’, et Pj, sont appliquées aux 
paliers de butée axiale À et B. Les composantes axiales P°, et P2 
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sollicitant les roues Z et 2 et tendant à les déplacer le long des axes 
00, et 00, doivent être supportées par les paliers de butée. 
Les forces Pr, et Pz sont 


tee 
7 M, (21.19) 
tg œ 


Pi2 = Pistga— 


M 
Ph Phtga—— "2 tua! —tg a, 
É 118 R2 moy t& lei R2 moy 
car en vertu de (21.18) on a M: = M\ilis. 
Les forces radiales P:, et P:, sont 


P'2 = PY2 cos 0e — Pia tg @ cos ôe = 7 tg & COS Ô, | 
i moy | 


P5: = P;; cos Ô4 = Ph tg œ COS Ôy = 1 (21.20) 
_. M: ___ M: 
Re. tg & cos Ôs — RENTE tg & cos Ôs. 
Enfin, les forces axiales P£, et P2 sont 
Pi: = P{o sin Ôe = Pi tg sin = M: tg & sin Ô», | 
oy 
P5: == P5: sin Ô, = P,, tg & sin Ô, = ” (21.21) 


=" tg a sin Ô — 


re tg «& sin Ô1. | 
Re moy i21Re mo 


Exemple. Déterminer les en principaux de l’engrenage 
conique, étant donnés le module circonférentiel nm — 5 mm, l’angle Ô 
entre les axes Ô — 90°, les nombres de dents z, — 20, z, = 40, 
l'angle d'engrènement &œ —= 20°, la longueur de la dent b = L/3, où 
L est la longueur de la génératrice des cônes primitifs (voir fig. 21.2). 
Le rapport de transmission ài,, est 


Comme l’angle Ô = 90°, on cherche les angles 6, et 6, par la 
formule (21.6): 


Ô, = arccotg is, = arccotg 2 & 26°30”, 
Ô2 = Ô — arccotg Îge = 90° — arccotg 2 = 63°30". 


Les rayons À, et R, des circonférences primitives, en vertu des 
formules (21.7), sont 


R, = =50 mm, Àe— _. — 4100 mm 


La longueur L de la génératrice commune des cônes, en vertu de la 
formule (21.8), est 


T = R: 50 50 


— sinô  sin26°30° 0,446 — 112,1 mm. 
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a a de tête A’ et l'angle de pied A” se déduisent des conditions 
(21.9) : 
, à __m 
et 
tg A” — h" _k +cm … m+o0, 25m _ _5+0,25- 5 0 0549. 


On a donc A’ = 2°34° et A” — 3°11!. 
Les angles au sommet des cônes de tête 6,, et 64, se calculent par 
les formules (21.11): 


Ôy1 == O1 + A’ = 26°30' -+ 2°34' — 29°04", 
Ôt2 = 0» + A’ — 63°30" + 2°34° — 66°04’. 
Les rayons R,, et R;, des cônes de tête se calculent par les for- 
mules (21.10): 
Ry1 = R;+ h' cos 6,1 = 50 +5 cos 29°04° — 54,37 mm, 
Re = Re + h' cos ô,e — 100 + 5 cos 66°04° — 102,03 mm 


Les rayons p, et p, des circonférences primitives des roues cylin- 
driques fictives sont déterminés par les formules (21.12) : 


Rs 
M1 sa 0, ee — 55,8 mm, 
_ M 100 
Pense, Dé — 224,2 mm. 


La distance À entre les axes des roues cylindriques fictives est 
A = p + pe = 99,8 + 224,2 — 280,0 mm. 

Les rayons r{ et r® des circonférences de base des roues cylindri- 
ques fictives (fig. 21.6) sont 


r = p, cos &« — 99,8 -0,94 = 52,6 mm, 
rs = p, cos &« —= 224,2 0,94 — 210,7 mm. 


Les rayons R?, et R?, des circonférences de tête des roues cylin- 
driques fictives sont 


R,: = Ds + h° — Oy + m—55,8+5 — 60,8 mn, 
Rs = ps+h —p:+ m—224,2+5— 229,2 mm. 
Le rapport de conduite & des roues étudiées se cherche par la for- 
mule (20.38) : 


VRP — (32 D (r)2+ VRP — (F2 0)3— (r$)2— À sin & 
T JUR COS Œ De 


__1160.872—(52.6)2+1/ (229.22 —(210,72—280-0.342 À 4 77 
3,14-5-0,94 de LS 
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$ 100. Etude des transmissions par roues hélicoïdales 
et par vis sans fin 


19. Au $ 29, 4 nous avons examiné les propriétés cinématiques 
du mécanisme réalisant la transmission du mouvement avec un rap- 
port constant entre deux axes se coupant dans l’espace. Les axoïdes 
dans le mouvement relatif des éléments d'une telle transmission 
sont des hyperboloïdes Z et 2 (fig. 21.9). Pour obtenir les roues 
dentées hyperboloïdales, on munit de dents les surfaces des hyper- 
boloïdes. Il n'est pas nécessaire de disposer les dents sur toute la 
surface des hyperboloïdes. Il suffit d'en doter des portions isolées 
d’'hyperboloïdes obtenues dans les sections des hyperboloïdes par des: 
plans perpendiculaires à leurs axes. Par exemple, si l’on choisit 
comme roue la partie Z’ de l'hyperboloïde JZ (fig. 21.9), la roue con- 
juguée sera représentée par la partie 2” de l’hyperboloïde 2. Plus les: 
parties dentées des hyperboloïdes sont éloignées du col, moins grand 
sera le rapport de la vitesse de glissement le long des axes à la vitesse: 
circonférentielle de la roue. Donc, en vue de diminuer l'usure et 
d'améliorer le rendement de la transmission, il est bon de placer 
les roues dans la partie de l’hyperboloïde distante du col. Si au liew 
des parties d’hyperboloïdes éloignées du col on prend des surfaces: 
coniques telles que 2’, 2’ ou 1”, 2”, on obtient les roues hypoides. 

29. Au lieu d'engrenages hyperboloïdaux. dont la denture est très 
difficile à tailler, on emploie, pour la transmission du mouvement 
entre axes non concourants, des engrenages hélicoïdaux qui repré- 
sentent des portions Z” et 2” 
des hyperboloïdes Z et 2 
(fig. 21.9) auxquelles on a 
substitué, avec une certaine 
approximation, deux surfa- 
ces cylindriques rondes. 
Etablissons les principales 
relations entre les paramè- 
tres de ces engrenages. Soient 
deux cylindres associés Z et 
2 (fig. 21.10) animés de ro- 
tation autour de leurs axes 
I et IT avec les vitesses an- 
gulaires w, et w.. Soit P, le 
point de tangence de ces cy- 
lindres. Si les rayons des cy- 
lindres sont R, et R., la plus 
courte distance entre axes 
I et IT est À 0,0, =R, + 
+ R,. Faisons rasser par P, 
un plan T perpendiculaire Fig. 21.9. Schéma de la transmission par en- 


à l'entraxe O,0,. Ce plan  prenages hyperboloïdaux entre deux axes: 
sera tangent au cylindre 2 croisés. 
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Fig. 21.10. Dessin des dents d’engrenages hélicoïdaux. 


suivant la génératrice a, — a;, et au cylindre 2, suivant la généra- 
trice a, — a., tout en restant le plan tangent commun à ces deux cy- 
lindres. Menons par P, une droite { — t appartenant au plan 7. Cette 
droite fera avec les génératrices a, — a, et a, — a, des angles 6; et 
Ô., tels que 

Ô, + Ô, = 6, (21.22) 
où 6 est l'angle entre les génératrices a, — a, et a; — a; égal à l’an- 
gle que font entre eux les axes croisés Z et 77 des cylindres. 

Enroulons le plan 7 successivement autour des cylindres Z et 2. 
La droite t — t enroulée autour du cylindre Z deviendra l’hélice s, — 
s, à inclinaison 6; enroulée autour du cylindre 2, elle deviendra 
l'hélice s; —{s, à inclinaison Ô,. Les deux hélices seront tangentes 
en ?P, et auront la droite t — t pour leur tangente commune. 

En général, le point de tangence des cylindres primitifs n'ap- 
partiendra pas à l’axe instantané de rotation — glissement, si bien 
que les angles 6; et 6, seront différents des angles 6, et 6, que font 
les axes des roues avec l'axe instantané de rotation — glissement. 

Considérant les cylindres Z et 2 com- 
me cylindres primitifs, on peut adopter 
les hélices s, — s, et s, — s, comme 
flancs des dents. Les flancs des dents des 
roues hélicoïdales sont limités par la sur- 
face réglée d'une hélicoïde développable. 

Les principales relations entre dif- 
férents paramètres des roues hélicoti- 
dales sont faciles à établir. 

Projetons les cylindres primitifs 
des roues hélicoïdales sur le plan 7 
(fig. 21.10). Les axes J et ZI et les an- 
gles 6, et ô, se projetteront sans déforma- 
Fig. 21.14. Epure des vitesses tion (fig. 21.11). La vitesse du point P, 
.des engrenages hélicoïdaux. de la roue J sera figurée par un vecteur 
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v, perpendiculaire à l'axe Z. Celle du point P. de la roue 2? sera 
représentée par un vecteur +, perpendiculaire à l'axe 77. La vitesse 
relative &., du point P, du cylindre 2 par rapport au point P, du 
cylindre Z sera parallèle à la tangente commune t — £ aux hélices 
des dents conjuguées. L'épure des vitesses de la transmission est un 
triangle formé par les vecteurs »,, v,, et &., contenus dans le plan 
T. Abaïissons du point P, une perpendiculaire &” sur le support du 
vecteur 2.,; il vient 


1” =, cos Ô,, 1” — 1, Cos Ô., 


où 6, et 6, sont les inclinaisons (angles de torsion) des hélices sur 
les cylindres Z et 2. I1 découle de ces égalités que 


UV, COS Ô, = Le COS Ô.. 
Les vitesses v, et r. auront comme modules 
VU, = OiRy, Us = OeR:, 
où R, et R. sont les rayons des cylindres primitifs. Alors 


&,R, cos Ô, = w,R, cos ô, 
d’où 

. _ @ 29 Re cos ôs 

SR ETC ja 
où z, et z, sont les nombres de dents des roues Z et 2 respectivement. 

Dans le cas particulier où ô — 9,0°,on a 

é Zo Ro , 
== tg Ô,. (21.24) 

De la formule (21.23) il ressort que les roues hélicoïdales, à la 
différence des roues cylindriques et coniques, permettent de conser- 
ver le rapport de transmission nécessaire en choisissant non pas deux 
mais quatre grandeurs (R,, R,, 8; et ô.). 

L'inconvénient qu'offrent les engrenages hélicoïdaux consiste 
en ce que le contact entre les profils conjugués est ponctuel, d'où 
les pressions unitaires excessives. En outre, le glissement notable 
des dents l’une sur l’autre accentue leur usure. 

Lorsqu'on étudie une transmission par roues hélicoïdales, on se 
donne généralement le rapport i,, à réaliser, l'angle ô de croisement 
des axes et l'entraxe minimal À. Il suit de l'égalité (21.23) que le 
rapport de transmission prescrit peut être obtenu par diverses combi- 
naisons de R./R, et de cos 6ô./cos 6, Aussi l'étude de l’engrenage hé- 
licoïdal ne présente jamais de solution unique. Le constructeur doit 
faire intervenir une relation supplémentaire soit entre les inclinai- 
sons Ô, et Ô, des hélices, soit entre les rayons. 

Si le constructeur cherche à minimiser la vitesse de glissement 
au point de contact des cylindres primitifs, il doit s'arranger pour 
que ce point se situe à l'intersection de l’axe instantané de rotation — 
glissement avec l’entraxe minimal. L'on aura alors 


5: — 6, 6: — 6, 
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les angles 6, et Ô, eux-mêmes étant assujettis à vérifier la relation 
(7.16) : 


june (21.25) 


sin Ô, 


Puisque, d’après (21.22), on a Ô = 6, + Ô+, la formule (21.25) 
devient 


7 sin (ô— — 61) _ sin 6 cos 6, — cos 6 sin 6: _ sin ô — cos6. (21.26) 


En éliminant de (21.26) l’inclinaison 6, de la roue Z, l’on obtient 
in Ô ‘ 
Ô: arte - (21.27) 
On déduit ensuite de la formule (21.25) 


__ Sin Ô Sin 0e 1 0e 9 
2 — Sin (0— 6e)  SinOcoSd—Co50SiN0  SINÜ— cos 0 (Lg 0e ‘ (21.28) 


En éliminant de (21.28) l'inclinaison &,, l’on reçoit 


{io sin 5 9 9 
Ôe arte se (21.29) 


Les rayons À, et R, des cylindres primitifs Z et 2 (fig. 21.10) 
seront recherchés d'après l'égalité (21.23) et la condition 


A=R+R: 
Alors 
À COS Ôo 
R : lo COS Ôy + COS Üo (21.30) 
Res "he (21.31) 


lo COS O1 + COS de 


Les autres paramètres des roues hélicoïdales sont calculés d'après 
les normes adoptées pour les roues cylindriques à denture hélicoi- 
dale. 

3°. On rencontre souvent dans les machines un cas particulier 
d’engrenages hélicoïidaux dans lequel l'angle & entre les axes des 
roues est égal à 90° et les angles de torsion 6, et 6. sont très diffé- 
rents l’un de l’autre. Supposons que la roue ‘1 ait l'angle 6’ plus 
grand et que la roue 2 ait l’angle 6. plus petit (fig. 21.12). Les héli- 
ces a. — a, des dents de la roue 2 ne s’enroulent autour du cylindre 
2 que par leur partie relativement courte. Au contraire, les hélices 
a, — a, des dents de la roue 7 s’enroulent plus d’une fois autour du 
cylindre Z. Comme on l’a indiqué au $ 31, 4°, la roue hélicoïdale 
dont la dent présente plusieurs spires sur la surface du cylindre 
s'appelle vis sans fin, tandis que la roue qui lui est associée porte 
le nom de roue tangente. L'engrenage est dit à vis sans fin. L'engre- 
nage à vis sans fin constitue le cas particulier de l’engrenage héli- 
coïdal et présente les mêmes inconvénients que ce dernier. 
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Les inconvénients de 
l’'engrenage à vis sans fin 
peuvent être éliminés dans 
une grande mesure en exé- 
cutant la denture de la roue 
tangente au moyen d'une 
fraise mère reproduisant 
exactement la forme de la 
vis sans fin. Au cours du 
taillage, on doit assurer le 
même mouvement de Ja 
fraise et de la roue à tailler 
que celui qui a lieu dansun 
engrenage correct. Dans ce 
cas le contact entre vis et 
roue aura lieu suivant une 
certaine ligne. Pour aug- 
menter l'étendue du contact, 
on donne à la jante de la roue 
la forme qui lui permet d’en- 
velopper la vis sans fin (roue 
creuse, fig. 7.14). 

Les points de tangence 
des profils associés de l’en- 


Fig. 21.12. Hélices sur les cylindres de la 
vis sans fin et de la roue tangente. 


grenage à vis sans fin forment une ligne d'engrènement assez compli- 
quée. que l'on peut construire en coupant l'engrenage par des plans 
parallèles au plan de la section principale et en étudiant les couples 
pignon — crémaillère ainsi obtenus. 


En vue de perfectionner l’engrenage 


« 


à vis sans fin, on tail- 


le parfois la vis sans fin non pas sur une surface cylindrique, 
mais sur une surface de révolution, engendrée par la rotation 


& 


| 


Fig. 21.13. Transmission par vis 
globique. 


d’un arc de cercle C; (fig. 21.13) ayant 
son centre au point ©. appartenant à 
l'axe de la roue tangente. Cette surface 
s'appelle surface globoide (ou toroïde), 
et l'engrenage est dit engrenage à vis 
globique. 

La forme de la surface hélicoïdale 
de la dent de la vis sans fin est défi- 
nie par la position de l'outil de coupe. 
Par exemple, si la direction de l'arête 
coupante (fig. 21.14) de l'outil fixé sur 
la machine à fileter passe par l’axe de 
la vis sans fin, l'outil engendre une 
surface hélicoïdale réglée dont les gé- 
nératrices ba coupent son axe. En fai- 
sant couper cette surface par un plan 
perpendiculaire à l'axe, on obtient 
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Fig. 21.14. Surface hélicoïdale [à Fig. 21.15. Surface hélicoïdale à déve- 
aispirale d’Archimède. loppante. 


une spirale d’Archimède AC. La vis sans fin est dite alors à spi- 
rale d'Archimède. 

Si le plan de l'arête coupante en mouvement relatif est tangent 
à l’hélice de la vis sans fin, la section par un plan perpendiculaire 
à l’axe donne une développante AC de cercle (fig. 21.15). C'est la 
vis sans fin à développante. 

4°. Passons maintenant à la recherche des paramètres fondamen- 
taux de l'engrenage à vis sans fin (fig. 21.16). Conformément à la 
formule (21.24) le rapport de transmission i.. de la vis à la roue, 
de]même que pour un engrenage hélicoïdal orthogonal, est 


- Ge R , z 
MR tg ô, — (21.32) 
où &, et w, sont les vitesses angulaires de la vis et de la roue, R, 
et À, les rayons de leurs cy- 
lindres primitifs, z. le nom- 
bre de dents de la roue, z, 
le nombre de spires ou de 
filets de la vis sans fin et 6, 
l'inclinaison (angle de tor- 
sion) de l’hélice primitive. 
Il est commode de substi- 
tuer à l’angle de torsion 6; 
l'angle d'hélice B égal à 
90° — 6;. Il vient alors 
tr. 
br Re tep (21.33) 
La quantité tg B se lais- 
se exprimer en fonction du 
Fig. 21.16. Pour la détermination des para- pas d'engrenage. En effet, 


e . » . 
mètres principaux de la transmission par S!l l'on développe le cylin- 
roue et vis sans fin. dre primitif de la vis sans 
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fin sur un plan, on reçoit, au lieu de l’hélice, une ligne droite AB 
inclinée de l’angle d’hélice $ sur l'axe des abscisses (voir, parexemple, 
la figure 1.10). La hauteur À d'’élévation de l’hélice dépend du 
nombre de filets de la vis sans fin. Dans le cas général elle est égale à 


RE 2 À 
La tangente de l’angle B sera alors égale à 


tp Re RL (21.34) 


2HR, 
De la formule (21.34) on déduit la valeur du rayon À, de la vis 
sans fin: 


zvt 
PRES, EE 
R, 2ntgh ” 


ou, puisque {/7 — m, 
my qm 
Reg "2 
où q — se est le nombre de modules sur le cylindre primitif de la 
vis sans fin. Le rayon À, de la roue sera 


Mir 
R — De 


Il est à noter que dans l’engrenage à vis sans fin orthogonal le 
module axial de la vis sans fin est égal au module apparent de la 
roue. Généralement, pour des raisons de solidité, on choisit g = 8 
à 13. Les autres dimensions de la roue tangente et de la vis sans fin 
se calculent suivant les normes établies pour les roues dentées cylin- 
driques. 

5°. Considérons les efforts qui agissent dans un engrenage à vis 
sans fin. L'arbre de la vis sans fin Z est sollicité par un moment 
moteur À/,, tandis que l’ar- 
bre portant la roue tangente 
est soumis à l’action d'un 
moment résistant WM,. Les 
flancs de la denture de la 
vis sans fin sont sollicités 
du côté de la roue par une 
force normale P" dirigée 
sous un angle &,, dont le vec- 
teur se situe dans un plan 
normal à la surface hélicoï- 
dale de la denture. Ce plan 
est incliné par rapport au 
plan de l'axe de rotation de 7 


Fo 


; , : s Fig. 21.17. Pour l'analyse des efforts agis- 
la VIS de l'angle $ égal_ à sant dans la transmission par roue et vis 
l'angle d'hélice (fig. 21.17). sans fin. 
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La figure 21.17 donne les sections des filets de la vis sans fin et 
des dents de la roue tangente par un plan perpendiculaire à l'axe 
de la roue. L'’axe de rotation de la vis est contenu dans le plan des 
sections indiquées. 

Décomposons la force P", suivant trois directions réciproquement 
perpendiculaires et écrivons l'égalité suivante: 


P51=P5+ Pt P5, (21.35) 


où P!, est l'effort circonférentiel de la roue tangente, égal à P2, 
qui est l’effort axial de la vis sans fin dont les vecteurs sont situés 
dans le plan perpendiculaire à l’axe de la roue: P’, est l'effort 
radial dirigé vers l’axe de la vis suivant son rayon; et P1, est l’ef- 
fort axial de la roue égal à P!, qui est l'effort circonférentiel de la 
vis sans fin. 

Puisque, lorsqu'on étudie un engrenage à vis sans fin, on connaît 
le moment résistant A/, appliqué à la roue tangente menée 2, on 
commence par rechercher l'effort circonférentiel P!, de la roue: 


Pa =, (21.36) 


où À, est le rayon de la circonférence primitive de la roue. 
Ceci fait, on cherche l'effort radial P:, de la roue: 


Pos = Pas ga= TE te æ, (21.37) 


où « est l’angle d’inclinaison du flanc de la section axiale du filet 
de la vis, égal à l'angle d’engrènement de l’outil-crémaillère. Pour 
les engrenages normalisés on prend &« = 20°. 

La troisième composante P£, de la force normale P:,, confor- 
mément à la figure 21.17, est égale à 


f (M, 
Pis = PaitgB= tel. (21.38) 
Enfin, la force normale P?, s'exprime en fonction de P£, de la 
façon suivante : 
P; P! : 
ee TE (21.39) 
COS Zn COS Gn CUS Ro COS an cos B 
Dans cette égalité nous ignorons l’angle &, d’inclinaison du vecteur 
P, dans le plan normal à la surface hélicoïdale des filets de la vis 
sans fin. L’angle en question se calcule ainsi: 


tg An F. P5 ’ 
Pi 
or, puisque P,, — sh on a 
tg An cos B — tg a cos. (21.40) 


21 
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L'étude que nous venons de faire n’est vraie que pour un méca- 
nisme idéal, exempt de frottement. Dans le mécanisme à vis sans 
fin, le frottement se manifeste pendant le mouvement relatif le 
long de l’hélice de la vis et le long du profil de la dent de la roue. 
Le frottement le long du profil de la dent de la roue étant faible 
devant l’autre, nous n'envisagerons que le frottement le long de 
l'hélice. 

La figure 21.17 montre que l'effort axial P°: de la vis sans fin est 


PA = Phs 18 (B+ q)' = DE 18 (B+ gp) (21.41) 


où ’ est l'angle de frottement dans les glissières en coin ($ 19, 2°) 
que représentent les entredents de la roue tangente. Si le coefficient 
de frottement de l’engrenage est égal à f, on calcule l'angle de frot- 
tement œ’ par la formule suivante: 

ç'—arctg (21.42) 
Pour calculer la force P., de poussée de la dent de la roue tangente 


sur les filets de la vis sans fin, on peut utiliser une formule analogue 
à (21.39): 


COSGn | 


P!, M 
= = EE 9 
st cos aycos(B+q’) Je cos cos (B+q) (21.43) 


L’angle «, s'obtient par une formule analogue à (21.40): 
tg a = tg « cos (B + y’). (21.44) 


Puisque P;! est l'effort circonférentiel de la vis sans fin, on peut 
s'en servir pour rechercher le moment moteur appliqué à la vis. 


On a 
Mi= PAR: = Mg 18 (B+ '). (21.45) 


où R, est le rayon de la circonférence primitive de la vis sans fin. 
Si l'élément menant est la roue 2, la vis sans fin offre une résis- 
tance axiale P°, appliquée à l'arbre de la vis. 
Connaissant le moment À7, de la force résistante sur l'arbre de 
la vis sans fin, on calcule l'effort P‘, sur la circonférence primitive 
de la vis sans fin: 


A l'aide de la figure 21.17 on détermine la force P*’,: 


D M 
FO tg(B—p)  Ritg(B—9) 
Le moment moteur 42, sur l'arbre de la roue tangente est égal à 


LT MiRo 
Ma = Pierre (21.47) 


(21.46) 
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La force radiale P”, est d'intensité égale et de sens opposé à P:.. 
Enfin, la force P,, est 


Po 
cos Ge cos (B—%") ? 


Py = (21.48) 
où l’angle «. se calcule comme l'angle «, (voir l'égalité (21.44)), 
à Savoir: 


tg a, = tg a cos (B — y). (21.49) 


CHAPITRE XXII 


SYNTHESE DES ENGRENAGES À ÉLÉMENTS 
MULTIPLES 


$ 101. Etude des transmissions par engrenages 
à axes fixes 


1°. Les mécanismes à engrenages à éléments multiples (trains 
d'engrenages) peuvent avoir des schémas cinématiques et des struc- 
tures très variés. 

Comme il a été montré au $ 32, le train d'engrenages peut être 
considéré comme étant constitué par plusieurs engrenages élémen- 
taires; en vertu des formules (7.35) et (7.36), le rapport de trans- 
mission global i,,, ou raison, du mécanisme comportant r éléments 
est 


lin ee (— 1)” Lyolorglyrs .….. tn 1)" no (22.1) 
ou 
. Tararg ... Tn m Zo2354 .. £n 
= (— 17 TT np que 225856 7: Sn 29.9 
in ( ) LE ELLE LT ... Tin-1)’ ( ) I CO LEX L CR Z(n-1)° : { ) 


où m est le nombre d'engrènements extérieurs dans le mécanisme. 

L'établissement du schéma cinématique d’un train d'’engrenages 
consiste à choisir les dimensions principales des roues et les nombres 
de leurs dents à partir de la raison à réaliser. Ce faisant, on doit 
également tenir compte de certaines conditions supplémentaires 
imposées par des considérations constructives. Nous allons étudier 
ces conditions en considérant les réducteurs à double train d'’engre- 
nages, représentés à titre d'exemple sur la figure 22.1. Le mécanisme 
montré sur la figure 22.1, a n'est soumis à aucune condition quant 
à la disposition des axes de ses roues. Ceux de la figure 22.1, bet c 
ont leurs roues Z et 3 coaxiales, c’est-à-dire qu'ils doivent satisfaire 
aux conditions de coaxialité, qui se laissent exprimer par des rela- 
tions tout à fait évidentes. Pour le mécanisme représenté sur la 
figure 22.1, b on a 


RithRe= Riot Rs, (22.3) 
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Fig. 22.1. Schémas des réducteurs à double train d’engrenages : a) réducteur non 

coaxial à deux engrenages extérieurs; b) réducteur coaxial à deux engrenages 

extérieurs; c) réducteur coaxial à un engrenage extérieur et à un engrenage 
intérieur. 


et pour le mécanisme de la figure 22.1,cona 
R; + R: _— R; — R°, (22.4) 


où R;, R;:, R,et À, sont les rayons des roues 7, 2, 2" et 3. Les égali- 
tés (22.3) et (22.4) sont les conditions de coaxialité. 

Pour chaque train de roues cylindriques on recommande d'éta- 
blir le rapport i<8 à 10, et pour chaque train de roues coniques. 
i < 5. Admettant que dans les trois mécanismes de la figure 22.1 
les roues Z et 2’ sont menantes et que À, << R:, Ro, R;, le train 7 
constitué par les roues Z et 2 sera rapide, tandis que le train 77 
constitué par les roues 2” et 3 sera lent. Le calcul à la résistance des 
dents indique généralement que les modules d'engrenage des trains 
doivent être différents. Désignons-les respectivement par m1 et mr. 
On a en général m1 plus grand que m,. On préconise ensuite de choi- 
sir pour les réducteurs les rayons À, et R, des roues menées de 
chaque train de telle façon qu'il y ait R, > 1,1 R:. Les nombres 
de dents 2, et ::. des pignons Z et 2”, si ces derniers sont taillés sans 
déport de l’outil, seront choisis de manière à éviter l'interférence. 
Il est préférable, en outre, que les entraxes À, et Aix (fig. 22.1} 
s'expriment par des nombres entiers. Pour les réducteurs rapides, 
on préconise des nombres de dents assez élevés. 

2. Etudions le schéma du réducteur que l’on voit sur la fig. 22.1, a. 
Pour un réducteur de ce type, on peut retenir les conditions suivan- 
tes : 


lys —doios, R321,1R2. (22.5) 


Dans notre étude, nous devons chercher quatre rayons de roues 
inconnus: R1, R:, R;: et R4. On dispose à cette fin de deux rela- 
tions (22.5) dont la seconde est une inégalité. Le problème admet 
donc une infinité de solutions. On arrive à réduire le nombre d'in- 
connues à trois en adoptant des unités relatives, c'est-à-dire en 
admettant initialement, par exemple, que le rayon R, de la roue 1 
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est égal à l'unité. L'on aura alors 


: R,. 
pat, Pa= TR, P2r= 2, Ps= Re, (22.6) 
L'étude suppose la raison i,, connue. On se demande tout d’abord 
comment on va répartir cette raison entre les deux trains du réduc- 
teur. Puisque la force sollicitant les dents d'engrenages du second 
train est plus grande que celle appliquée sur les dents d’engrenages 
du premier train. il y a intérêt à faire le rapport i,. plus grand que 
ls. S'il en est ainsi. on aura les roues du second train sensiblement 
égales en dimensions à celles du premier train. On peut imposer, 
par exemple, une condition supplémentaire 


io © À ,4hios. (22.7) 
Alors, compte tenu de l’égalité (22.5), on a 


.2 Q 
1,44i33 — L13» 
d'où 


ins Ve 083 V Es ie=12Vis (22.8) 


Ceci fait, on détermine les dimensions relatives des rayons des 
roues. Pour la roue 2 on a 


pe = 1,2 Vis. (22.9) 
Compte tenu de l’inégalité (22.5), on reçoit 
Pa = 1,1p: (22.10) 


et enfin pour P+ On à 
ren — 0.83 Vis 
ou : 


ee 22.11 
de Vis ) 

Nous avons enfin établi les relations nécessaires entre les rayons 
de roues, ce qui facilite grandement l'étude ultérieure. 

Exemple 1. Soient la raison i,, — 16, le module du premier 
train m, — 1 mm, le module du second train my, = 1,25 mm. On 
demande à établir le schéma du réducteur. 

De la première relation (22.8) on a 


i9r3 = 0,83 V/ 16 — 3,32. 
Pour déterminer p,, on fait usage de la formule (22.9): p. = 
= 1,2 V 16 = 4,8. 


De l'égalité (22.10) on a p, > 1,1 X 4,8 = 5,28. 
Enfin, de la formule (22.11) on tire 
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Donnons-nous à présent un nombre de dents z, la roue 1 tel 
que Îl’interférence soit inexistante, c'est-à-dire z, = 17. Posons 


R, = 0,5mxz, = 0,5 -1-20 = 10 mn. 
A l’aide des égalités (22.6), on obtient 
R:s = Pp:R1 — 4,8-10 —48 mm, 
Ro = 02R,—1,58:10 — 15,8 mm, 
R3=p3R1=5,28-10 —52,8 mn. 
Connaissant les modules m, — 1 mm et myr = 1,25 mm, on 
calcule les nombres de dents des roues: 


2- 2. . 
DEN 20e 508 nee Sr. 
1 1,25 


Nous avons reçu pour le second train les nombres de dents non 
entiers; il convient d'apporter des corrections au calcul. Posons 


z+r = 25 et z, = 84. De ce fait, le rapport i., sera modifié: 
z 84 
Re = = ==, . 
lor3 — - 55 = 3,36 


Nous avons eu précédemment i., = 3,32 et i,; — 16. Mainte- 
nant nous avons éers — 3,90 et ia — 4,8-3,36 = 16,14. L'erreur 
exprimée en pour cent 

; 16.14 —16 
Aie — (5 — } 1000 = 1% 
n’a aucune importance pratique. 

3°. Passons au réducteur de la figure 22.1,b. Le mécanisme de 
ce type doit vérifier la condition de coaxialité (22.3). Portant dans 
l'égalité (22.3) les valeurs de R, = R,i,, et de R;3 = Roisrs, On 
reçoit 

Ri+ Riige = Ror+ Roriors, 
d’où l’on déduit 


Ro R re. (22.12) 


I] ressort de la formule (22.12) que l'égalité des rapports i,, = 
= is = Vi,, donne R;- = R;,, donc aussi R. — R4. La condition 
de coaxialité (22.3) se laisse exprimer aussi avec les nombres de 
dents des roues et les modules m7; et m;, du premier et du second 
train du réducteur. On a 


Mit F Mie = Myl2o + MitZs. (22.13) 
De l'égalité (22.13) on tire 
A APP em OU (22.14) 


mI 29° 753 
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car il est préférable que my, soit supérieur à m,. Si les rapports véri- 


fient l'égalité 
bio — lorz — V L13 


les nombres de dents z,, z+, z+* et z, se calculent par les formules 
connues 


es 


2R: _ Ô - 
ns à 29 — Zylio — 21 W Li3s 
2R. (22.15} 
29° — pa 23 = 29 V its. 
Les entraxes A, et A;, seront 
A1== Ag = Ri+ Ro = Ro +R. (22.16} 


49. Pour le réducteur de la figure 22.1,c (à engrenage intérieur) 
la condition de coaxialité s'exprime respectivement par l'égalité 
(22.4). On a, en outre, les égalités 

Ro Riiys, Rs Rois, 
d'où l'on déduit 
Ri+ Ris = Roriss— Ro, 
ou 
1 DORE à Pa + (22.17) 
Het 
La condition de coaxialité (22.4) transcrite à l'aide des nombres 


de dents des roues et des modules m1 et mr: du premier et du second 
train du réducteur se présente comme suit: 


MyZs + Miy2o = Myr2s — Myr2o, (22.18) 
d'où 
MI _ 2142 
Re > 1, (22.19) 


car on recommande que "mxyx soit plus grande que m7. Si les rapports 
iye et ê+s vérifient la condition 


Lio — log = Vis, 
les nombres de dents 2,, z:, 2» et z, se calculent par les formules 
(22.15). Les entraxes À, et A, sont 
À] — An = Ri+R: — R3— Ro. (22.20) 


Exemple 2. Calculer les rayons des roues et les nombres de dents 
dans un réducteur coaxial à double train d'engrenages dont on 
connaît la raison i,, — 20 et les deux modules mr = 1 et my, = 
—= 1,25 mm. Le schéma de ce réducteur est donné fig. 22.1,b. 
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On a ici les conditions suivantes: 


1 + ite mII 24 + 29 
Re, —=—————/\ 
a 1 1+is,: m] Z9r Ÿ 23 
ou. conformément aux conditions données. 
= Mr, citbs =. À. “ue 0e rh 
EDS m]I Ù 1+is.z 1.25 °1 His Nes 1+i 3 
2 a 1,25 Re . 
132 = —=1,25.  joiorz — is — 20. 


Si l'on fait le calcul en unités relatives, notamment en nombres 
de dents de la roue 7, on aura les inconnues 24, 2e, Z3 et ljos Loge 
Posant en outre 

L42 — lors —— Vis —— y 20 Fr 4,47, 
on aura 


Do. 0,82, 1H 0 82. 


Za — dorg20r —0,8.-4,47.2 — 3,582. 

Donnons-nous maintenant un nombre de dents z, de la roue J tel 
que les quantités z,., z. et z, soient proches des nombres entiers, 
parce que les entraxes du premier et du second train doivent être 
parfaitement égaux. 

Comme 2: — 0,8z,, on doit prendre z, égal à 25 ou à 30, car 
avec un z, plus petit on reçoit un z.. inférieur à 17. Il y a donc deux 
solutions possibles : 

1. 39° = 0,8-25 — 20, 
Ze = 4,47-25 — 111.75 = 112, 
Za — 3,98 -25 — 89,6 & 89. 

Portons les résultats, arrondis aux nombres entiers, dans la 

formule de la raison i,.. Il vient 


__ 112.89 
137 25.20 


= 19,95, 


ce qui est pratiquement acceptable. 
2. Voyons la deuxième solution: 


Z—= 30, 5o°— 24, 5 —=4,41-30 — 134,1, :3--3,58-30 — 107,4. 
Arrondissant aux nombres entiers, on reçoit 
Z— JO, 3o—24, 52-134, 23-=— 107. 


La raison sera 


ce qui est également admissible. 
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Vérifions la condition de coaxialité. 
Première solution : 


My (Za + 32) = 1-(25 + 112) = 137, 
max (22°+ 53) = 1,25 (20 + 89) = 136,25. 
Deuxième solution : 
mx (Z1 + 2e) = 1 (30 1134) = 164, 
Max (52° + 23) = 1,25 (24 + 107) = 163,75. 


Comme il fallait s’y attendre, les entraxes ne sont pas parfaite- 
ment égaux, l'imprécision de la deuxième solution s’avérant d’ail- 
leurs moins grande que celle de la première. On retient donc la 
deuxième solution. 

Pour faire l’entraxe A1 du second train égal à 164, on doit tail- 
ler la roue 2” avec un déport positif. Le facteur nécessaire de correc- 
tion de la denture sera déterminé à l’aide de la formule (20.83) 
présentée ainsi: 

A9 
AI 


COS Le — COS &, 
où À, est l’entraxe théorique, «, l’angle d’engrènement de l'outil 
de coupe égal à 10°, et «. l’angle d’engrènement obtenu au cours 
du montage. 

Après substitution des valeurs connues on a 


169.75 0 94—0,938, œe= 20°20". 


Pour déterminer le déport £.- à effectuer en taillant la roue 2”, 
on utilise la formule (20.82) présentée ainsi: 
(inv &e — inv &p) (29° + 23) 
28 & 
Portons dans cette formule les valeurs numériques et faisons 
tous les calculs nécessaires : 


= — (0:01560—0,01490) (24 + 107) 
DE 2.U,364 


Er = 


= 0,141. 


Le déport absolu 7. exprimé en millimètres sera 
42° = Mnéor = 1,25.0,141 —0,176 mm. 


$ 102. Etude des transmissions par engrenages 
à axes mobiles 


LL] 


1°. Parmi les mécanismes à engrenages à éléments multiples 
à axes mobiles, on distingue les mécanismes dits planétaires, dont 
nous avons analysé la cinématique au $ 33 et le calcul des efforts 
et du rendement au $ 65. Nous allons considérer les schémas des 
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Fig. 22.2. Schémas standardisés des réducteurs planétaires : a) à engrenage inté- 
rieur et roue parasite; b) à un engrenage intérieur et à un engrenage extérieur ; 
c) à deux engrenages extérieurs; d) à deux engrenages intérieurs. 


engrenages planétaires formés de quatre éléments. La figure 22.2 
montre quatre schémas courants d'engrenages de cette espèce. 
Voyons quels rapports de transmission peuvent être réalisés 
par ces engrenages. Pour cela, nous allons utiliser les formules des 
rapports de transmission des mécanismes planétaires que nous avons 
déduites au $ 33. 
Le rapport de transmission if de la roue Z au bras FH, pour la 
roue 3 fixe, s'exprime par la formule 
.(: 1 1 
NH — PEUT FENTE (22.21) 
1H 13 
où iH est le rapport de transmission de la roue 7 à la roue & pour 
le bras Æ fixe. On a de même 


nn 99.99 
tHi D 4H (22.22) 
H1 31 


Si c'est la roue Z qui est fixe, les formules (22.21) et (22.22) 
deviennent 


D —1—i, (22.23) 
(22.24) 


Pour comparer les formules (22.21) à (22.24), résumons dans un 
tableau les rapports de transmission exprimés en fonction des nom- 
Dec dents pour les quatre types d'engrenages montrés sur la figu- 
re 22.2. 

En regardant le tableau 7, on s'assure que les types c et d peu- 
vent réaliser les mêmes rapports; leur différence est purement cons- 
tructive et consiste en ce que le type c n’a que des engrenages exté- 
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Tableau 7 


Formules pour le calcul du rapport de transmission des engrenages 
planétaires courants 


Ra rt de 
renantes ion Type a | Type b | Type c | Type d 
(ie __#3 ____2e33 2253 2253 
31 —— 
D 3 2953 2953 Z923 
(4) 53 2923 4 — 2923 n 2923 
i 41+1—= 117 ss Tr 
1H | + 2 | Mas | 19° “Jo? 
1 1 1 | 
00 a à zx : 
H1 4 He 11-2273 4 — “273 4 — “23 
21 250 51507 min: 
. ©! MILLE ©1297 wij-07 
Un 1+— 1+—— 1— — 1 — — 
53 2223 2273 293 
1 1 1 | 
in La | 2420 ZtSoe œi- > 
Te 1+— 1— — 1— —— 
“3 2953 2023 2923 


rieurs et le type d n’a que des engrenages intérieurs. La gamme des 
rapports de transmissions réalisables avec ces engrenages est théori- 
quement illimitée. En effet, si l’on choisit le rapport des nombres 
de dents de telle façon que le rapport global iE soit proche de l'unité, 
les rapports if#; ou i%# tendront vers zéro et les rapports if, ou iÿs 
tendront vers l'infini. 

Les gammes des rapports de transmission des engrenages a et b 
sont suffisamment voisines et se déterminent par l'encombrement 
des engrenages et par des raisons constructives. 

Le tableau 8 indique les gammes des rapports de transmissions 
employés au cours des calculs pratiques. 

Il est à noter que si le rapport est faible, les engrenages c et d 
auront un rendement très petit. et dans le cas où le mouvement est 
transmis de la roue au bras, il peut y avoir autofreinage. Ainsi 
donc, l'emploi des engrenages c et d dans les réducteurs de force 
puissants est peu rationnel. 

Par contre, les engrenages a et b ont généralement un rendement 
élevé: de 0,96 à 0,98. 

Le tableau 8 permet de choisir le schéma le plus rationnel de la 
transmission. Par exemple, on demande de construire une transmis- 
sion planétaire réalisant un rapport i = 0,5. Le tableau indique que 
le rapport i — 0,5 est irréalisable avec les engrenages du type a. 
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Tableau 8 
Gammes pratiques de rapports de transmission pour différents éléments fixes 


Type c Type d 


Rapports de transmission | Typc a | Type bd 


Engrenages ordi- EE —1,3 à —8 
naires 


—1 à —14 _ — 
1% |—0,77 à —0,125| —1 à —0,071| — — 
il? | 2,3 à 9,0 2,0 à 45 | De 32 à | De 32 à 


1) [0,445 à 0,111 | 0,5 à 0,067 | 1500 et | .1500 et 
plus plus 


Engrenages plané- 
taires 


1,77 à 1,125 
0,565 à 0,888 


20 à 1,071 
0,5 à 0,933 


En revanche, ce rapport peut être assuré par un engrenage du type b, 
dont la gamme des rapports permet de le faire. 

Au cas où le rapport à réaliser n'est pas prévu par les gammes 
des rapports des engrenages a et b, on a recours à des schémas plus 
compliqués des transmissions planétaires, ou bien on monte en série 
plusieurs engrenages planétaires. 

2°. Passons au calcul des nombres de dents des engrenages plané- 
taires. Nous allons considérer -à titre d'exemple un engrenage du 
type a (fig. 22.2). Le plus souvent, en vue de réduire les efforts sur 
les dents des roues et d'assurer l’équilibre dynamique du mécanisme, 
on monte dans les réducteurs non pas un mais plusieurs satellites 
(fig. 22.3) disposés sous des 
angles égaux. La figure 
22.3.b montre trois satellites 
2, 2" et 2” disposés à des 
angles de 120°; or, d’une 
façon générale, le nombre de 
satellites peut être plus 
grand. Les satellites sont 
situés dans un même planet 
disposés de telle sorte que 
leurs circonférences de tête 
ne se coupent pas. Les satel- 
lites 2 et 2”, représentés sur 
la figure 22.3,b, se trouvent a) ô) 
ans un voisinage extrême : 


leurs circonférences de tête 
de rayon R:,se touchent. Il 
résulte du triangle À BC que 


32—0117 


Fig. 22.3. Pour la détermination de la con- 

dition de voisinage des satellites : a) schéma 

de l'engrenage planétaire à un satellite; 
b) schema avec trois satellites. 
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pour éviter que les circonférences de tête se touchent, il faut que 
soit vérifiée l'inégalité 


2 (Ri+ Re) sin > 2Rie (22.25) 


dans laquelle k est le nombre de satellites, R, et R, sont les rayons 
des circonférences primitives des roues Z et 2. Si les roues de la 
transmission sont normalisées, on exprime les rayons R,, R, et R+, 
en fonction des nombres de dents comme suit: 


(Z1 + 22) sin + > (22 + 2), (22.26) 

d'où 
$ PL4 2o +2 _ 
sin > FRE (22.27) 


La condition (22.27) est la condition de voisinage. 

3°. A l'assemblage d’un réducteur planétaire, c'est le premier 
satellite mis en place qui détermine complètement la position rela- 
tive des roues centrales. Supposons par exemple que le satellite 2 
ait un nombre de dents pair (fig. 22.4). Les dents a et b seront alors 
symétriques, et les roues centrales Z et 3 auront leur position relative 
parfaitement déterminée. 

Tournôns la roue 7 d’un angle , égal au pas angulaire. Si le 
nombre de dents de la roue 7 est égal à z,, l’angle , sera alors 


de. (22.28) 


La roue centrale 7 ayant tourné de l’angle ,, l’axe À du satellite 
occupera la position À’ et le bras J7 tournera d’un angle x égal à 


Pr = Puifr | : (22.29) 


C’est la deuxième dent de la roue 
1 qui occupera alors la place de la 
première. De cette façon, après cette 
rotation, les axes de symétrie des 
dents des roues centrales Z et 3 se- 
ront alignés sur une droite commune. 
On pourra alors intercaler entre les 
roues Z et 3 encore un satellite, si- 
tué, bien sûr, dans un plan différent 
de celui du premier satellite. Le 
nombre théorique de satellites n 
qu'on peut monter est évidemment 
égal à 


Fig. 22.4. Pour la détermination 
de la condition de montage de Het (22.30) 
l'engrenage planétaire. () ° 
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Compte tenu de l'expression (22.29), on transforme la.forma- 
le (22.30): 


n = _— ro (22.31) 

Suivant le tableau 7, on a 
7) REC (22.32) 
Portant l'expression (22.32) dans l'égalité (22.31) on reçoit 
nt) pe. | (22.33): 


Le nombre rx est celui de satellites théoriquement possibles. 
Le nombre pratique À de satellites sera sûrement plus petit. Par 
exemple, si l’on tourne la roue Z non pas d’une dent mais de m 
dents, le nombre de satellites sera m fois plus petit: 


à LE 1 (22.34) 
meH m es 

La condition (22.34) est dite condition de montage. Elle reste 
valable aussi quand le nombre de dents du satellite est impair. 
Ainsi, lorsqu'on conçoit un engrenage planétaire, il faut que soient 
vérifiés le rapport de transmission prescrit, le module imposé, les 
conditions de montage et de voisinage ainsi que la coaxialité de 
la transmission qui, pour le mécanisme représenté sur la figure 22.3, 
s'exprime par l'égalité 


Z3 = 229 + z1, (22.35) 


car les roues Z, 2 et 3 ont même module. En outre, les roues norma- 
lisées doivent être exemptes d'interférence, et les engrenages inté- 
rieurs, libres de l'interférence spéciale. 

Exemple. On demande de dessiner un engrenage planétaire réali-’ 
sant un rapport de transmission i = 4,5. Suivant le tableau 7 on 
voit que cela est possible avec les engrenages des types a et b. On 
choisit le type a présentant le rapport if, c'est-à-dire le schéma 
avec la roue Z menante et le bras À mené. Comme if} = 4,5, on 
doit avoir 4 = 1 — if — 1 — 4,5 = —3,5. Puisque, d’ après, ee 


tableau 7, i est un 
its — = — 3,9, sé (a): 
on aura 
Za = 3,524. (b) 
D'après la condition de coaxialité (22.35), ôn a 
Be, (c) 


32e 499 : 


ou, compte tenu de la condition (b), 


7 HSE 1,252. (d) 
En vertu des égalités (b) et (d) 
23 __ 3,924 > e 
A ed ((e) 


Le nombre de dents z, doit être choisi de manière à éviter les 
interférences. Du tableau 6 ($ 95, 2) il ressort que pour z, — 20 on 
aura Zs — 2,82, — 2,8 -20 = 56, c’est-à-dire que le nombre de dents 
z, sera inférieur à 60, alors que la condition de non-interférence 
demande d’avoir z; > 60. Le nombre de dents minimal Zn = 22, 
car on a alors z, — 2,8:, — 2,8-22 — 61,6, si bien que z, > 60. 
On choisit donc z, = 22. 

Les plus petits nombres entiers vérifiant la condition (e) sont 
ze = 25 et z4 = 70. Il vient 

70 


23 NT ET) 8 


29 25 . 


D'après la formule (b) on a 


Le tableau 6 ($ 95, 2) indique qu'il n’y a pas interférence pour 
Z, — 20. Ainsi, les nombres de dents des roues du réducteur sont 
7 = 2%, 2; 25, 2, — 10. 

Cherchons le nombre possible kÀ de satellites. D’après la condi- 
tion de voisinage (22.27), on a 


a a 14 z 
ii srcsin 2 _ din mue per. arcsin 0,6 nn 0. 


c'est-à-dire qu'il doit y avoir 4 < 4. Ensuite, d’après la condition 
de montage (22.34) 
__ ztzs 20470 90 
nn cu (8) 
Les nombres k et m étant assujettis à être entiers, le nombre de 
Satellites À — 4 ne satisfait pas à la condition (g). Celle-ci sera 
vérifiée pour k — 3, parce qu’on a alors m — 30. Ensuite, connais- 
sant le module m, on peut calculer les rayons des circonférences 
primitives des roues. Soit m — 10 mm. On a alors 


2 2 

Re 10-25 _ 495 mm 
2 2 

Rg=8 = OT 2 350 in 


Voyons si la condition de coaxialité est respectée: 
T3 — 2R;: + R, —= 2.125 + 400 ne 350 mm. 
Ceci fait, on détermine ensuite le rendement du mécanisme 


d’après la formule (14.46) du $ 65, 6°. Admettons que le coefficient 
de pertes soit x — 0,05. Le rendement n,x est alors 


mu 1—|(1—ÿx5) out] (1) [on = 


=1—|(1—-2)10,05 + 0,96. 


CHAPITRE XXIII 
SYNTHESE DES CROIX DE MALTE 


$ 103. Etude des mécanismes à engrènement extérieur 


1°. Au $ 36 nous avons étudié les schémas des mécanismes des 
croix de Malte et certaines questions de leur cinématique. Les croix 
de Malte sont largement utilisées dans les machines automatiques 
et les appareils destinés à assurer un mouvement constant en direc- 
tion mais présentant des arrêts périodiques de l'élément mené. 
Dans ces cas on se donne généralement le rapport k du temps de 
mouvement { de l'élément mené au temps de repos f, de cet élément, 
ce rapport étant appelé coefficient du temps de travail du mécanisme. 

Dans une croix de Malte élémentaire à engrènement extérieur 
(fig. 23.1) les rainures sont disposées symétriquement et ont le 
profil rectiligne et radial; l'élément menant est la manivelle Z 
munie d'un fuseau À. Le temps de mouvement f, de la croix 2 et 
le temps de repos # de la croix se 
déterminent, compte tenu des for- 
mules (8.11) et (8.12), de la façon 


suivante : 
30 30 2 
lm = REA 2 = (1 —<) , 
(23.1) 
___ 30 __ 30 2 
= (22 —2qu) = (1 +2). 
(23.2) 
Il s'ensuit de la figure 23.1 que 
2Pe — Æ., 
D 6. — _ 2 | 
2P=T—2Pe= 7 (1 —+) , Fig. 23.1. Schéma du mécanisme de 
la croix de Malte à engrènement 
(23.3) extérieur. 
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où z est le.nombre de rainures et nr, le nombre de tours par minute 
de l'élément Z. Le temps T d'une révolution complète de l'élément 7 
sera donc égal à 


T=intt= À. (23.4) 


Le plus petit nombre z de rainures nécessaires pour assurer la 
révolution complète de la croix 2 (fig. 23.1) ne doit pas être infé- 
rieur à z > 3. 

Lorsqu'on construit les mécanismes des croix de Malte, on ex- 
prime généralement les durées de mouvement et de repos de la 
croix en unités relatives p et q, qui valent respectivement 


Le coefficient k du temps de travail du mécanisme sera 


ER LU z—2 
br ner (23.5) 
Nous venons de déterminer ci-dessus le temps de mouvement 
et le temps de repos pour le cas où l’élément menant 7 n’a qu’un 
seul fuseau. Quand le nombre de fuseaux m est supérieur à l'unité, 
leur nombre maximal, en cas de disposition symétrique, se définit 
par la condition suivante : 


2x 2 
mL = 2 . (23.6) 


Pour la construction des croix de Malte à partir d’un angle 
donné 29, de rotation de la croix et des grandeurs relatives p, q 
et k, on peut se servir du tableau 9 composé pour les nombres de 
rainures z — 3 à 12, les croix à rainures plus nombreuses étant rares. 

En regardant le tableau 9, on voit que la croix de Malte à fuseau 
unique et à trois rainures présente le coefficient du temps de travail 
k — 0,20. Avec l’augmentation du nombre z de rainures le coeffi- 
cient À croit pour atteindre 0,71 avec z = 12. 

2. En choisissant les paramètres des croix de Malte, on doit 
tenir compte aussi des caractéristiques cinématiques des mécanismes. 
Désignant les angles de rotation du moment de l'élément J et de 
la croix 2 par of et p?, l’on aura pour une position quelconque 4° 
du fuseau dans la rainure (fig. 23.1) 

R sin qç? (23.7) 


L  sin(pi+qi) 
Puisque, conformément à la figure 23.1, 
7 = sin p, =sin = —À, (23.8) 
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Tableau 9 


Paramètres pour le calcul des mécanismes des croix de Malte 
à engrènement extérieur et à un fuseau 


Angle. de rotation de l'élément 
1 correspondant Due 
Angie de Coe 
au mouve- rotation du temps de 
la croix croix 5 7 TT croix 


kh=— 


200 = a( 1 ++) 2P1=71—293 


ee L 3 L 3 


D] 


BALPSLLHAS 


14716" 
150° 


L 3 


0 
"0 
0 
0 
0 
0, 
(9) 
(9 
0 
0 


l'équation (23.7) devient 

___ sing 

7 sin(pi+®s)’ 
d'où l'on déduit ne 


___ Asinq? 
(gp — 1— À cos p* ? 
«arte Asp? (23.9) 
Pr B L—Acos qe ‘ 
La vitesse angulaire analogue &w2,* de la croix 2 est 
__ dpf_ ___ÀA(cos pr —à) 
Doi — ape dpi 7 1—2Rcospf FA ” (23.10) 


L'accélération angulaire analogue e>4* de la croix 2 sera 


rot) 1(1—22)sinqt 
Ep = A — . (23.11) 
1 dqp} (1— 24 cos p? + A2)? 
La vitesse angulaire w, de la croix sera 
Ds = 0,011 (23.12) 
tandis que son accélération angulaire e, s’écrira comme suit: 
Le — En #01; (23.13) 
2çi 


où w. est la vitesse angulaire de l'élément 1. 
Il s'ensuit des formules (23.10) et (23.12) que la vitesse angulaire 
&. de la croix s'’annule quand s’annule le numérateur de (23.10). 
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On a 
À (cos pi — À) = 0 


ou 
COS pi = À; 
compte tenu de l'égalité (23.8), on 
en tire 
É . 
COS P;, — SIN —, 
d'où 
Fig. 23.2. Détail du schéma du mé- : 7 ñ 1 4 
canisme de la croix de Malte à en- Pie e À (5 GE —) — Pis 
grènement extérieur. © (23.14) 


ce qui veut dire que la vitesse angulaire w. de la croix devient 
nulle aux moments d'engagement et de dégagement du fuseau de la 
rainure, grâce à quoi le mécanisme fonctionne sans chocs durs. 

La vitesse angulaire ©, de la croix passe par sa valeur maximale 
Oo(max) quand l'angle qi — 0, c'est-à-dire dans la position où l’axe 
de la rainure se confond avec la droite 0,0, (fig. 23.2). Il résulte 
de la formule (23.10) que dans cette position la vitesse angulaire 
analogue Dps(max) ESt 


À " 
Drgf(max) 17 : (23.15) 


L'accélération angulaire €, de la croix en cette position est égale 
à zéro. Aux moments d'engagement et de dégagement du fuseau les 
accélérations angulaires &e. de la croix sont 


€, = Esp (23.16) 


où la valeur absolue de l'analogue eo, de l'accélération angulaire &. 
en vertu de la formule (23.11), s’écrit ainsi : 


+, CT HN TR A 
z 2 2 2 ” 
-29 RES 
[1—2sin cos (57 )+sint 2 | 


Il ressort de la formule (23.17) que, puisque x/z > 0, aux moments 
initial et final de la rotation de la croix celle-ci présente certaines 
accélérations e>,, qui occasionnent des chocs mous. 

Le tableau 10 résume quelques caractéristiques cinématiques 
des mécanismes à engrènement extérieur. 

Ce tableau montre que la diminution du nombre de rainures 
a pour effet l'augmentation des vitesses angulaires maximales de la 
croix et des accélérations angulaires aux moments d'engagement 
et de dégagement du fuseau. La brusque croissance des accélérations, 
et donc des charges dynamiques, présente un inconvénient grave 
propre aux croix de Malte qui ont un petit nombre de rainures. 
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tg —. (23.17) 


Tableau 10 


Paramètres pour le calcul des mécanismes de croix de Malte 
à engrènement extérieur ayant de 2 à 5 fuseaux 


Angle de rotation de l'élé 


ment 1 correspondant au Angle de rota- Angle de 
rs repos de la croix tion de l'élément | rotation 
res de la | 1 correspondant de la 
croix z au mouvement croix 
m=2 | m=3 | m=4 | m=5 ||de la croix 291 22 


60° 

90° 
108° 
120° 
128°34 
135° 
140° 
144° 
147°16" 
150° 


_ Coefficient du temps de 


L 
LE travail de la croix k = À 
de rainu- 


res de ja 


croix z 
m=3 


3 0,333 0,1667 | 0,0833 | 0,0333 
& 0,2500 | 0,0833 _— — 
9 0,2000 | 0,0333 

6 0,1667 

7 0,1420 

8 0,1250 
9 

10 

11 

12 


- 
+ 


© © rm» 
= © 


0,1111 
0,1000 
0,0909 
0,0833 


CSSLSSLSSSS 


O1 PS Co © D D à 2 © 


En cas de disposition asymétrique des centres des fuseaux sur la CHCORÉERREE 
de l'élément 1, les périodes de repos de la croix ont des durées inégales 


3°. Les paramètres principaux des éléments du mécanisme de la 
croix de Malte (fig. 23.1) se déterminent comme suit. Etant donnés 
l’entraxe 0,0. = L et le nombre z de rainures de la croix, le rayon R 
de la manivelle menante sera 


R = L sin q. = L sin z. 
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La distance S de l’axe de rotation de la 
croix aux points extrêmes de ses rainures est 


S =L cos q.=Lcos +. 


La longueur À de la rainure de la croix 
se définit d’après la figure 23.2 qui montre 
la position de la croix en laquelle l'axe de la 
rainure se confond avec la droite O,0.: 


kR=S+R—L+r, 
où r est le rayon du fuseau, et ensuite 


7, . T 
Fig. 23.3. Schéma du mé- h=L (cos a 1) EL 


Malte à cie G 4°. Si l'élément menant J (fig. 23.3) com- 
térieur à trois fuseaux. porte plusieurs fuseaux disposés symétrique- 
ment, le nombre m de ces fuseaux se calcule 
à l’aide de l'inégalité (23.6). D'après cette inégalité le nombre de 
fuseaux m peut être de 1 à © 
On voit fig. 23.3 le mécanisme de la croix de Malte à m = 3 
fuseaux et z — 4 rainures, ce qui est conforme à l'inégalité (23.6). 
En vertu de la formule (23.3), l’angle 29, de rotation de l'élément 7 
correspondant à la rotation de la croix 2 est égal à 


2qu= x (1 —À) ; (23.18) 


L’angle de rotation 2, de l’élément 7 correspondant au repos 
de la croix 2 est égal à 


2 27 27 2 2 
29o= = —2p = nt = (=+=- 1). (23.19) 


Le coefficient 4 du temps de travail est 


2 
1==— 

k=e-À NE ES (23.20) 
m 2 


Pendant l'étude d'un mécanisme de la croix de Malte ayant 
un nombre de fuseaux m — 2 à 5, on peut se servir du tableau 10. 


CHAPITRE XXIV 
| SYNTHÈÉSE DES MÉCANISMES À CAMES 


$ 104. Principaux types des mécanismes 
plans à cames 
1°. Dans ce paragraphe nous allons considérer les principaux 
types de mécanismes à cames; pour la facilité de l’étude, nous divi- 
serons ces mécanismes, en fonction du mouvement de l'élément mené, 
en trois espèces suivantes: 
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1) l’élément mené se déplace en translation; 

2) l'élément mené tourne; 

3) l'élément mené effectue un mouvement composé. 

Le mécanisme dont on voit le schéma cinématique sur la fig. 24.1,a 
sert d'exemple de mécanisme à came de première espèce. 

Un cylindre dont la section a pour limite une courbe plane 1 
tourne autour d’un axe À avec une vitesse angulaire donnée «w. 
Agissant sur le galet 3, tournant librement autour de son axe, le 
cylindre Z provoque le déplacement en translation de l’élément 2 
dans ses guides C — C. Convenons d'appeler came, dans les méca- 
nismes à cames, celui des éléments du couple supérieur qui a une 
partie de courbure variable. Par profil de la came plane, on entend 
la courbe qu'on obtient en faisant couper la partie de la came du 
mécanisme plan par un plan parallèle au plan de mouvement de 
la came. Dans le mécanisme représenté sur la figure 24.1, a l'élément 
1 est la came et la courbe «& est son profil. 

La figure 24.1. b représente un mécanisme à came de deuxième 
espèce. La came Z tourne à une vitesse angulaire donnée w. En agis- 
sant sur le galet 3, la came Z fait l'élément 2 tourner autour du 
point C. 

La figure 24.1, c montre le mécanisme à came de troisième espèce. 
La came Z tourne autour de l’axe avec la vitesse angulaire ©. En 
agissant sur le galet 5, la came 7 imprime à l'élément 2 un mouve- 
ment composé, tandis que les éléments 3 et 4 tournent respective- 
ment autour des points Æ£ et F. 

2°. Dans le cadre de chaque espèce de mécanismes à cames, 
on peut obtenir différentes variétés de ces mécanismes, suivant la 
nature du mouvement de la came, la position relative de la came 
et de l'élément mené, la forme géométrique de la partie appartenant 
à l'élément mené. Par exemple, les mécanismes à cames à élément 
mené mobile en translation de l'espèce montrée fig. 24.1,a peuvent 
avoir divers schémas cinématiques (fig. 24.2), car la came peut tour- 
ner autour d'un axe fixe À 
(fig. 24.2, a, b et c) ou se 
déplacer en translation (fig. 
24.2, det e) le long d'un axe 
z — x, etc. L'axe y — yde 
l'élément mené peut couper 
l'axe À de rotation de la 
came (fig. 24.2, a), ou ne 
pas le couper (fig. 24.2, c) 
mais passer à une certaine 
distance minimale ! de cet 
axe. L'axe y — y de mouve- 


ment de l'élément 2 peut être | . | 
perpendiculaire à l'axe z—zx Fig. 2 Schémas des none à ue 
| a) à élément mené mobile en translation; 
de mouvement de la came. })à3 élément mené oscillant; c) à élément 
(fig. 24.2,d) ou former un mené animé d'un mouvement composé. 
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Fig. 24.2. Schémas des mécanismes à cames: a) à tige mobile en translation ter- 

minée par une pointe ; b) à tige à plateau ; c) à tige mobile en translation terminée 

par un galet ; d) à came mobile en translation et à tige terminée par une pointe; 
e) à came mobile en translation et à tige terminée par un galet. 


angle quelconque « avec l'axe x — x (fig. 24.2,e). Enfin, l'élément 
mené peut se terminer par un point C (une pointe) (fig. 24.2, a et d), 
par un galet rond 3 (fig. 24.2,cete) ou par une droite a— a (un pla- 
teau plan) (fig. 24.2, b). 

L'élément mené 2 qui se déplace en translation est la tige ou le 
poussoir. 

L'élément mené 2 qui tourne autour d’un axe fixe (fig. 24.1, b), 
porte le nom de levier oscillant. L'élément mené 2, animé d’un 
mouvement composé, est la bielle (fig. 24.1,c). 

Si l’axe y — y de la tige passe par l’axe À de rotation de la came 
(fig. 24.2,a), le mécanisme à came est dit à tige centrale. Si l’axe 
y — y passe à une distance minimale ! de l’axe À de rotation de la 
came (fig. 24.2, c), le mécanisme est dit à tige excentrée. Le mécanisme 
montré sur la figure 24.1,b est appelé mécanisme à came à levier 
oscillant, etc. Suivant le mode de mouvement des éléments menants 
et menés, les formes géométriques des parties des éléments, la dis- 
position des couples cinématiques inférieurs dont font partie les 
éléments des mécanismes à cames, on obtient les types les plus variés 
des mécanismes à cames. Les mécanismes les plus employés dans les 
machines sont ceux montrés fig. 24.1,a et b, 24.2 et 24.3. 


Fig. 24.3. Schéma du mécanisme Fig. 24.4. Schéma des mécanismes à ca- 
à came à levier oscillant tangent mes à contact permanent assuré par la 
à la came. forme géométrique: a) came à rainure; 

b) came en cadre avec deux tiges. 
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3°. Pour assurer un bon 
fonctionnement des méca- 
nismes à cames, il faut que 
les éléments menant et mené 
se trouvent toujours en con- 
tact permanent. Ce contact 
peut être obtenu par des pro- 
cédés purement géométri- 
ques, en donnant au profil 
de la came la forme d'une 
rainure a — a (fig. 24.4, a) 
dont les parois latérales en- 


veloppent le galet 3. La ca- ; _- . 

me à rainure assure le con-  Fig- 24.5. Schémas des mécanismes à cames 
tact t d Je à Contact permanent assuré par un ressort : 
act permanent au COUPIé ;) à tige mobile en translation; b) à levier 
supérieur du mécanisme à oscillant. 


came. 

La figure 24.4, b montre un autre procédé d'obtention du contact 
permanent à l’aide de deux galets 3 et 4. Pour ce type de contact. 
le profil de la came doit respecter la condition supplémentaire qui 
exige que la somme des rayons vecteurs opposés r” et r” du profil 
théorique de la came soit égale à la distance / séparant les axes de 
rotation des cames 3 et 4. Le plus souvent, on obtient le contact 
permanent à l’aide d'un ressort 4 (fig. 24,5,a et b). 


$ 105. Données initiales pour l'établissement 
des projets des mécanismes à cames 


10. Pour établir le profil de la came d’un mécanisme à came, 
on doit choisir: 

a) le schéma cinématique du mécanisme ; 

b) la loi du mouvement de l'élément mené en fonction de la 
coordonnée généralisée ; 

c) certains paramètres d'éléments. 

Les choix de tel ou tel schéma cinématique du mécanisme est 
déterminé en premier lieu par des raisons constructives et a pour 
but d'assurer le mouvement de l'élément mené nécessité par les 
conditions du procédé technologique. Le choix de la loi du mouve- 
ment de l'élément mené en fonction de la coordonnée généralisée 
constitue l'étape fondamentale de l'établissement du projet du 
mécanisme à came. La loi de mouvement choisie doit satisfaire 
aux exigences du procédé technologique que le mécanisme envisagé 
est appelé à servir. 

La figure 24.6 montre le mécanisme à came des ciseaux de la 
machine automatique à envelopper les bonbons. Pendant la rotation 
de la came à rainure Z le levier coudé 2, dont le galet est guidé dans 
la rainure de la came, pivote sur l’axe À en réalisant l'ouverture 
et la fermeture des ciseaux dont les lames sont constituées par les 
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éléments 3 et 4. Ainsi donc, le 
temps 7 du cycle complet de 
mouvement du mécanisme se 
compose du temps f, de ferme- 
ture des ciseaux, du temps 4, 
d'ouverture et du temps #,, 
d'arrêt (de repos) des ciseaux : 


T =tr+to+ tar. (24.1) 


Les durées de #,1t, et 1. 
sont choisies conformément 
Fig. 24.6. Schéma du mécanisme à came AUX Exigences du procédé tech- 

et leviers des ciseaux. nologique et dans le souci 
d'assurer le meilleur rende- 
ment du mécanisme. Connaïissant les dimensions des éléments du 
mécanisme, on peut déterminer l’angle de travail +1. de rotation 
du levier 2 correspondant aux durées de f, et {, ou respectivement 
aux angles p;r et @,, de rotation de la came. De cette façon, le levier 2 
commence par tourner de l’angle +, dans un sens pendant la durée 
{ ou pendant la rotation de la came de l’angle ,, en effectuant la 
fermeture des ciseaux. Puis le levier 2 tourne du même angle +, 
en sens inverse pendant le temps ?, ou pendant la rotation de la 
came de l'angle œ,, en effectuant l'ouverture des ciseaux. Enfin, 
pendant la durée #,. ou pendant la rotation de la came de l’angle 
Par le levier 2 demeure immobile. 

Disposant de ces données, on peut construire un diagramme 
conventionnel de mouvement du levier 2 et un autre diagramme 
appelé cyclogramme du mécanisme (fig. 24.7). 

Sur la figure 24.7,a est tracée la fonction conventionnelle des 
positions @e — > (p.). Le caractère conventionnel du diagramme de 
la figure 24.7,a consiste en ce que la 
variation de l'angle o. en fonction de 
l'angle , est représentée comme li- 
néaire. 

La figure 24.7, b est le cyclogramme 
du mécanisme. Ïl montre les angles q:, 
Po et Par qui correspondent à la rota- 
tion de la came Z pendant les durées 
le; lo et Lars 

2. Considérons une fonction de po- 
sition standard définie sous forme 
d'une courbe s, — s, (p,) (fig. 24.8, b), 
où s, est l'espace parcouru par la tige 
2 et p, l’angle de rotation de la came 
(fig. 24.8, a). Admettons que l'angle 
de rotation de la came O = 2x corres- 
ponde au cyclecomplet de mouvement pig. 24.7. Cyclogramme du mé- 
du mécanisme. Pendant la rotation canisme de la figure 24.6. 
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Fig. 24.8. Mécanisme à came à tige mobile en translation: a) schéma du méca- 
nisme; b) loi de mouvement de l'élément mené. 


de l’angle œ! la tige monte d’une hauteur X. L'angle de rotation 
p!1 correspond à l'arrêt de la tige. Pendant la rotation de l'angle 
qi! la tige descend d'une hauteur RIT — hi — RIV. L'angle de rota- 
tion p!V correspond à un deuxième temps d'arrêt de la tige. Pendant 
la rotation de l’angle qŸ la tige descend d'une hauteur kY ; elle mar- 
que un troisième temps d'arrêt pendant la rotation de l'angle qŸ1. 
Les angles ql, pl, qlll, ... sont dits angles de phases. La portion 
de la courbe s: = s, (p,) correspondant à l’angle de phase q! est 
appelée phase de montée, parce que, la came tournant de cet angle, 
la courbe représentative du mouvement dela tige 2 monte (fig. 24.8, b). 
Les portions de la courbe s, — s, (q,) correspondant aux angles 
pl, p!Y et V1 sont les phases d'arrêt, et les portions correspondant 
aux angles ll et qV sont les phases de descente, car la courbe repré- 
sentative du mouvement de la tige descend. Il est facile de voir 
(fig. 24.8, a) que les parties de profil de la came Z correspondant aux 
angles œli, plV et pY! commandant les phases d'arrêt doivent être 
tracées en arcs de cercles de rayons r + hl, r + hiV et r, où r est 
le plus petit rayon vecteur de la came. Les parties de profil de la 
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came correspondant aux angles @', qlll et ®Ÿ commandant les phases 
de montée ou de descente doivent traduire les lois de mouvement 
Sa = Se (®1) choisies pour ces phases. Les secteurs de came corres- 
pondant à ces phases sont représentés conventionnellement sur la 
figure 24.8,a en trait pointillé. 

Les figures 24.8, a et b montrent un mécanisme à came à élément 
mené mobile en translation, mais toutes les définitions et relations 
dégagées restent valables aussi pour les mécanismes à leviers oscil- 
lants (par exemple, du type des mécanismes montrés fig. 24.1,b 
ou 24.3). Dans ces cas on porte en ordonnée (fig. 24.8, b) les angles 
æ: de rotation du levier oscillant 2 et l’on reçoit la fonction m. — 
— Pe (1). Le choix des lois de mouvement les plus rationnelles des 
éléments menés est assujetti à de nombreuses considérations d'ordre 
cinématique, dynamique, constructif et technologique, dont nous 
verrons quelques-unes dans le paragraphe suivant. 

30. Parmi les données initiales nécessaires à l’établissement des 
projets de mécanismes à cames, on a signalé aussi le choix des para- 
mètres principaux des éléments. On cherche tout d’abord à réduire 
au minimum l’encombrement du mécanisme, à assurer un rendement 
suffisamment élevé, à établir les dimensions et les guidages pour 
les tiges, à définir le diamètre de la came ou les dimensions du pla- 
teau de la tige et du levier oscillant, et ainsi de suite. Les para- 
mètres constructifs essentiels des éléments des mécanismes à cames 
sont dictés aussi par le calcul à la résistance de ces éléments, l'usure 
des profils des éléments du couple cinématique supérieur, la fiabilité 
du mécanisme, etc. 

En pratique il est toujours difficile de dessiner un mécanisme 
à came qui satisfasse également à tous les impératifs. Aussi, au 
cours de l’établissement du projet, le constructeur calcule-t-il en 
général plusieurs variantes du schéma du mécanisme pour en retenir 
la meilleure; compte tenu de la tâche technologique envisagée, il 
cherche à satisfaire plus ou moins à toutes les principales exigences 
cinématiques, dynamiques, constructives et technologiques envers 
la conception rationnelle du mécanisme. 

Nous réservons un paragraphe spécial à l'examen détaillé du 
problème de choix des dimensions principales des éléments des méca- 
nismes à cames. 


$S 106. Lois de mouvement des éléments 
menés 


19. Théoriquement, il est possible de réaliser à l'aide des méca- 
nismes à cames les lois de mouvement les plus variées; or, en prati- 
que, on ne se sert que de ceux qui nécessitent une technologie assez 
simple de production du profil de la came et vérifient les conditions 
cinématiques et dynamiques imposées au mécanisme à came. Nous 
allons étudier ces lois pour quatre phases propres au mouvement de 
l'élément mené: phase de montée q,, phase d’arrêt au point haut 
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Fig. 24.9. Loi de mouvement de l'élément mené du mécanisme à came : a) diagram- 
me des espaces; b) diagramme de la vitesse analogue; c) diagramme de l'accélé- 
ration analogue. 


Par.h» Phase de descente y, et phase d'arrêt au point bas @:.2- 
La loi se = $s, (@1) la plus simple est la loi de mouvement linéaire en 
phases de montée et de descente (fig. 24.9). Les angles y, correspon- 
dant aux phases de montée, d'arrêt et de descente sont désignés par 
Pmr Par.hr Pa Et Par. »- La Somme de cesjangles est égale à ©: 


D = Pn + Par. h + Pa + Par. b. = 27. 


La levée totale de l'élément mené est désignée par h. 
La loi du mouvement de l'élément mené en phase de montée 
s'exprime par la fonction 


Sa =—— y (24.2) 
Pm 
et en phase de descente par 
h k k 
Se = [(D— Par. bp) pl = D— Par. b)— D F1. (24.3) 


La vitesse analogue v,,, de l'élément mené sera respectivement 
en phase de montée 


ds k 
Vo: de qe — Const, (24.4) 
et en phase de descente 
— sa, 0 Ph op RS 
Uoqs — dp, = dy: [= (O Par. b) Pa qi | = Pa = Const. 


(24.5) 


Le diagramme de sg, — Vrg, (91) est représenté sur la figu- 
re 24.9, b. 
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Fig. 24.10. Loi de mouvement de l’élément mené du mécanisme à came/à raccor- 
dements doux entre portions rectilignes : a) diagramme des espaces ; b) diagramme 
de la vitesse analogue; c) diagramme de l'accélération analogue. 


La vitesse du mouvement de la tige est constante dans les deux 
phases. Les accélérations analogues &.,,, dans les deux phases sont 


nulles sauf les points a, b, cet den lesquels la fonction v, 
= Leo, (æ,) admet des discontinuités. En ces positions les accéléra- 
tions Ge, de l'élément mené deviennent théoriquement égales 


à l'infini. Cela conduit à l'apparition dans le mécanisme de chocs 
durs pour lesquels les forces appliquées aux éléments du mécanisme 
deviennent théoriquement illimitées. En pratique, dans les posi- 
tions indiquées, les accélérations deg, ne Sont pas infinies, parce 
que, le plus souvent, le profil réel de la came est, de par sa construc- 
tion, équidistant du profil théorique, ce qui fait que les positions 
mentionnées sont les sièges de variation non seulement de l'accélé- 
ration théorique mais aussi de la vitesse. En outre, même si la 
tige est dépourvue de galet et se termine par une pointe vive, les 
accélérations a,,, ne peuvent croître à l'infini, en raison de l'amor- 
tissement dû à l’élasticité des éléments. Cependant, dans ces posi- 
tions, la rupture du contact entre les parties du couple supérieur 
est possible, d’où les chocs de l'élément mené contre l'élément 
menant. Aussi ne fait-on généralement pas usage de la loi linéaire 
que sur une certaine partie des phases de montée ou de descente, en 
introduisant dans la loi de mouvement des courbes de raccordement 
qui permettent un passage doux aux points d'association de deux 
lois de mouvement linéaire. Ce sont les arcs de circonférences, les 
portions de paraboles, les portions de sinusoïdes, et ainsi de suite, 
qui peuvent constituer ces courbes. Les raccordements de la loi de 
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mouvement linéaire représentée 
sur la figure 24.10 sont tracés sui- 
vant les arcs de circonférences de 
rayons rsur les portions @n et a 
des phases de montée et de des- 
cente. 

Pour éviter le saut de la cour- 
be représentative de la vitesse 
analogue Ve, — Ve (m1) (fig. 
24.10, b),on doit tracer la portion Es 24.11. Tracé des ou. 
néaice du diagramme de 5, — guliers . LE portions rectili- 

À 2 gnes du diagramme. 

= $, (p,) suivant des tangentes à la 

circonférence de rayon r. On y arrive toujours en utilisant la cons- 
truction montrée fig. 24.11 : c’est la représentation à échelle agrandie 
de la partie q.. (phase de montée). Prenant comme centres les points À 
et B situés sur les ordonnées dressées en a et b et distants de r et de 
Rk — r des points a et b, on trace des circonférences de rayon r choisi. 
Ensuite on relie les points À et B entre eux par une droite. Prenant 
comme centres les points D et Æ de la droite AB, on trace deux cir- 
conférences de rayons R — AB/4 jusqu'à intersection en m et k 
avec les circonférences de rayons r. La droite km sera tangente aux 
circonférences de rayon r. Or, la courbe s, = s, (q,) sera constituée 
dans ses parties p\ par des arcs ak et mn de circonférences, et dans 
sa partie @n — 2Pm, Par une droite km. 

La figure 24.10, b donne le diagramme de la vitesse analogue 
Veo, — Veo, (q), et la figure 24.10, c celui de l’accélération analogue 
Gp = CAS (1). En regardant ces diagrammes, on s'assure que la 
vitesse analogue Uzg, €St exempte de discontinuités sur les parties 


Pr de la phase de montée et m4 de la phase de descente. Quant 
à l'accélération analogue a.,,. sa valeur change d'une quantité 
finie instantanément au commencement et à la fin de chaque inter- 
valle ph et pa. Par conséquent, les points a, e, f, b, c, g, het d 
seront sièges de chocs, mais cette fois moins violents que dans le 
cas de la figure 24.9. Ces chocs, qui provoquent un changement 
instantané des accélérations d’une quantité finie, sont appelés 
chocs mous. Moins nuisibles, les chocs mous sont souvent tolérés dans 
les mécanismes à cames lents. 

De la figure 24.11 il ressort également que l’inclinaison B de 
la droite km est plus grande que l'inclinaison & de la droite an, 
ce qui signifie que pour les mêmes valeurs de À (levée de la tige) 
et de @n (phase de montée) la vitesse analogue v,,, pendant la 
montée et la descente sera toujours plus grande pour la loi montrée 
sur la fig. 24.10 que pour celle de la figure 24.9. 

Il résulte des exemples considérés des lois de mouvement que, 
pour choisir telle ou telle loi, on doit connaître les vitesses et accé- 
lérations analogues de l'élément mené. De façon générale, en étu- 
diant un projet de mécanisme à came, l’on se donne l'accélération 
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Fig. 24.12. Loi uniformément accélérée du mouvement de l’élément mené du 
mécanisme à came : a) diagramme des ne b) diagramme de la vitesse analo- 
gue; c) diagramme de l'accélération analogue. 


analogue de l’élément mené. D'après les accélérations analogues 
et les conditions initiales données, on cherche les vitesses analogues 
et la loi de mouvement de l'élément mené. Considérons les lois 
suivantes de variation des accélérations analogues en phase de 
montée : 

a) loi uniformément accélérée ; 

b) loi sinusoïdale ; 

c) loi cosinusoïdale ; 

d) loi linéairement décroissante : 

e) loi trapézoïdale. 

2. La loi de variation uniformément accélérée de l'accélération 
analogue a,,, de l'élément mené 2 est représentée sous forme du 
diagramme &;o, — Go, (p.,) sur la figure 24.12, c pour quatre phases 
de mouvement qui correspondent aux angles ®, Par.h1 Pa €t Par. b- 
Les diagrammes de eg — Leg, (1) et de s, = s2 (p1) (fig. 24.12, a 
et b) peuvent être construits par les méthodes d'intégration graphi- 
que exposées au $ 22, 2. Pour étudier toutes les caractéristiques de 
la loi de mouvement en question, il est commode de la mettre sous 
forme analytique. Considérons la phase de montée correspondant 
à l'angle y, (fig. 24.12, c). En cette phase l’angle ®, varie dans les 
limites suivantes: 


0 < Pi < Pm (24.6) 
m < < Pm- (24.7) 


$ 
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A la première limite l'accélération analogue a... (fig. 24.12, c) 
sera | 
dogs = Am — CONS, (24.8) 


à la deuxième limite elle sera 
og = — Am = Const. (24.9) 


Par double intégration de l’expression (24.8) de l'accélération 
analogue a;,, dans l'intervalle 0 < @, < Pm, on obtient l’expres- 


sion de la vitesse analogue Urg, Ct de l’espace s, : 


vom = | arm dpi+Ci= | ai dpi = anpi+ Ca (24.10) 


, amPi 
S2 — | Vaqu APi + C2 = | (amPi + C1) dpi + Co = D - + Cipi + Co. 
(24.11) 


Les constantes d'intégration C, et C. se cherchent par les condi- 
tions initiales v,,, = 0 et s, — 0 pour q, = 0. Il en découle C, — 
— Ca = 0, et les égalités (24.10) et (24.11) deviennent 


iU2@; _ Ami (24.12) 
a” q? : 
= — { (24.13) 


Les égalités (24.12) et (24.13) montrent que la vitesse analogue 
Ves, Varie sur l'intervalle 0 < 1 < Pm Suivant la loi linéaire 


(fig. 24.12, b), et les espaces s,, suivant une parabole de sommet en À 
(fig. 24.12,a). 

On montre d'une façon analogue que la vitesse analogue Ve 
varie sur l'intervalle q, < ®1 < Ph Suivant la loi linéaire, et 
l’espace s°, suivant une parabole de sommet en C (fig. 24.12, a). 
Les deux paraboles sont conjuguées au point B. 

Notons certaines conditions que doivent vérifier les relations 
Gio, = Gao, (Pa) Et Ven, = Vo, (M1). La vitesse analogue v,,, S’annu- 
lant au début et en fin de la phase ®,, (fig. 24.12, b), les aires des 
rectangles ADEF et FGHK (fig. 24.12,c) doivent être égales, si 
bien que 


AmPin = EmPn) (24.14) 
ou 

Pm _m = 

He er — kn. (24.15) 

Puisque ph + Pan = Pr, On a, compte tenu de l’égalité (24.15) : 
Pin = Pn TE (24.16) 

” 1 

Pn = Pm Ep - (24.17) 
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Les espaces s, et s; parcourus par l'élément 2 (fig. 24.12, a) sont 
proportionnels aux aires des triangles NMR et RMT (fig. 24. 12, b). 
Alors, désignant par v:, .,, la valeur prise par la vitesse analogue 
au point À, on reçoit 


D) > 
"im, (24.18) 
Va qe 
=, (24.19) 
Divisons (24.18) par (24.19): 
si Po 
5 = = k. (24.20) 
Puisque s, + s, — h, on tire de l'égalité (24.20) 
, kmh 
CEE pee . (24.21) 
k 
= (24.22) 
De l'égalité (24.13) il ressort que 
ÿ -… Os 
Am TA (24.23) 
nn 24. 
an TATÉ (24.24) 


Portant dans les équations (24.23) et (24.24) les valeurs de se 
s; et de Pm: Pn tirées des égalités (24.21), (24.22) et (24.16), (24. 17), 
on obtient 


in us (24.25) 

= EE. (24.26) 

Ensuite, à l’aide des égalités (24.12), (24.25) et (24.16), on obtient 
V2, max — 2mPm = = Eee _ — | (24.27) 


Il s'ensuit des égalités obtenues que, si l’on connaît la levée 
totale À de l'élément mené, l'angle de phase , et le coefficient k,,, 
on peut calculer par les formules (24.16) et (24.17) les angles p, et 
Pn, par la formule (24.27) la valeur maximale de la vitesse analogue 
Vos mas ©t Par les formules (24.25) et (24.26) les valeurs des accélé- 
rations analogues am et &n. 

De l'égalité (24.27) il découle que la valeur maximale de la vites- 
se analogue V9 max € dépend pas du coefficient k,, c'est-à-dire 
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Fig. 24.13. Loi de variation sinusoïdale de l'accélération de l'élément mené du 
mécanisme à came : a) diagramme des e ne b) diagramme de la vitesse analo- 
gue; c) diagramme de l'accélération analogue. 


de la répartition de l’angle de phase ,, entre les portions d'accélé- 
ration 4n positive et a, négative. Prenant le coefficient k,, = 1, 
on reçoit la loi de mouvement symétrique, conformément à laquelle 
on a dans l'intervalle O0 < q, <Œm/2 


PF RERLr (24.28) 
mn 
Compte tenu de l'égalité (24.12), on écrit l'expression de la 
vitesse analogue Ua, de ce mouvement comme suit: 


4h 
Dao = Pa (24.29) 


tandis que l’espace s,, en vertu de l'égalité (24.13), sera égal à 


Se = QÉ. (24.30) 
Pm 

IL ressort de la figure 24.12, c que le mécanisme dont le mouve- 
ment obéit à la loi donnée subit des chocs mous. 

Le calcul de tous les paramètres de mouvement pour la phase 
de descente correspondant à l'angle , (fig. 24.12, a) se fait à l’aide 
des formules déduites ci-dessus, en remplaçant le coefficient de 
montée k, par le coefficient de descente k,. 

3°. L'élément mené 2 se déplace sans chocs durs ou mous si la 
courbe des accélérations analogues a, y — Ge (q) a l'allure sinu- 


soïdale (fig. 24.13, c). Choisissant le coefficient km égal à l'unité 
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on obtient une sinusoïde symétrique pour laquelle a, = an = a, 
(fig. 24.13, c). 
L'accélération analogue az, à Pour équation 


bassin eq. (24.31) 
Pm 


Intégrant deux fois l’expression (24.31) de l'accélération analo- 
gue a, dans l'intervalle 0 < @; < Pm, on déduit les expressions 


de la vitesse analogue v.., et de l’espace s,: 


. 2 à 
Uzgi = | Gags dpi + Ca — | Gin SIN — Pa dpi + Ci — 


= — Am > cos Pa Ca (24.32) 


Sa = | Vags Pi + = | (—0n +2 cos-+ Ci) dpi + Co = 


Yhn . 
= —üh + sin À — Pi + CiPat Co (24.33) 


Les constantes d'intégration C, et C, sont soumises aux condi- 
tions initiales en vertu desquelles on a v4, = 0 et s, = 0 quand 


1 —_ 0. 
De (24.32) on tire 


Cu du 2 


De (24.33) il vient simultanément 


Portons ces expressions de C, et de C, dans les égalités (24.32) 
et (24.33): 


21 
Voqgi — Am + (1—cos qi) ; (24.34) 
gr 1, = 2 
So = Am 3e (HE sin 7m) . (24.35) 


L'amplitude a, de l'accélération analogue (fig. 24.13,c) se 
calcule à l’aide de l'égalité (24.35) en se rappelant que l’espace 
Se = k quand mp, = Pr: 


(24.36) 


D'où 
27 
Am = ra h. (24.37) 
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Fig. 24.14. Loi de variation cosinusoïdale de l’accélération de l'élément mené 
du mécanisme à came: a) diagramme des espaces; b) diagramme de la vitesse 
analogue; c) diagramme de l'accélération analogue. 


Maintenant les relations (24.35), (24.34) et (24.31) deviennent 
définitivement 


Op À in 2 9 
Ss—h ( = 5 Sn qu) : (24.38) 
Â 27 
Dog, = h —— (1— cos qu) (24.39) 
.. 21 . 27 9 


Les égalités (24.39) et (24.40) montrent que la vitesse analogue 
Ve, et l'accélération analogue a.,, ne dépendent pas seulement 
de la levée choisie k de l'élément mené mais aussi de l'angle de 
phase Pn. La vitesse analogue v,,, est inversement proportionnelle 
à l'angle q,.. tandis que l'accélération analogue est inversement 
proportionnelle à A. 

Les relations théoriques pour la phase de descente correspondant 
à l’angle q; se calculent de façon analogue. 

49. Si la variation de l'accélération analogue s'exprime par une 
courbe cosinusoïdale &z, = &2, (q1) (fig. 24.14, c), l'élément mené 
se déplace avec un choc mou au début et en fin de sa course. Posons 
kn = 1. Alors a, = an = a. 

Pour la mise en équations de l'espace s, et de la vitesse analogue 
Us,» On procède à une double intégration sur l'intervalle 0Lp < 
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<Pm de l'expression suivante de l’accélération analogue: 
E 
Azçi = Em COS = Pie (24.41) 
On a 
Viqs — | A2gs AP + Ci — | Am COS — Pi dPi = 


= me sin —— Pr +Ci, (24.42) 


Se = | Vogi APi + Ce = | (am + Lu sin— ue) dpi+Ci= 


Ge Pi +Cipi +Cr (24.43) 


Les conditions initiales sr aux Pen Ci et C, sont 
Ua, = 0 et s—0 quand q=0; 


2 
donc, C, = 0 et C: — Gin + - 


Les relations (24.42) et (24.43) Ne alors 


Vog, = Em —* < sin — —— Pis (24.44) 
pi 
du À (1-00), (24.45) 


L’amplitude a, de l'accélération analogue (fig. 24.14,c) se 
calcule d’après l'égalité (24.45), en se rappelant que l’espace s, = À 
quand ®; = Pm- Il vient 


2qF 
hk=—a, 7 , 
donc, a est égal à 
Am = En h. (24.46) 


Les relations (24.45), (24.44) et (24.41) prennent alors leur forme 
définitive : 


se (1 — cos À qu), (24.47) 
m 
hkh 1 …. 7 
Uog, T7 Fe os Pi (24.48) 
Gp, 5 rs COS qu. (24.49) 


Les relations théoriques pour les phases de descente correspon- 
dant à l’angle œ, se calculent d’une façon analogue. 

5°. La figure 24.15, c représente la loi linéairement décroissante 
de l'accélération analogue Asp, — y, (Pi). Conformément à cette 
loi, l’élément mené se déplace avec un choc mou au début et en fin 
de sa course. 
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Fig. 24.15. Loi de variation linéairement décroissante de l'accélération de l’élé- 
ment mené du mécanisme à came : a) diagramme des espaces ; b) diagramme de la 
vitesse analogue; c) diagramme de l'accélération analogue. 


Posant km = 1,onaa =4an—=a 
Pour la mise en équations de l'espace 8. et de la vitesse analogue 
Usy,, On fait une double intégration sur l'intervalle 0 < pi < Pn 


de “l'expression suivante de l'accélération analogue a, : 
a2g1= Em (1— 2) : (24.50) 
On reçoit à la suite de l'intégration: 
ve | arodpi+Ci= | am (1—2-P) di+ Ci = 
“amp, +C, (24.5 
= AmP, ro + D ( : 1) 
m 
2 
s= | v,dqi+ Ce= | (anpi— + Ci) dpi + C2 = 
= Si Pi + Ciqu+ Cu. (24.52) 


D'après les conditions initiales >, = Oets, — 0 quand q, = 0; 
aussi 


C Qu Co — 0. 
Les relations (24.51) et (24.52) deviennent alors: 
Lzg, = ami (1— EL), (24.53) 
1 1 
Se — Am? (5 — re : (24.54) 
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Les relations déduites montrent que la courbe représentative 
de la vitesse analogue v4, = v20, (91) (fig. 24.15, b) a l'allure d'une 
parabole ayant son sommet en M. La courbe représentative de 
l'espace se — S, (q,) représente deux paraboles de troisième degré 
conjuguées en B. 

Pour calculer la valeur a, de l'accélération analogue 
(fig. 24.15, c), on se rappelle que pour , = y, on a l’espace s; = h. 
On a alors de l'égalité (24.54) 


2 3 Pm 6 
d'où 
Im pa . 


Portant cette valeur de a, dans les égalités (24.54), (24.53) et 
(24.50), on reçoit 


2 
ah (3-22), (24.55) 
9 ns ) P1 = Pr 2 . 
be =: 6h (1 a), (24.56) 
_ 1 Ps = 
2e, = 6h (1-22), (24.57) 


Les relations théoriques pour la phase de descente correspondant 
à l’angle q4 (fig. 24.15, a) se calculent d'une façon analogue. 

6°. Ainsi que nous l'avons indiqué plus haut, le mouvement de 
l'élément mené du mécanisme à came peut s'effectuer suivant 
d’autres lois. Pour la recheche de leurs caractéristiques cinématiques, 
on emploie les mêmes méthodes que ci-dessus. Notons seulement 
que dans certains cas on emploie des lois de mouvement qui sont 
des combinaisons de lois élémentaires. A titre d'exemple, examinons 
la loi trapézoïdale de variation de l'accélération analogue a,,, — 
= 42, (p,) montrée sur la figure 24.16, c. Sur la partie ab de l'angle 
Pm l'accélération ds, Croît linéairement ; sur la partie bc elle de- 
meure constante; sur la partie cde elle décroît linéairement ; sur ef 
elle est de nouveau constante, et sur fg elle croît linéairement. Pour 
cette raison la courbe représentative de Us, = U20, (91) (fig. 24.16, b) 
se compose de paraboles dans ses parties ab”, c'd'e’ et f’g" et est 
rectiligne dans ses parties b’c’ et e’f'. La courbe de s, = s, (p) 
se compose dans ses parties a”b”, c"d'e” et f"g” de paraboles de troi- 
sième degré, et dans les parties b”c” et e”f” de paraboles de deuxième 
degré. L'’accélération analogue variant suivant la loi trapézoïdale, 
les chocs durs et mous disparaissent. 
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anisme à came : a) diagramme des espaces ; b) diagramme de la vitesse analo- 
gue; c) diagramme de l'accélération analogue. 
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Pour confronter différentes lois de mouvement, on peut comparer 
les valeurs maximales prises par les vitesses et accélérations analo- 
gues. Le tableau 11 donne les valeurs des vitesses maximales 


Tableau 11 


Valeurs des vitesses et accélérations maximales 


. | Accélération maximale 
Vitesse maximale de de l'élément mené 


en ARCtIOR CSS en unités | en 1OnCt on tes en unités 
paramètres fnn- ae paramètres fon- 
damentaux RUES damentaux FRA ÈNES 


Uniformément accélérée 2h/Qm 2,00 4h/q} 4,00 
Sinusoïdale 2h/Pm 2,00 2xh/q5, 6,28 
Cosinusoïdale 1/29 m 1,57 x2h/2@2, 4,93 
Linéairement  décrois- 1,5h/Qm 1,50 6h/q}, 6,00 
sante 
Usqy max ©Ù 420 max POUT les lois essentielles de mouvement en fonc- 


tion des paramètres fondamentaux: levée À et phase de montée 
Pm, ainsi qu’en unités relatives aux valeurs de k/p, et de hk/pn. 
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Fig. 24.17. Pour l'analyse des efforts Fig. 24.18. Pour la recherche de l’an- 
dans le mécanisme à came à tige mo- gle de pression dans le mécanisme à 
bile en translation. came. 


$ 107. Détermination des dimensions principales 
des mécanismes à cames 


1°. Les principales dimensions des mécanismes à cames sont 
imposées par des conditions cinématiques, dynamiques et construc- 
tives. Les conditions cinématiques consistent à obtenir la loi de 
mouvement donnée du mécanisme. Les conditions dynamiques, 
quoique fort variées, se réduisent surtout à assurer un rendement 
suffisamment élevé du mécanisme et à éviter le coincement. Les 
conditions constructives visent à conférer la bonne résistance méca- 
nique aux pièces du mécanisme, à assurer la résistance à l’usure des 
parties en contact des couples cinématiques, etc. Enfin, il est souhai- 
table que le mécanisme futur soit aussi peu encombrant que possible. 

2. Afin de déterminer l'influence de différentes conditions sur 
le choix des dimensions des mécanismes à cames, considérons quel- 
ques espèces de mécanismes. Le mécanisme à came, montré sur la 
figure 24.17, comporte une tige 2 qui se termine par une pointe B.. 
Abstraction faite du frottement dans le couple supérieur, la force 
P,, appliquée à la tige 2 du côté de la came 7 est dirigée suivant la 
normale r — n au profil de la came Z. Comme il a été montré au 
$ 87, 1°, l'angle « formé par la normale r — n avec la direction du 
mouvement de la tige 2 est l’angle de pression, tandis que l'angle 
Vies égal à Vie — 90° — &, est l’angle de transmission. Supposant 
que la tige 2 soit en équilibre (fig. 24.18) et réduisant toutes les 
forces au point B., on voit que la tige est sollicitée par la force 
motrice P;>, la force résistante réduite T (force des résistances utiles, 
résistance du ressort, forces d’inertie) et la force de frottement F'. 
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Mettons en équation l'équilibre des forces sollicitant la tige 2: 
PAcosa—T—F=-0, 


La force réduite T (voir $ 45, 4°) est égale à 
T = P, cos a— fP; sin œ (1 ++) : 


où f est le coefficient de frottement dans les guides, Z la longueur 
des guides et * la levée de la tige. De l'équation d'équilibre des 
forces on déduit alors l'intensité de la force de frottement: 


F = Pycos a —T —fP;, sin & 1 +2) (24.58) 


Ainsi qu'on l'a montré au $ 45, 4, l'expression (24.58) de la 
force de frottement F' n’est qu'approximative. Pour déterminer le 
rendement instantané n du mécanisme sans tenir compte du frotte- 
ment dans le couple supérieur ni dans le palier de l'arbre de la 
came, on se servira de la formule 


h = = 
LE Na Pyovo cosa P42 cos a 


dans laquelle W, est la puissance absorbée pour vaincre les forces 
de frottement, et NV, est la puissance des forces motrices. On reçoit 
alors, conformément à la formule (24.58): 


fPie sin a (1+2+) ; 
La levée À de la tige (fig. 24.18) est égale à 
k = b — (ro + 2), 


où b est la distance constante entre le point d'appui N de la tige 2 
et l’axe À de rotation de la came, r, est le plus court rayon vecteur 
de la came 7, et s, est l'espace parcouru par la tige 2. Il vient 


n=t—ftga (142% |, 


De la figure 24.18 on tire 


dSe 
AP, . dy: , 
te a es cn (24.60) 
car 
d ; 
AP == ee (24.61) 
De l'équation (24.60) on déduit 
ds 1 
ro + Se . Ga 
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Le rendement n sera alors 
L+2b 2 ds 
n=t—f( HS tga—< mn) (24.62) 
De l'égalité (24.62) il ressort que le rendement diminue avec 
l'augmentation de l'angle de pression &«. Le mécanisme à came 
peut se coincer si la force P;, = P,, cos &« (fig. 24.18) devient 
P;, < F. Il y aura coincement quand le rendement n sera nul. Dans 
ce cas l’on aura de l'égalité (24.62) 


14 2b 2 | ds . 
11 (ge ( de), 0 
Dans cette égalité &. est l’angle critique donnant lieu au coince- 


ment du mécanisme, tandis que (ds./dp,). est la vitesse analogue 
correspondant à cet angle. On a pour l'angle de pression critique &. 


dso dSe 
ER TUE) IFR — UF) 

I1 découle de l'égalité (24.63) que l’angle de pression critique æ 
diminue avec l’accroissement de la distance b, donc avec l'augmen- 
tation de l'encombrement du mécanisme. On peut admettre appro- 
ximativement que la valeur (ds./dy.,). de la vitesse analogue corres- 
pondant à l'angle critique «&. est égale à la valeur maximale de la 
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Connaïissant les dimensions du mécanisme à dessiner et la loi 
de mouvement de la tige, on peut déterminer la valeur de l'angle 
de pression critique &.. Il est à noter que le coincement du mécanisme 
n’a lieu généralement que pendant la phase de montée, lorsqu'on 
surmonte les résistances utiles, la force d'inertie de la tige et la 
résistance du ressort, c’est-à-dire une certaine force résistance réduite 
T' (fig. 24.18). Pendant la phase de descente, le coincement est 
rare. 

Pendant l’étude du mécanisme, pour éviter le coincement, on 
s'impose une condition suivant laquelle l’angle de pression & en 
toute position du mécanisme doit être inférieur à l'angle critique «.. 
En désignant l'angle de pression maximal admissible par &nax: 
on fait en sorte que cet angle vérifie toujours la condition 


Œmax < Lc- (24.64) 


En pratique, dans les mécanismes à tige mobile en translation, 
on fait Œnax égal à 


Œmax = 30 à 40°. 


Dans les mécanismes à cames à culbuteur pivotant, où le risque 
de coincement est moins grand, on prend l'angle de pression maximal 
max 

Amax = 45 à 50°. 
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Ainsi qu'on l’a montré au $ 87, on peut prendre dans les projets 
de mécanismes à cames au lieu de l'angle de pression & l’angle de 
transmission Y;+ (fig. 24.18). Bien évidemment, cet angle doit véri- 
fier les conditions 


(Yis)min > Yes Où Ye—90 —- a. 


3°. Il est possible d'exprimer l'angle de pression & en fonction 
des paramètres principaux du métanisme à came. Considérons à cet 
effet le mécanisme à came (fig. 24.17) à tige 2 mobile en translation. 
Menons la normale nr — n au point B, et cherchons le centre instan- 
tané de rotation P, dans le mouvement relatif des éléments 7 et 2. 
À partir du triangle dB.P, nous avons 


__ (dPg) ___ (4Po) —(Ad) 
Er (dBe)  (de)+(cBe) 


En vertu de l'égalité (24.61) nous avons AP, — Te = Vegys 


Ad = I, où l'est la plus courte distance de l'axe À de la came à l'axe 
de la tige: dc = Vri — E, où r, est le plus court rayon vecteur 
de la came: enfin cB. — s., où s, est l'espace parcouru par la tige 
et défini par sa loi de mouvement s, = s, (). 

Portons ces paramètres dans l'égalité (24.65) : 


dSo 

di E! 
VE +se 
Le signe positif de la distance minimale / correspond à sa disposition 
à gauche de l'axe À, et le signe négatif, à sa disposition à droite 
de cet axe (fig. 24.17) si la tige se déplace vers le haut et que la came 
tourne dans le sens antihoraire. 

I1 découle de l'égalité (24.66) que pour la loi de mouvement choi- 
Sie Se — Se (p.) et la cote Z donnée, les dimensions de la came sont 
définies par le rayon r, de la circonférence du plus petit rayon vec- 
teur de la came. En faisant croître r,, on diminue les angles de pres- 
sion «. mais, en revanche, le mécanisme devient plus encombrant. 
Réciproquement, si l’on diminue r,, les angles de pression & crois- 
sent ct le rendement diminue. Si l'axe de guidage de la tige (fig. 24.18) 
passe par l’axe de rotation de la came et ! — 0, l'égalité (24.66) 
devient 


tga— (24.66) 


te a = “11e (24.67) 


4°, Les valeurs de l'angle de pression & peuvent être déterminées 
pour tout le cycle de mouvement du mécanisme à came au moyen 
d'une construction graphique (fig. 24.19). Traçons la courbe v,,, — 


= Us, (s,) exprimant la variation de la vitesse analogue Uzy, en 
fonction de l'espace s.. Les espaces s, seront portés à partir du point 
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B,, correspondant à la position 
initiale basse de la tige, dans la 
direction de son mouvement. et les 


vitesses analogues ve: Er. 
{ 


dans la direction perpendiculaire. 
Si l’on relie maintenant un point b 
quelconque de la courbe construi- 
te avec l’axe À de rotation de la 
came, la direction Ab, de par sa 
construction, formera avec l’axe 
B;s: l'angle de pression «&. En 
effet, il découle de la figure 24.19 
que 


tga — bd _ab—ad 
Fig. 24.49. Détermination de l'angle Ad Ac+cd 
de pression à l’aide du diagramme de dSe 
la vitesse analogue en fonction de dp — (24.68) 
l’espace parcouru par la came. = VF +s 24. 


si bien que la condition (24.66) a lieu. 

Proposons-nous de résoudre un problème inverse, c'est-à-dire de 
rechercher la longueur du plus court rayon vecteur r, en se donnant 
une loi de mouvement s, = s, (@,) de la tige 2, un désaxement 7 
et un angle de pression maximal admissible &,a,- À cet effet, on 
construit (fig. 24.20) la courbe v5, — Var, (s:), tant pour la phase 


Fig. 24.20. Détermination graphique du rayon minimal du profil de la came. 
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de montée que pour la phase de 
descente. Ceci fait, on mène des 
tangentes 1, — 1, et 1, — t, à 
la courbe ve, = Leg, (s2) Sous les 
angles «A4, par rapport à l’axes.. 
Le point À’ d'’intersection de ces 
tangentes définit la position de 
l'axe de rotation de la came ayant 
le plus court rayon vecteur Tomin- 


Plaçant l'axe de rotation en A4”, 
on reçoit un désaxement l’ par- 
faitement déterminé. Connaissant 
le désaxement /, on mène une 
droite g — g à la distance / de 
l'axe B,s, et l’on trouve le point 
d'intersection A” de cette droite 
avec la tangente t, — t,. Plaçant 
l’axe de rotation de la came en 
A”, on reçoit le plus court rayon 
vecteur de la came égal à r;. Sile | a | 
désaxement { — 0, la came a son Fig. 24.21. Mécanisme à came à levier 
centre de rotation en 4, et son op EE 

plus court rayon vecteur égal à r.. 

Toute position de l’axe de rotation de la came choisie à l’inté- 
rieur de la zone hachurée limitée par l'angle t.4’t, formé par les 
tangentes £, — t, et t. — !{, satisfait à la condition selon laquelle 
l'angle de pression est en toute position du mécanisme inférieur 
à l'angle de pression maximal donné œax. 

Notons que les points b et c de tangence des droites ?, — ë, et 
ts — t. avec la courbe v:4, = Leg, (s2) ne coïncident pas avec les 


9 


points a et d (fig. 24.20) en lesquels la quantité %2 admet ses valeurs 


dpi 
| pour la phase de montée et (“imer) 
m 2 à 
pour la phase de descente. 

5°. Passons à l'étude du mécanisme à came (fig. 24.21) dont le 
levier oscillant 2 pivote autour de l'axe E. Dans ce mécanisme 
l’angle de pression & est formé par la normale x — nr et la compo- 
sante P°’ de la force P perpendiculaire à l’axe £B du levier 2. 

Le centre instantané de rotation P, dans le mouvement relatif 
des éléments Z et 2 sera situé à l'intersection de la normale nr — nr 
avec le prolongement de la droite AE. Le rapport de transmission 
il, S'exprime alors par la formule suivante : 


dam ax 


maximales : ( 


£ Do dPe AP 
Log — D dm — EP, . (24.69) 


Relions le point P, avec le point B et menons par le point À 
une droite q — q parallèle à la normale nr — nr. On aura alors par 
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similitude des triangles EP,B et EAC: 


i, = APo _ BC 
#7 EPo BE 


d’où l’on déduit 


_; 7 _— 12 
BC = ioils = dm Le, (24.70) 
où /, est la longueur du levier oscillant 2. Abaïissons de À une per- 
pendiculaire AX sur l’axe ÆEB. L'angle CAK obtenu sera égal 
à l'angle de pression &. La valeur de celui-ci se déduit de l'égalité 


___ (AC)  (BC)—(B&) 


La longueur du segment (BK) est 
(BK) = l, — 13 cos (p2 + Po): (24.72) 


où /, est la distance séparant les points À et E, est l'angle que 
fait en position initiale le levier 2 avec la droite AE et w. est l’angle 
de rotation au moment donné, défini par la loi de mouvement m, — 
= 2 (+,) du levier oscillant 2. 

La longueur du segment KA est égale à 


KA = I, sin (® + Do). (24.73) 


Portant les expressions (24.70), (24.72) et (24.73) des longueurs 
des segments (BC), (BK) et (KA) dans l'égalité (24.71), on obtient 


Æ logo — [lo — Î3 cos (P2 + Po)| 94 7 
l3 Sin (Pe + Po) ° 6) 


Le rapport de transmission ài., est affecté de signes plus et moins 
parce que la vitesse angulaire w, du levier oscillant 2 est de sens 
contraires en phase de montée et en celle de descente. Dans l'égalité 
(24.74) ne figure pas le rayon vecteur minimal r, de la came (fig. 24.21). 
Pour le rechercher, on fait jouer la condition évidente 


To — l 1 +E— 2lols cos Po - (24.75) 
L'égalité (24.74) se laisse exprimer ainsi: 


(Æ ioy — 1) le 
sin (P2 + Vo) ls + cotg (P2 + Po)- (24.76) 
De l’égalité (24.76) il découle qu'étant donnés la loi de mouve- 
ment @e — De (p,) du levier oscillant 2, l'angle initial œ, et la 
longueur !, du levier oscillant, l'angle de pression & diminue et 
l'encombrement du mécanisme augmente si l’on fait croître Ia 
distance L.. 
6°. Cherchons maintenant à situer l'axe À de la came 7, étant 
donnés la loi de mouvement ®. — ®. (p,) du levier oscillant 2, 
sa longueur /, et l’angle de pression maximal admissible &max- 
A cet effet, on marque les positions successives du point B du levier 


tg a — 


tg a — 
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oscillant 2 (fig. 24.22) confor- 4, 
mément à la loi de mouvement are 
donnée P:—=®@: (p,)- Soient B;, LE | he x 


B:, B3, . .. ces positions. No- ge \ À Ds > 

tons qu'on le fait tant pour la ms CT 

phase de montée que pour celle G er 

de descente. Ceci fait, on prend CG 

sur les rayons ÆEB,, ÆEB;, NX? 

EB,,... à partir des points \ 

B:, By, By . -. des segments / 
(B:C32), (B3C3), -.. dont les À; 4) 
longueurs, en vertu de l’égalité D 


SOS 
(OS 
NW 
SN 
. LS 


(24.70), sont égales à : D À 
$ 
mn dPo 7 7. 
(B:C 3) = (<) x Le: & 7 


di LA 
(B:C 3) —- (5) le, ..., Fig. 24.22. Pour la détermination çdu 
+ US rayon minimal du profil de la came agis- 
‘s [Te dPa sant sur un levier oscillant. 
où (2e), (Se). sont 
dp;/e \dpi/3 


les rapports de transmission correspondants i,, dans les positions 
2, 3, ... Les segments (B,C;), (B:C:3), . .. correspondant à la 
phase de montée seront pris]à droite des points B,, B;, B,, . ...tan- 
dis que les segments (B:C3), (BC), ... correspondant à la phase de 
descente seront pris à gauche des points Be, B3, . .. 

Ensuite, si l’on mène, par exemple, par le point C, une droite 
QG — 94 Sous l’angle de 90° — &,,, par rapport à la droite EB,, 
OÙ Œmax €St l’angle de pression maximal choisi, la droite q, — gs 
sera le lieu géométrique des positions possibles de l’axe À de la 
came, ce qu'on voit sans peine sur la figure 24.22. En effet, si l’on 
place l’axe de la came, par exemple, au point À,, l’angle de pres- 
sion & en position 4 sera égal à @nax. Si l’on choisit l’axe de la 
came à gauche de la droite q, — qg4, l’angle « sera plus grand que 
Amak- L'axe de la came étant situé plus à droite que la droite q, — q4, 
l'angle de pression «& sera inférieur à &:,. Ainsi donc, le domaine 
des positions possibles de l’axe de la came est situé à droite de la 
droite gs — q4. Inversement, si l’on mène par le point C; la droite 
Ge — Ge, les positions possibles de l’axe À de la came seront situées 
dans le domaine placé à gauche de la droite gs — Qs- 

Menant par tous les points C;, C3, Cy, . . . des droites g> — Qo, 
{3 — Gas Aa — Gas - « . qui font avec les rayons EC, EC:, EC,, .-.. 
les angles de 90° — &,A1,, on trouve un domaine (hachuré sur la 
figure 24.22) à l’intérieur duquel on peut situer l’axe À de la came. 

En examinant la figure 24.22, on s’assure que l'encombrement 
minimal du mécanisme sera garanti lorsque l’axe de rotation de la 
came sera choisi en 4”. Si l’on assujettit l’axe de la came à être 
situé sur la droite B,B, réunissant les positions extrêmes du point B 
du levier oscillant 2, l’axe de la came peut être choisi au point 4”. 
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Si nous arrêtons notre choix sur 
le point À (fig. 24.22), il suffira 
de relier À à B,et à £ pour déter- 
miner l'angle initial @, et le rayon 
vecteur minimal r, = AB, de la 
came par la formule (24.75). 

7°. Considérons quelques con- 
ditions supplémentaires auxquel- 
les on doit se conformer lors de 
l'étude des mécanismes à came 
dans lesquels la partie contact 
de l'élément mené se présente 
sous la forme d'une droite (fig. 
24.23). Admettons que la droite 
a — à fasse avec l'axe de guidage 
de l'élément 2 un angle de trans- 
mission constant Ye — 90°. 


Fig. 24.23. Mécanisme à came à tige Les mécanismes à cames de 
mobile en translation terminée parun Cette espèce doivent satisfaire en 
plateau. outre à une condition supplémen- 


taire qui veut que le profil de la 
came doive toujours être convexe, étant donné que son profil est 
l'enveloppe de toutes les positions de la droite « — «. Pour qu'il 
en soit ainsi, il faut (on le montrera plus bas) que les valeurs d,, 
de. ds, - . . de la variable d,, qui représente la somme de plus court 
rayon r, de la came et de l’espace s. parcouru par l'élément 2, si 
bien que d'=ro+s, de = Fo + Sn da = ro + 8", ..-., Soient 
en toute position supérieures à la valeur négative de la dérivée 
seconde de s, par rapport à l’angle de rotation q,, ou, ce qui revient 
au même, supérieures à l'accélération analogue 


d2p, — Œs./dp}, 
c'est-à-dire que 
To + Se > — 429, 


ro +S>— 050, 


où s, et s; sont des valeurs données de la fonction de l'espace s, — 
= Se (Pa)- 

La démonstration en est la suivante. Soit B le centre de courbure 
de la partie de profil en contact dans la position considérée (fig. 24.23). 
Construisons le mécanisme substitutif ABCD et traçons l'épure des 
vitesses à partir du point B (x). Le segment (xb.) figure l’analogue 
(&o,): de l'accélération a, de l’élément 2 dans la position considérée à 
du mécanisme, autrement dit 


dÊSe ) 
L 


(a2o,)i = (be) = (5e (24.77) 
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Le rayon de courbure p, du profil de la came 7 au point de tan- 
gence C est donc égal à 


Pi = di + (Nbe)s = ro + Sa + (a2o,)i, (24.78) 
où s., prend successivement les valeurs s;, s, s°”, . .. Pour que la 


came 7 soit convexe, il suffit que le centre de courbure de son profil 
vérifie en toute position la condition 


p>0, (24.79) 
ou 
ro Sa + (2e) > 0, (24.80) 
d'où 
To + Sa > — (az): (24.81) 
Divisant (24.81) à droite et à gauche par ro + Sy, on reçoit 
(aq) 
Sa ro + Soi << 1, (24.82) 
ou 
“en ty 45e 24.83 
D Eee) 


La condition (24.83) permet d'effectuer la construction graphi- 
que (fig. 24.24) propre à remplir la condition de convexité du profil 
de la came. 

On trouve sur le diagramme donné s, = s° (q,) (fig. 24.24) les 
valeurs de :9, et l'on construit le digramme de Aagy = A2, (52) 


(fig. 24.25). À cet effet, on marque les positions successives de 
l'élément 2 le long de l'axe Os, et l’on prend les valeurs de a.,, sur 


les droites horizontales menées par ces points. Reliant les points 
obtenus par une courbe régulière, on reçoit le diagramme de asp = 


= G2o, (62). Ensuite on mène une tangente &’ — t’, sous l'angle de 
45° par rapport à l’axe Os, à la partie dela courbe Aegy = 29 , (53) 


qui correspond aux valeurs négatives et maximales en valeur 
absolue de la variable a.,. En vertu de l'inégalité (24.83), le 


centre de rotation de la came doit se situer plus bas que le point 4’. 
Si le centre de la came se trouve en A, l'inégalité (24.83) a lieu. 
En effet, la tangente i — t à la 

courbe menée dans la partie né-: 
gative du diagramme de a:4, — 

= Geg, (S2) à partir du point À fait 

avec l’axe Os, un angle plus petit 

que 45°. Après avoir situé le cen- 

tre de rotation À de la came, d Fe 2404 Diiéronme des copacs 
trouve le rayon minimal ro—=ÀA Tree re 

et l’on construit sans difficulté Das NN ee 


| onction de l’angle de rotation de la 
le profil convexe de la came. came. 
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Cette méthode de tracé du 
profil a été proposée par I. Ghé- 
ronimous. La convexité du profil 
doit être assurée aussi dans les 
mécanismes à cames de l'espèce 
montrée sur la figure 24.3. 


$ 108. Etablissement des profils 
des cames 


1°. Nous avons dit plus haut 
que pour établir le profil de la 
came, on doit se donner la loi de 
mouvement de l'élément mené et 
les principaux paramètres con- 
structifs assurant le fonction- 
nement du mécanisme sans coince- 


Fig. 24.25. Pour la recherche durayon  ;ent et avec un rendement suf- 


minimal du profil de la came agissant .. levé. L lois d 
sur une tige à plateau mobileen tran- fisSamment ê Ro ne RE 
slation. mouvement de l'élément mené 


peuvent être définies graphique- 
ment, sous forme de diagrammes des espaces parcourus par l'élément 
mené en fonction du déplacement de l'élément menant, ouanalytique- 
ment, sous forme de relations correspondantes. Nous allons donc 
considérer les méthodes aussi bien graphiques qu'analytiques 
d'établissement des cames. 

20. Etudions l'établissement des profils des cames des mécanismes 
courants. Soit à dessiner un mécanisme du type montré sur la figu- 
re 24.2, d, à came mobile en translation. La loi de mouvement de la 
tige 2 est définie sous forme d’un diagramme s, — $: (s,) (fig. 24.26) 
résumant toutes les phases de fonctionnement du mécanisme. Géné- 
ralement, en établissant le profil par la méthode graphique, on trace 
le diagramme de la loi de mouvement à la même échelle que le méca- 
nisme lui-même. Pour dessiner le profil de la came 2 (fig. 24.27), 


Y 
4 7 
CRT J 8 
PTIT bee 
1l 2% 73] 115] À 7 47 70 
5 REZ ST ET A A 52 se 5, 
Us Sarh Sy DIS nn 


S 


Fig. 24.26. Diagramme des espaces de la tige du mécanisme à came mobile en 
translation. 
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Fig. 24.27. Etablissement du profil de la came pour le mécanisme à came et tige 
mobiles en translation. 


on utilisera la méthode de l'inversion du mouvement. A cet effet 
on imprime à la tige 2 et à la came 7 une vitesse égale à —v,. On 
peut admettre alors que la came 7 est immobile, tandis que la tige 2 
se déplace en translation à la vitesse constante de —v, dans les gui- 
des q — g et. toujours en translation, à la vitesse de vw. dans les 
guides p — p. Choisissons sur la tige 2 un point À, séparé des guides 
qg — q par une distance , (imposée par des considérations construc- 
tives). Dans son mouvement avec la vitesse —v, la tige 2 parcourt 
successivement les positions Z, 2, 3, 4 et 5, alors que le point À, 
de la tige parcourt les positions A!, A, AIM, AIV, AY séparées 
par des distances égales s1-? = 53 = $ÿ"1 — 5,75. Puisque le dia- 
gramme et le mécanisme se construisent à la même échelle, on peut 
prendre les segments s!?, s°%, . .. directement sur le diagramme 
de Se — Se (s,) (fig. 24.26); pour le faire, on partage la partie s,, 
de la phase de montée en plusieurs segments de longueur égale. 
De façon générale, on préconise de resserrer les intervalles entre 
les positions voisines afin de rendre le tracé du profil de la came 
plus précis. Sur la figure le segment s,, n’est partagé qu'en quatre 
parties en vue de faciliter l'exposé de la méthode. Pour situer les 
positions 4°, A3, A4, A5 parcourues par le point À, pendant le mou- 
vement de la tige 2 avec la vitesse +z., on trace à partir du point 
AY dans la direction de mouvement de la tige 2 le segment s;* 
relevé sur le diagramme de s, — s, (s,); à partir du point Al Je 
segment sl"; à partir du point AIV le segment s;"#, et ainsi de suite. 
Reliant les points obtenus 4,, A+, A3, . .., on obtient le profil 
a — a de la came 7 (en trait pointillé sur la figure 24.27). Ce sera 
le profil réel de la came si la tige se termine par une pointe, et le 
profil théorique de la came si la tige se termine par un galet rond 
de rayon r. 
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Pour tracer le profil réel en présen- 
ce du galet 3, on doit dessiner une série 
de circonférences de rayons r en pre- 
nant comme centres les points du profil 
théorique et construire ensuite l'enve- 
loppe b — b des positions du galet 3. 

Ï1 ressort de la construction que dans 
les échelles données le profil théorique 
a — a de la came est le diagramme 
Fig. 24.28. Pour le calcul desco- de s: — s2 (51), tandis que son profil 
ordonnées de l'enveloppe du ga- réel b — b est une courbe équidistante 
let cu te 2 02 os de a — a qui a ses points séparés de 

NE a — a par des distances r mesurées sui- 
vant les normales. 

3°. Bien souvent, dans les calculs pratiques, il est nécessaire 
de déterminer analytiquement les coordonnées du profil réel de la 
came, afin que son tracé soit plus précis. Pour établir l'équation 
de l'enveloppe b — b (fig. 24.28) des positions du galet de rayon r, 
écrivons l'équation de la famille de circonférences de rayons r dont 
les centres À constituent le profil théorique a — a: 


(ge — 2) + Que — y} —r = 0, (24.84) 


où zx, et y, sont les coordonnées du profil réel b — b et les coordon- 
nées x et y du profil théorique sont les fonctions du paramètre 8 
choisi : 


z —2xz(8), y — y (À). 


Pour mettre les équations de l’enveloppe sous forme paramétri- 
que, dérivons (24.84) par rapport au paramètre commun Ÿ: 


(Go 2) + (yo — y) = 0. (24.85) 


Résolvant les équations (24.84) et (24.85) simultanément, on déter- 
mine les coordonnées du profil réel: 


# 
+7 | 
=) + 
di a. di (24.86) 
T6 


SE TEE 
dÿ dù 

I1 découle des égalités (24.86) que les coordonnées z4 et ys du 
profil réel sont susceptibles de deux valeurs chacune, qui correspon- 
dent aux deux profils possibles b — b et b° — b. 


Pour le mécanisme à came de la figure 24.2,d, on dispose d’'équa- 
tions du profil théorique sous forme paramétrique x = s, et y = 52. 
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Comme paramètre commun Ÿ, il est commode de choisir s,, car 
Sa — Se (S1). 
Ceci posé, on a 
dr _ ds dy _ dse 


46 ds _* dû ds ° 
Donc, les coordonnées x, et y, du profil réel b — b sont 


F dSo 
ds 
Dh = 4 + — 
1+ ee) . 
} ds 
et 
» 
Yb = Se — 


4°, Plaçons-nous dans le cas de la figure 24.2,a. La loi de mouve- 
ment de la tige 2 est définie sous forme de diagramme $s; — Se (®1) 
(fig. 24.29) qui résume toutes les phases de mouvement de la tige 
pendant la rotation complète ®, de la came 7, qui vaut 

D, = 2x. (24.87) 
Utilisant la méthode décrite au $ 107, 4°. on recherche le rayon 
minimal r, de la came J et l’on trace une circonférence de rayon rs 
en prenant le point À comme centre. Par là même on détermine la 
position initiale B, du point de contact de la pointe de la tige 2 
sur la came J. 

Pour l'établissement du profil théorique a — a de la came, on 
utilise la méthode d’inversion du mouvement (fig. 24.30). A cet 
effet, on imprime à la came et à la tige une vitesse angulaire com- 
mune —6, de valeur égale et de sens opposé à la vitesse angulaire ©, 
de la came Z. La tige 2 va alors parcourir en phase de montée les 
positions successives Z. 2, 3, 4 et 5, tandis que le point B; occupera 
successivement les positions BU, Blii, BI et BY situées sur les 
rayons qui font entre eux des ‘angles égaux q* = PS = pi — 
= p{*. Si l'échelle de représentation des espaces So (fig. 24. 29) 


és [D 
= IT 
En D 6À7 78 pl sd ÿ 


F; * le AE LA RE 
Pen #4 /Æ 
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Fig. 24.29. Diagramme des espaces de la tige pour le mécanisme à came de ja 
figure 24.2, a. 
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Fig. 24.30. Etablissement du profil de la came pour le mécanisme à came de la 
figure 24.2, a. 
est la même que l'échelle de construction, on prendra à partir des 
points BI, BI, BIV, BY des segments respectivement égaux à 
Bi B:= 52 ?, 
Bi B3=55 ”, 
BB, =s1"* 
BiB;=53"", 
et l’on obtiendra le profil théorique a — a de la came en phase de 
montée en reliant les points B,, B,, B;,, B, et B; par une courbe 
régulière. Sur l'angle @,,r correspondant à l'arrêt en position haute 
le profil de la came se présente sous la forme d'un arc de cercle de 
rayon ro + À. 
À l'aide du diagramme de s, = s: (q,) (fig. 24.29), en procédant 
à des constructions analogues, on construit les points B, à B,, qui 
correspondent à la phase de descente q. 


(24.88) 
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Dans sa partie correspondant 
à la phase d'arrêt en position 
basse ®;-.p le profil de la came 
présente la forme d'un arc de cer- 
cle de rayon rs. Si la tige 2 se ter- 
mine par un galet 3 de rayon r. 
la construction du profil réel 
b — b revient à tracer la courbe 
équidistante comme l'enveloppe 
des positions du galet 3. 

5°. Sous forme polaire, les co- 
ordonnées du profil théorique a—a 
(fig. 24.31) se présentent comme 
suit : 
R = ro +5: (24.89) 
où R est le rayon vecteur de la ca- 


me ? quand le point B occupe une 
position arbitraire B°. Si l’on dis- 


Ÿ — Frs 


Fig. 24.31. Pour le calcul des coor- 
données du profil de la came du mé- 
canisme à tige mobile en translation. 


pose les axes zet y ainsi qu'il est 
montré fig. 24.31, les coordonnées du profil théorique s'exprimeront 
sous forme paramétrique comme suit: 
z = R cos mp; = (To + Se) COS Pi: 
y = R sin qi = (ro + Se) Sin Pi. 


(24.90) 
(24.91) 


Les expressions des coordonnées du profil réel b — b peuvent 
être déduites des égalités (24.86) en prenant comme paramètre Ÿ 
l'angle de rotation œ, de la came: 


dr 


; dSsa 
rs = (ot) sin pr cos Pie » (24.92) 
dy ; dSo 
ag, Cote) cos pH sin pie. (24.93) 


Portant dans (24.86) les valeurs de x et y tirées des égalités 
(24.90) et (24.91) et celles de dxr/de, et de dy/d®, tirées des égalités 
(24.92) et (24.93) et opérant quelques transformations, on obtient 


dede gr tante 
Th — (ro + Sa) COS OP: Er ES (24.94) 
V (ro + s2)* + (5 ) 


dSo : 
ÉRe — (ro+ 52) Sin Ps 


Yb = (To + S2) Sin Pi F (24.95) 


V/ tro+s+ dSo Ÿ 


di 
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Fig. 24.32. Pour l'établissement du no de la came du mécanisme à tige excen- 
tree. 


Les équations du profil réel b — b écrites sous forme polaire 
se déduisent des relations connues 


R, = V'rË +, (24.96) 


tg D — a (24.97) 


De la figure 24.31 il ressort que pour les mécanismes à came de 
l'espèce considérée l'angle de phase œ, se confond avec l'angle 
polaire Ÿ. 

6°. Etablissons le profil de la came du mécanisme représenté 
sur la figure 24.2,c. Soit donnée la loi de mouvement de la tige 2 
sous forme du diagramme 52 = se (®,) montré sur la fig. 24.29. 
Pour tracer le profil de la came 7 de l'espèce donnée, on prend le 
centre de la came (fig. 24.32) comme centre et l’on trace une circon- 
férence de rayon égal au désaxement choisi ! de la tige 2. Ensuite, 
par la méthode exposée au $ 104, 3°, on cherche le rayon minimal 
ro de la came et l’on trace une circonférence de ce rayon. A l’inter- 
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section de la circonférence de 7 


rayon r, avec l'axe de trans- < = 
lation de la tige 2 se trouve le TK Â : 
point B, qui correspond à la ?\ 8 

position initiale de la tige. En 7 RÉEL. 
mouvement inversé l’axe de la 4 ORNE S 


successives de la tige, on par- 
tage la circonférence en sec- 
teurs correspondant aux angles 0 C2 
pl, pi, pi*, ... sur le 
diagramme $; = s2 (@1)- On ob- 
tient une série de points C;, 7 
C3. Ca, - . . en lesquels l’axe ed 
de translation de la tige est è 
tangent à la circonférence de Fig. 24.33. Pour le calcul des coordonnées 
rayon /. Ceci fait, on trouve à du profil de la came du mécanisme à tige 
l'intersection de l’axe de trans- excentrée. 
lation de la tige avec la circon- 
férence de rayon r, des points BY, BI, BIV, . .. qui forment le lieu 
géométrique du point B, dans le mouvement de la tige 2 avec la vitesse 
angulaire —w,. À partir des points BH, BUT, BIV,... on porte le long 
de l’axe de translation de la tige des segments si, si-°, sit, . .. 
relevés sur ‘le diagramme s, — s: (p,) (fig. 24.29). On obtient les 
points B,, B., B;, ... du profil théorique. 

Le profil réel se construit par analogie au cas de la figure 24.30. 

7°. Les coordonnées du profil théorique a — a de la came 7 
(fig. 24.33) se calculent par les conditions 


g(p+B)=—., (24.98) 


te (0+8) =, (24.99) 
dans lesquelles , est l'angle de phase de rotation de la came. ÿ est 
l’angle polaire ou l'angle de profil de la came, s, = BC est la dis- 
tance définissant la position initiale du point B de la tige, s. est 
l’espace parcouru par la tige pendant la rotation de la came de l'angle 


à Ÿ au 
tige est toujours tangent à la d (4 
circonférence de rayon L/. 4 
Pour trouver les positions &. 


& 


a 


JN 
, et B est un angle auxiliaire égal à 6 — BAC’. 
Eliminant entre (24.98) et (24.99) l’angle B, on obtient 


Ÿ — p, +arctg 0 _arctg —-. (24.100) 


Le rayon vecteur R définissant une position arbitraire B° du 
point B de la tige s'exprime par 


R=V(s5+s) +2. (24.101) 
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Fig. 24.34. Diagramme de l’angle de rotation du levier oscillant du mécanisme 
à came. 


Les expressions (24.100) et (24.101) définissent sous forme polaire 
les coordonnées du profil théorique a — a de la came. De l’expres- 
sion (24.100) il découle que dans le mécanisme de l'espèce considérée 
les angles polaire 8 et de phase y, ne sont pas égaux entre eux. Dans 
le système de coordonnées choisi zAy, les coordonnées du profil 
théorique (fig. 24.33) s'expriment comme suit: 


z=Rcos Ô—=V(s5+5:)2 +1 cos (pi + 


+ arctg ——* TE 


—arctg + (24.102) 


y= R sin Ü=V (s5+s2) + -sin ni 


+arctg PE 


— arctg — +) . (24.103) 


Les coordonnées du profil réel b — b (fig. 24.33) se cherchent 
à l'aide des expressions (24.86). 

8°. Plaçons-nous maintenant dans le cas du mécanisme à came 
montré sur la figure 24.1,b. La loi de mouvement du levier oscil- 
lant 2 est définie sous la forme du diagramme q, — . (®.) fig. 24.34), 
où ®, est l'angle de rotation du levier 2. L’angle de rotation complet 
du levier 2 est pris égal à O,. On cherche le rayon minimal r, de la 
came 1 par la méthode du $ 107, 6°. D’après les dimensions /, et /; 
données, on détermine l’angle o, (fig. 24.35). En inversant le mou- 
vement du mécanisme, on situe les points Cas Car Caet Cs (fig. 24.35) 
qui représentent les positions successives de l’axe de rotation du 
levier 2. Ceci fait, on trouve les points correspondants BI, BU, 
B1, BV et BŸ sur la circonférence de rayon rs. À partir des direc- 
tions obtenues C: B", CBI, C,BIV et C;BY on matérialise les 
angles œ*, œ:", p"4 et qi ‘ mesurés sur le diagramme q» — 
= 2 (q1) (fig. 24.34). Par là même on définit les points B., B;. B, 
et B; du profil théorique de la came 2 qui correspondent à la phase 
de montée du levier oscillant. La partie du profil de la came / cor- 
respodant à la phase de descente se construit d’une façon analogue. 
Dans les parties correspondant aux phases d'arrêt en positions haute 
et basse, le profil de la came 7 a la forme d'arcs de cercle de centre À. 
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Fig. 24.35. Etablissement du profil de la came agissant sur un levier oscillant. 


La construction du profil réel revient à tracer l'enveloppe des posi- 
tions du galet 3 d'un rayon choisi. 

90. Les coordonnées du profil théorique a — a de la came 7 
(fig. 24.36) se calculent en partant des considérations suivantes. 
Par résolution du triangle AB”C, on cherche l’angle polaire 8 formé 
par le rayon vecteur R de la came pour une position arbitraire B° 
du point B du levier oscillant 2. On a 


R cos (8 — B) = l3 — le cos (Po + De), (24.104) 
R sin (8 — B) = 2, sin (po + P2), (24.105) 


où B est un angle auxiliaire. Des équations (24.104) et (24.105) 
on tire ; 
ep __le sin (Qo+Pe) _ 94 AOC 


On a en outre dans le triangle ABC 
Pi —P—=arcsin (+ sin Po) 2 (24.107) 
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Fig. 24.36. Pour le calcul des coordonnées du profil théorique de la came agissant 
sur un levier oscillant. 


Eliminant entre (24.106) et (24.107) l'angle B, on obtient 


_ Le Sin (Fo + Po) 
D = Pi + OR cam) sin (= sin qu) . (24.108) 
La longueur du rayon vecteur R se calcule par résolution du triangle 
AB'C': 

R=VË+E— IL cos (po + Pa) - (24.109) 


La formule (24.108) montre que dans les mécanismes de cette 
espèce, les angles polaire Ÿ et de phase , ne sont pas égaux non 
plus. 

Les coordonnées du profil théorique a — a dans le système de 
coordonnées choisi zAy (fig. 24.36) se présentent comme suit: 


z = R cos #, (24.110) 
y = R sin #, (24.111) 


où À et ü se calculent par les égalités (24.109) et (24.108). Les coor- 
De du profil réel (fig. 24.36) s’obtiennent à partir des égalités 
(24.86). 
10°. Etudions maintenant l'établissement du profil de la came 
d’un mécanisme (fig. 24.2,b) dont la tige 2 se termine par un pla- 
teau. La loi de mouvement de la tige 2 est définie par le diagramme 
Sa — Se (P1) (fig. (24.37). La figure 24.38 illustre le tracé du profil 
de la came 7, les échelles de représentation de l’espace s, sur le 
diagramme s, — s: (@1) (fig. 24.37) et du schéma du mécanisme 
étant les mêmes. Le profil de la came 7 peut se construire par la 
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Fig. 24.37. Diagramme des espaces de la tige à plateau en fonction de l’angle 
de rotation de la came. 


méthode de l’inversion du mouvement. Le rayon vecteur minimal 
r, de la came se détermine par la méthode du $ 107, 7°. 

Soit d, — di la position initiale du plateau de la tige 2. Pendant 
la rotation à la vitesse angulaire —ow, le plateau occupe successive- 
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Fig. 24.38. Etablissement du profil de la came agissant sur une tige à plateau. 
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ment les positions dfl — dfi, 
am — M, AV — diV....,sibien 
que le point B, de tangence du 
plateau avec la circonférence de 
rayon r, parcourt les positions 
B', BM, BI, ... Pendant que 
la tige se déplace à la vitesse 
+v:, son plateau parcourt des 
espaces 527, 54°, 5‘, . . . en OC- 
cupant les positions de — d:, 
da — d3, da — da, . . . Pour cons- 
truire le profil de la came 1, 
il suffit de mener l'enveloppe 
a — a de toutes les positions 
de — do, ds — dy da — dy, . .. 
du plateau. Les parties du profil 
de la came qui correspondent aux 


angles et déterminant 
Fig. 24.39. Pour le calcul des coordon- SR LE peut 


nées polaires du profil de la came agis- les arrêts en positions haute et 
sant sur une tige à plateau. basse sont tracées en arcs de cerc- 


les de centre À et derayonsr,+kh 

et ro- 
11°. Les coordonnées polaires du profil a — a de la came 7 se 
calculent comme suit. Menons la normale n — n (fig. 24.39) par le 
point C” en lequel le profil a — a est tangent à une position arbitrai- 
re d’ — d’ du plateau. Le centre instantané de rotation P, dans le 
mouvement relatif sera situé alors à l'intersection de la normale 
n — n avec la droite Af perpendiculaire à l’axe de translation de la 


tige 2. La longueur AP, = Ps. L'angle polaire Ÿ sera 


ds 
D=q+B=quarctg (24.112) 


et le rayon vecteur R de la came au point C” sera 
R=V (ro+s)+ (<)" (24.113) 


Les coordonnées du profil a — a dans le système de coordonnées 
choisi (fig. 24.39) s'exprimeront par les formules 


x = R cos Ÿ, (24.114) 
y = R sin #, (24.145) 


les quantités R et Ô se calculant par les formules (24.113) et (24.112). 

12°. Dans le cas où la tige se termine par un galet, le rayon r 
du galet ne peut être choisi arbitrairement. Il faut que la courbe 
équidistante, profil réel de la came, soit exempte de points doubles. 
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En regardant la figure 24.40, on s’assure que 
le profil réel b’ — b” n’a aucun point double 
pour le rayon r, du galet. 

Si l’on augmente le rayon du galet, en 
le faisant égal à r., le profil réel b” — b” 
admet un point double m. 

13°. Quand les sollicitations sont impor- 
tantes et les vitesses de mouvement sont 
élevées, les déformations subies par les élé- 
ments exercent une influence notable sur les 
caractéristiques cinématiques et dynamiques 
du mécanisme. Pour cette raison, lorsqu'on 
étudie les mécanismes à cames à régime 
rapide, on doit établir le profil de la came Fig. ee Roue tes 
tout en tenant compte de l'élasticité des Qu profil ré de la came, 
éléments. 

La figure 24.41 montre le modèle dynamique d’un mécanisme 
à came à tige élastique. L'élasticité de l’arbre porte-came est négli- 
gée, c'est-à-dire qu’on suppose la rigidité de l'arbre sensiblement 
supérieure à celle de la tige. La masse m de la tige est supposée 
concentrée en un point (à l'extrémité supérieure de la tige). L'action 
des forces d'élasticité de la tige est exercée par le ressort a de masse 
nulle intercalé entre la masse m et la came. La masse m est sollici- 
tée par une force extérieure P. Tout en se déplaçant, l'extrémité 
inférieure de la tige (le ressort) demeure en contact avec la came, 
autrement dit, le déplacement de l'extrémité inférieure de la tige s, 
évalué depuis sa position extrême basse, se définit par le profil de 
la came. Du fait de l’élasticité de la tige, l’espace y parcouru par 
son extrémité supérieure diffère de l’espace parcouru s. 

Pour établir la relation entre les espaces 
parcourus y et s, on écrit l'équation diffé- 
rentielle du mouvement de la masse m: 

—P+co(s—y)—my, (24.116) 
où c. est le coefficient de rigidité de la tige, 
ou le rapport de la force sollicitant une ex- 
trémité quelconque de la tige à la valeur de 
la déformation, l'extrémité opposée étant 
supposée encastrée. 

Dans les conditions d’un contact assuré 
par un ressort, la force P se laisse décompo- 
ser en force sollicitante extérieure P., effort 
du ressort réalisant le contact P. et force 
de frottement F': 


P=P,;,+P, +F. (24.117) 
Le module de la force du ressort de con- 


Fig. 24.41. Modèle dyna- tact se présente comme suit: 
mique du mécanisme à 


came. P, = Pa + y, (24.118) 
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où P:, est l'effort de contrainte initiale, c, est le coefficient de rigi- 
dité du ressort. 

Compte tenu des relations (24.116) à (24.118), on récrit l’équa- 
tion du mouvement de la tige élastique de la sorte: 


y+ es y heu Pres, (24.119) 


On en déduit la relation cherchée entre l’espace s parcouru par 
l'extrémité inférieure de la tige et l’espace y parcouru par l'extré- 
mité supérieure : 

s—"etiate y ae y+ y. (24.120) 

Ainsi donc, pour déterminer la relation s(f) compte tenu de 

l'élasticité de la tige, on doit connaître la fonction y (t) et la dérivée 


seconde y (£). 


CHAPITRE XXV 


SYNTHESE DES MÉCANISMES PLANS 
À COUPLES INFÉRIEURS 


$ 109. Principaux problèmes 
de la synthèse 


19. Les mécanismes plans à couples inférieurs sont très employés 
dans toutes sortes de machines, appareils et dispositifs. 

Les avantages que présentent ces mécanismes tiennent surtout 
aux propriétés particulières des couples inférieurs que forment les 
éléments. Les éléments des couples inférieurs se touchent par des 
surfaces (planes pour les couples de translation, cylindriques pour 
les couples de rotation), c’est pourquoi les contraintes spécifiques 
et l'usure auxquelles ils s'exposent sont moins prononcées que dans 
les couples supérieurs. Les parties des éléments formant les couples 
de ce type sont faciles à exécuter avec bonne précision, car la techno- 
logie de travail des surfaces planes et cylindriques est très perfec- 
tionnée au moment actuel. En outre, les mécanismes dont les éle- 
ments forment des couples inférieurs ne nécessitent pas de ressorts 
ni d’autres accessoires servant à assurer le contact permanent entre 
les couples cinématiques, à la différence des mécanismes à cames. 

Les mécanismes plans à couples inférieurs permettent de repro- 
duire avec la précision théoriquement parfaite toute courbe alge- 
brique plane. 

Or, ces mécanismes ont un emploi pratique limité par le fait 
qu'ils sont généralement constitués d’un grand nombre d'éléments. 
On sait cependant que l'accroissement du nombre d'éléments du 
mécanisme augmente la probabilité d'obtention d’angles de trans- 
mission inadmissibles ; d'autre part, la relation à assurer se trouve 
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faussée à cause de l'accumulation des erreurs dues à l'imprécision 
de fabrication du mécanisme. Aussi certaines lois de mouvement de 
l'élément mené sont-elles pratiquement impossibles à reproduire 
à l’aide de mécanismes plans à couples inférieurs. C’est leur inconvé- 
nient majeur. En d’autres mots, les mécanismes à cames et les 
engrenages sont plus universels, grâce à la grande variété des parties 
de couples supérieurs, que les mécanismes dont les éléments ne 
forment que des couples inférieurs. Il est à noter par ailleurs que le 
développement des méthodes d'établissement des mécanismes à cou- 
ples inférieurs a pour résultat une extension considérable du domaine 
d'emploi de ces mécanismes. Par exemple, au cours des dernières 
années les constructeurs soviétiques ont employé dans les machines 
exécutant certaines opérations mathématiques et dans les machines 
automatiques les mécanismes articulés, plus perfectionnés relative- 
ment aux mécanismes à cames et à friction utilisés auparavant. 
20. Avant d'aborder les méthodes d'établissement des mécanis- 
mes modernes à couples inférieurs, examinons brièvement les prin- 
cipaux problèmes qui se posent lors de la synthèse de ces mécanismes. 
En fonction de la destination du mécanisme, les points des élé- 
ments menés doivent suivre certaines trajectoires, parcourir certains 
espaces, se déplacer avec des vitesses et des accélérations détermi- 
nées. Ces grandeurs dépendent de la loi de mouvement de l’élément 
menant et des paramètres du schéma cinématique, c'est-a-dire des 
dimensions des éléments du mécanisme qui déterminent son schéma 
cinématique. Dans les mécanismes plans à couples inférieurs, le 
schéma cinématique se caractérise par des paramètres tels que : dis- 
tances entre centres d'’articulations ; longueurs définissant la posi- 
tion des couples de translation; distances à des points décrivant 
des trajectoires, etc. La recherche des paramètres du schéma cinéma- 
tique du mécanisme à partir des conditions géométriques et ciné- 
matiques de mouvement de l'élément mené est le contenu essentiel 
de l'étude des mécanismes, car toutes les autres étapes d'établisse- 
ment du projet se réduisent à des calculs de contrôle et à des calculs 
auxiliaires, qui permettent de s'assurer que le schéma cinématique 
envisagé peut être mis en pratique et promet d'être profitable. 
Dans le texte qui suit, on entendra par synthèse des mécanismes 
à couples inférieurs l'ensemble des problèmes liés à la recherche 
des paramètres du schéma cinématique dans les conditions données 
du mouvement des éléments. Ces conditions sont très variées, de 
même que les problèmes de synthèse. On peut cependant en dégager 
le problème de reproduction de la loi de mouvement donnée ou, ce qui 
revient au même. le problème de reproduction de la fonction objective 
donnée. 
3°. Reproduire une loi de mouvement donnée, c'est rechercher 
les paramètres du schéma cinématique propres à assurer d’une 
façon précise ou approximative le mouvement de l'élément mené 
suivant la loi donnée pour une loi déterminée du mouvement de 
l'élément menant. Citons quelques mécanismes dans lesquels on 
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demande de reproduire la loi de mou- 
vement donnée avec une précision assez 
élevée. 

La figure 25.1 montre le schéma 
d’un étau-limeur; pendant le mouve- 
ment uniforme de l'élément menant 7 
le coulisseau 2 effectue un mouvement 
de va-et-vient à retour rapide. Pen- 
dant la course active le mouvement du 
coulisseau 2 doit être sensiblement uni- 
forme. La synthèse d'un tel mécanisme 
consiste à choisir les parametres du 
schéma cinématique de telle façon que 
la vitesse du coulisseau en course aller 
Fig. 25.1. Schéma du mécanisme Soit sensiblement constante, ce qui est 

de l’étau-limeur. important pour le maintien de la vi- 
tesse constante d'usinage de la pièce. 

Outre le mouvement uniforme, on peut imposer à l'élément mené 
des mouvements obéissant à des lois plus complexes. Tels sont les 
cas de synthèse des mécanismes des cribles, des convoyeurs, d'ali- 
mentateurs automatiques (margeurs automatiques), etc. 

La reproduction de la loi de mouvement donnée constitue aussi 
l'objet de la synthèse des mécanismes de transmission destinés à 
transformer le mouvement irrégulier de l'élément sensible d’un 
instrument de mesure en un mouvement uniforme de l'aiguille 
indicatrice. Par exemple, dans le vacuomètre différentiel, dont on 
voit le schéma sur la figure 25.2, les déplacements des éléments 
sensibles 7 et 2? se transmettent à l'aiguille 3 par l'intermédiaire d’un 
quadrilatère articulé ABCD et d’un secteur denté 4. Pour obtenir 
une échelle à graduation uniforme, on doit déterminer les angles de 
rotation de l'élément CD d'après les déplacements donnés des élé- 
ments sensibles 7 et 2, et rechercher ensuite les paramètres du schéma 


Fig. 25.2. Schéma du mé- Fig. 25.3. Schéma du mécanisme matérialisant une 
canisme du vacuomètre. fonction logarithmique. 
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Fig. 25.4. Schéma du mécanisme à griffe de la caméra. 


cinématique du quadrilatère articulé ABCD de telle façon qu'aux 
angles de rotation trouvés de l’élément CD correspondent des angles 
de rotation égaux de l'élément AB. 

Dans la même catégorie que les mécanismes de transmission 
assurant la graduation uniforme sont classés les mécanismes articulés 
employés dans les machines à calculer mécaniques. On voit sur la 
figure 25.3 le schéma cinématique du mécanisme reproduisant 
mécaniquement la fonction logarithmique y = logzx de x — 1 
à x — 10. Si l'on donne à l’élément AB de ce mécanisme un déplace- 
ment proportionnel à x, alors, les longueurs des éléments obéissant 
à des relations déterminées, l'angle de rotation de l’élément CD 
sera proportionnel, avec une précision pratiquement acceptable, 
à la valeur de la fonction y = log x. Ce mécanisme, bien qu'il ne 
reproduise qu'approximativement la fonction donnée, s’avère d’un 
emploi plus commode que les mécanismes à couples supérieurs ou 
les mécanismes à friction, capables de s'acquitter de cette tâche 
avec une précision théoriquement parfaite. 

Dans tous les mécanismes que l’on vient de considérer, les élé- 
ments menés forment des couples de rotation ou de translation avec 
le bâti et effectuent donc des mouvements de rotation ou de transla- 
tion rectiligne. Plus rares sont les cas où l’élément mené effectue 
un mouvement composé. À titre d'exemple, on peut citer le méca- 
nisme à griffe d'une caméra (fig. 25.4), dont l'élément mené 2, 
pendant que l'élément menant Z tourne de 142°, déplace le film 7 
d’une longueur égale à la distance séparant deux perforations voisi- 
nes. Pendant le reste de la rotation de l’élément menant Z, le film 7 
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demeure immobile. La synthe- 
se de ce mécanisme consiste à 
choisir les paramètres des élé- 
ments de telle façon que l’ex- 
trémité de l'élément mené 2? dé- 
crive la trajectoire dessinée sur 
la figure 25.4 et que l'axe géo- 
métrique de l'élément 2 occupe 
des positions déterminées cor- 
respondant aux positions don- 
nées de l'élément menant J. 

Dans les exemples précé- 
dents on a vu les mécanismes 
auxquels on demande de re- 
produire avec une précision 
assez élevée la loi de mouve- 
ment donnée sur tout l’inter- 
valle de déplacement menant. 
Ïl y a des cas où, lors de la synthèse d’un mécanisme, on se contente 
de reproduire quelques positions isolées des éléments et de maintenir 
certaines valeurs de vitesses et d’accélérations dans ces positions. 
Tous ces cas ne sont cependant que des cas particuliers du problème 
général de reproduction de la loi de mouvement donnée. 

4°, Lors de la synthèse des mécanismes dont les éléments menés 
sont animés d’un mouvement composé, il suffit quelquefois d'assurer 
la reproduction de la trajectoire par un point isolé de cet élément. 
Le problème de synthèse de cette nature est dit problème de reproduc- 
tion de la trajectoire donnée. 

Il s’agit de déterminer les paramètres du schéma cinématique 
du mécanisme de façon à faire suivre la trajectoire donnée à un des 
points de l’élément animé d’un mouvement composé. Dans le cas le 
plus simple la trajectoire à reproduire est une droite. Les mécanismes 
dont la bielle présente un point qui suit une trajectoire rigoureuse- 
ment ou sensiblement rectiligne s'appellent mécanismes de guidage 
rectiligne. En construction d'instruments de mesure, ils s'emploient, 
par exemple, dans les mécanismes des indicateurs. 

La figure 25.5 donne le schéma d'un indicateur dont l'élément Z 
se déplace proportionnellement à la grandeur à mesurer. Le stylo 3, 
fixé sur la bielle 4, enregistre cette grandeur sur un tambour 2 qui 
tourne autour de l’axe zx — x. Lors de la synthèse de ce mécanisme, 
on choisit les paramètres du schéma cinématique de telle façon 
que le point 47 de la bielle 4 se déplace suivant une ligne sensible- 
ment droite. 

En grosse construction, les mécanismes de guidage rectiligne 
s’emploient aussi sur les grues de manutention (fig. 25.6); ces mé- 
canismes servent à réaliser la trajectoire sensiblement rectiligne du 
point M de la bielle BC du quadrilatère articulé ABCD, assurant 
ainsi le déplacement horizontal de la charge. 
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Fig. 25.5. Schéma du mécanisme de gui- 
dage rectiligne d'un indicateur. 


Le groupe de mécanismes 
destinés à reproduire la tra- 
jectoire donnée comprend 
également des mécanismes 
à tracer, que l'on emploie 
non seulement pour dessiner 
des courbes mais aussi pour 
usiner des pièces de forme. 
La figure 25.7 montre le 
schéma d'un mécanisme à 
tracer une parabole : le point 
E suit rigoureusement une 
parabole. 

En plus des mécanismes 
à tracer, on connaît une 
grande variété de mécanis- 
mes servant à déplacer des 


Fig. 25.6. Schéma du mécanisme de guidage 
rectiligne d'une grue monte-charge. 


matériaux qui suivent des courbes de bielles caractéristiques (mé- 
langeurs, pétrins, boucleurs des machines à coudre, etc.). 

Ces exemples tirés du domaine de la construction d'instruments 
de mesure et de la construction générale, suffisent pour se faire une 
idée de la portée pratique du problème consistant à rechercher le 
schéma cinématique qui correspond aux conditions imposées. 
Ajoutons que les mécanismes plans à couples inférieurs abondent 
dans presque toutes les branches de la construction mécanique moder- 
ne. Tous ces mécanismes servent ou bien à reproduire la loi de mouve- 
ment donnée (y compris l'obtention de positions isolées des élé- 


Fig. 25.7. Schéma du mécanisme de 
guidage servant à tracer la parabole. 


ments), ou bien à reproduire la 
trajectoire donnée. 

5°. Les problèmes indiqués de 
synthèse des mécanismes à cou- 
ples inférieurs peuvent être résolus 
tant par des méthodes graphiques 
que par des méthodes analyti- 
ques. Le choix de telle ou telle mé- 
thode est dicté dans une large 
mesure par les conditions impo- 
sées au constructeur. Par exem- 
ple, si l’on veut que la reproduc- 
tion approximative de la loi de 
mouvement donnée soit suivie 
d’une appréciation de l'écart en- 
tre le mouvement réalisé et le 
mouvement désiré. on est amené à 
seservir de méthodesanalytiques, 
les méthodes graphiques étant 
incapables de fournir une réponse 
suffisamment complète aux ques- 
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tions posées. Claires, faciles à compren- 
dre et commodes pour les constructeurs, 
les méthodes graphiques sont largement 
utilisées par les ingénieurs pour l’éta- 
blissement des projets. Ces dernières 
années les chercheurs soviétiques et 
étrangers ont beaucoup contribué au 
développement des méthodes analy- 
tiques et grapho-analytiques de syn- 
thèse des mécanismes à couples infé- 
Fig. 25.8. Pour la recherche des rieurs, méthodes parfaitement acces- 
paramètres du mécanisme arti- sibles à un large milieu d'ingénieurs 
culé à quatre éléments. et de constructeurs. Nous allons exposer 
ci-dessous ce problème de façon telle 
qu'il a été énoncé par N. Levitski. 
6°. Le problème de reproduction de la loi de mouvement donnée 
sera étudié sur l'exemple du mécanisme du quadrilatère articulé 
(fig. 25.8). 
Supposons que la loi de mouvement de l'élément menant AB 
soit définie par son angle de rotation & en fonction du temps ft, 


a —= @ (t), (25.1) 


et la loi de mouvement de l’élément mené CD, par son angle de rota- 
tion 4 en fonction du temps t également 


ÿ = ÿ (4). (25.2) 

Eliminant entre (25.1) et (25.2) le temps t, on reçoit la fonction 
des positions: 

Ÿ = 4 (a). (25.3) 


La relation entre les angles & et s'établit au moyen des dimen- 
sions des éléments du mécanisme, que nous appellerons paramètres 
du schéma cinématique du mécanisme ou plus brièvement paramètres 
du mécanisme. Donc, pour que la condition (25.3) soit vérifiée, on doit 
choisir convenablement les paramètres du mécanisme. Dans le cas 
du quadrilatère articulé montré sur la figure 25.8, on admet que 
le nombre de paramètres indépendants est égal à six. Ce sont les 
longueurs L,, L., 1, et 1, des éléments, la valeur initiale &, de l’angle «& 
et l'angle œ que fait le bâti AD avec l'axe Az. Si l'on ne cherche 
que les dimensions relatives des éléments, on peut admettre que 

LU L ls L 
U Lo l ’ li 

On a donc cinq paramètres du mécanisme : d, !, r, @ et &,, qu'il 
s’agit de chercher. Si l'on connaît les positions isolées des éléments 4 B 
et CD définies par les angles &;, &:, Ga, . . ., Gm @t is Vos Wa, - - - 
-. + Ÿm que font les éléments AB et CD avec l'axe Azx (voir 
fig. 25.8), on peut écrire, en vertu de (25.3), un système d'équations: 


Yi = Va), Ve — Vu), Ys — Ÿ (Es), - - ., Pm — Ÿ (Gm). 
(25.4) 
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S'il y a autant d'équations (25.4) 
que de paramètres inconnus, le pro- 
blème est théoriquement résoluble. En 
pratique, à cause des difficultés que 
présente la résolution simultanée des 
équations (25.4), on considère certains 
paramètres comme étant donnés. On 
choisit donc le nombre m de paires de 2% 
valeurs correspondantes d'angles aœet Fig. 25.9. Diagramme de la re- 
ÿ égal au nombre de paramètres à re- Jation donnée définissant l'angle 
chercher. Ainsi posé, le problème de de rotation du levier oscillant 
reproduction de la loi de mouvement en fonction de celui de la mani- 
donnée est appelé problème des positions. velle pr le mécanisme du qua- 

#0 : : : ; rilatère articulé. 

1°. Quand on étudie les mécanismes 
de transmission d'appareils de con- 
trôle et de mesure et les mécanismes servant à faire des opérations 
mathématiques (on en voit un exemple fig. 25.3), on a parfois besoin 
de mettre la loi de mouvement donnée sous forme d'une relation 


Ÿ = Ÿ (a). (25.5) 
Ceci étant, on demande que la relation nommée ait lieu sur de grands 
intervalles d’angles de rotation des éléments AB et CD (fig. 25.8) 
et que la fonction (25.5) varie de façon continue, ainsi qu'il est 
montré, par exemple, sur la figure 25.9. En pareils cas le problème 
peut aussi être réduit à un problème des positions; or, puisque les 
positions Z, 2, 3, ..., m doivent être assez nombreuses (fig. 25.9), 
le nombre d'équations du système (25.4) sera très supérieur au 
nombre de paramètres à calculer. On choisit alors les paramètres 
de façon à assurer la relation (25.5) ne serait-ce qu'approximative- 
ment, l'écart de la loi de mouvement désirée n'étant jamais supé- 
rieur à la tolérance consentie. 

Le problème ainsi posé est dit problème de reproduction approxi- 
mative de la loi de mouvement donnée. Signalons que la loi‘de mouvement 
peut aussi être définie sous forme d’une fonction de transmission : 

: d 

ns = (25.6) 
où w, est la vitesse angulaire de l’élément Z (fig. 25.8) et w, est la 
vitesse angulaire de l’élément 3. 

Connaissant les valeurs initiales &, et Ÿ, des angles & et , on 
peut ramener la relation (25.6) à la relation (25.5) en intégrant (25.6) 
compte tenu des conditions initiales imposées. 


| 
| 


“ 7 


$ 110. Etablissement des projets des mécanismes 
d’après les positions données des éléments 
1°. Elaborons le projet du mécanisme d’un quadrilatère articulé 
(fig. 25.10) d’après les positions données de ses éléments. 
Supposons, pour plus de simplicité, que les articulations fixes À 
et D s’alignent sur l'axe Az à partir duquel on évalue les angles «& 
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Fig. 25.10. Pour l'établissement Fig. 25.11. Positions données de 


du schéma du mécanisme du la manivelle et du levier oscil- 
quadrilatère articulé d’après les lant du mécanisme du quadri- 
positions données de la mani- latère articulé. 


velle et du levier oscillant. 


et 1 (fig. 25.10), et que l'angle w (fig. 25.8) soit égal à zéro ; alors, 
pour les longueurs des éléments données, à toute valeur «, de l’angle & 
correspond une valeur parfaitement déterminée 1, de l'angle +, 
et le nombre de paramètres du mécanisme à rechercher se ramène 
à trois (voir $ 109, 6°): ce sont les paramètres !, r et d, qui valent 
respectivement 
ls L 
l 7e È T — Fra et = — 

Donc, étant données trois positions de l'élément AB définies 
par les angles &,, &., &, (fig. 25.11) et trois positions correspondantes 
de l’élément CD définies par les angles 4,, w. et Ÿ:, on peut toujours 
calculer les paramètres /, r et d, car le nombre d'équations du systè- 
me (25.4) sera égal au nombre de ces paramètres. 

29. Le problème posé peut être résolu comme suit. Représentons 
les côtés du quadrilatère articulé (fig. 25.12) comme des vecteurs à, 
7, ret d, avec à — 1. L'on aura alors 


Îitli=d+r. (25.7) 


Projetons les deux membres de l'équation (25.7) sur les axes Ar 
et Ay. Désignant par Ô l'angle que fait la bielle BC avec l'axe Az, 
les projections sur les axes Az et Ay 
pour une position arbitraire & du mé- 
canisme se définiront par les équations 
suivantes : 


cos &; + l cos Ô, — d +r cos 1};, 
| L + (25.8) 
sin &; + / sin ô; = r sin Y; 
ou 
lcos 6, — d+rcos1\, — cos «;, 
Fig. 25.12. Etablissement du ; : + Wi . | (25.9) 
schéma du mécanisme du qua- sin Ô; = r sin q; —sin &;. 
drilatère articulé d’après trois El 95 9 à 
positions données de la manivel- | evons (25. )) au carré terme 
le et du levier oscillant. à terme et faisons leur somme. 
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Il vient 
P = dd + r° + 1 + 2 dr cos w; — 2 dcos a; — ?2r cos (b; — œ:). 
(25.10} 
Reportons Æ dans le second membre de l'équation (25.10) et 
divisons tous les termes par 2d. Explicitons dans (25.10) cos «&;: 


COS Œy = 7 COS P; — — cos (P; — i) FER . (25.11) 


Introduisons les notations: ; 


d+r+i— 72 
Po=rs Pi, pr= =, (25.12) 


L'équation (25.11) s’écrira alors: 


COS &y = Po COS Yi + Pa COS (ÿi — &i) + Pe. (25.13) 
Substituant dans l'égalité (25.13) les angles donnés «,;, a. a; 
et y, Ve, Ps (fig. 25.12), on obtient un système de trois équations 
linéaires : 
COS &y — Po COS Wa + Ps COS (Vi — Qi) + Pos 
COS Ge = Po COS We + Ps COS (a — Go) + Pas (25.14) 
COS Œ3 — Po COS V3 + P1 COS (3 — Œs) + Pa. 


Par résolution simultanée de ces trois équations, on reçoit les 
quantités po, P, et pe. Après avoir calculé celles-ci, on recherche les 
paramètres inconnus !, r et d à l’aide des relations (25.12). 

Si l’on demande d'établir le mécanisme à partir de deux positions 
données des éléments 4B et CD, un des paramètres du mécanisme 
sera choisi arbitrairement, et le problème admettra une infinité de 
solutions. 

3°. Passons maintenant aux méthodes graphiques de résolution 
des problèmes de synthèse des mécanismes du quadrilatère articulé 
d'après deux et trois positions données de ses éléments. On procède 
par des constructions géométriques fort simples. 

Soient données deux positions B,C, et B,C, de la bielle du quadri- 
latère articulé ABCD (fig. 25.13). On demande de situer les centres 
de rotation À et D des éléments du quadrilatère qui font des couples 
cinématiques avec le bâti. Les points B, et B, doivent se trouver sur 
une circonférence de centre À, et les points C, et C., sur une circon- 
férence de centre D. Par deux points on peut tracer une infinité 
de circonférences. Leurs centres auront pour lieu géométrique une 
droite Z — I perpendiculaire au segment B,B, et traversant son 
centre #2. Le point À peut se placer en n'importe quel point de la 
droite Z — 1. De même, le point D peut se placer en n'importe quel 
point de la droite 2 — 2 perpendiculaire au segment CC, et traver- 
sant le centre m de celui-ci. Ainsi donc, pour les positions données, 
on peut construire une infinité de mécanismes. Des restrictions sup- 
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Fig. 25.13. Pour l'établissement du Fig. 25.14. Pour l'établissement du 
schéma du mécanisme du quadrilatère schéma du mécanisme à coulisseau et 


articulé d’après deux positions données manivelle d’après deux positions don- 
de la bielle. nées de la bielle. 


plémentaires peuvent y être apportées, si l’on exige, par exemple, 
que le mécanisme soit à deux manivelles, ou à une manivelle et 
à un levier oscillant, et ainsi de suite. 

Si l’on veut qu’un point de l'élément BC, disons le point €, 
se déplace le long d’une droite fixe q — gq, le centre D de la circon- 
férence s'éloigne à l'infini, le couple de rotation D devient un couple 
de translation (fig. 25.14), et l’on se trouve en présence d'un méca- 
nisme à manivelle et levier oscillant. 

On peut exiger en outre qu’au déplacement donné de la bielle BC 
correspondent des angles de rotation donnés des éléments 4B et DC ; 
par exemple, l'angle de rotation de l'élément AB sera égal à & et 
celui de l'élément DC sera égal à B (fig. 25.15). Relions alors les 
points B, et B, par une droite et matérialisons dans les points B, 


(e 4 


et B, des angles égaux à 90° ——. Le point d’intersection À des 


droites Bb, et B,b, définira la position de l'axe À de rotation de 
l'élément AB. De même, reliant les points C, et C, et construisant 
dans ces points des angles de 


. 90° — £., le point d’intersec- 


(8/2 £ 2" tion D des droites C;c, et Cace 
+ tt RE  définira la position de l’axe de 
x " rotation D de l'élément DC. 

; / 49, Passons au problème 
4 .f suivant. On demande de cons- 

SA ANS SEEN truire un quadrilatère articulé, 

£ étant données trois positions de 

à G la bielle BC, par exemple les 

positions B,C;, B,C, et BC 

Fig. 25.15. Pour l'établissement du sché- (fig. 25.16). Le problème con- 
ma du mécanisme du quadrilatère arti- siste à rechercher le centre de 
culé d'après deux positions données de ]; circonférence qui passe par 
la bielle et les angles supplémentaires trois points donnés. On sait que 


entre les positions de la manivelle et du : . 
levier oscillant. ce problème n'admet qu'une 
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seule solution. On a les points 
B,. B:et B,. Relions par une 
droite les points B, et B, et 
dressons au centre de B,B, une 
perpendiculaire #7, — ñn,;. Re- 
lions ensuite les points B, et 
B, et dressons au milieu de 
B:B; la perpendiculaire 
ns —n,. Le centre À se situe à < 

l'intersection des perpendicu- 

laires n, — n, et ns —ñn2. De Fig. 25.16. Pour l'établissement du 
même, le centre D sera situé schéma du mécanisme du quadrilatère 
à l’intersection des perpendi- articulé d’après trois positions données 

; de la bielle. 

culaires m, — m, et mo — ma. 

Si les points C,, C. etC;s'ali- 

gnent sur une ligne droite, l'élément CD se présentera sous forme 
d’un coulisseau, ce qui a été le cas de la figure 25.14. 

La même méthode peut être utilisée pour la synthèse d'un 
quadrilatère articulé d'après trois positions données du levier oscil- 
lant mené ou du coulisseau. En effet, disposant de trois positions 
données DC, DC, et DC: du levier oscillant 3 (fig. 25.17), l'on 
peut se donner encore trois positions quelconques CB, C;,B;, CB: 
de la bielle BC par rapport au levier oscillant DC. Donnons-nous 
des angles de transmissions y, y, et y. entre bielle et levier oscillant. 
tels qu'ils vérifient la condition y — y, — Ye = Ymin (voir $ 87, 3°). 
Par là même sera définie la position des points B, B, et B, de l'élé- 
ment AB. La recherche du point À et de la longueur de l'élément 4B 
se ramène à la construction de la circonférence passant par les points 
B, B, et B. 

5°. Etudions maintenant le cas de synthèse du schéma d'un 
mécanisme à quatre éléments avec trois positions données de deux 


C£ ff: 


Fig. 25.17. Pour l'établis Fig. 25.18. Pour l'établissement du schéma 
sement du schéma du mé. du mécanisme du quadrilatère articulé d’après 
canisme du quadrilatère ar- trois positions données de la manivelle et 
ticulé d’après trois positions du levier oscillant. 


données du levier oscillant et 
les angles de transmission 
donnés en positions données. 
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Fig. 25.19. Etablissement du schéma du mécanisme du quadrilatère articulé 
d’après trois positions données de la manivelle et du levier oscillant. 


de ses éléments. Soient données, par exemple, trois positions succes- 
sives AB,, AB, et AB, de l'élément Z (fig. 25.18) définies par les 
angles &;,, æ&. et &; et les positions d’un plan appartenant à l'élé- 
ment 3 sous forme de trois positions successives de la droite DE 
appartenant à ce plan. Admettons que la droite DE occupe successi- 
vement les positions DE,, DE, et DE, définies par les angles w,, w. 
et ÿ,. On demande de déterminer la longueur de la bielle BC qui 
forme des couples cinématiques B et C avec les éléments Z et 3. 

Supposons que la bielle 2 constitue un couple d’'axe B avec l'élé- 
ment ÀB. On doit alors situer l'axe C du couple cinématique de rota- 
tion que forment la bielle 2 et l'élément 3. Examinons la position du 
point B de l'élément AB relativement à la droite DE, (fig. 25.19). 
En première position le point B constitue avec la droite BE, le 
triangle DE,B,, en deuxième position le triangle DB,ËE, et en troi- 
sième position le triangle DB.,ËE.. Pour situer le point B par rap- 
port à la droite DE. immobilisons cette droite. La première position 
relative du point B se confond alors avec sa position absolue B,.. 
La deuxième position relative du point B sera la position B: que 
l'on trouve en faisant coïncider le côté DE, du triangle DB,ËE, avec 
DE. Le sommet B, du triangle se place alors en B;. Pour trouver 
la troisième position relative de B — position B, —, on fait coïn- 
cider le côté DE, du triangle DB,ËE, avec DE,, le sommet B, du 
triangle venant en position B:. 

Dans son mouvement par rapport à la droite DE, le point B 
parcourt successivement les positions B,, B, et B;. Puisque dans 
ce mouvement relatif le point C, de la bielle 2 demeure fixe et que 
le point B passe par B,, B; et B;, le point C, doit se confondre avec 
le centre de la circonférence passant par les points B,, B: et B.. 
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La position du point C sera trouvée par la méthode habituelle. 
Relions les points B,, B: et B; par des droites et menons des perpendi- 
culaires NC, et MC, par les centres N et A des segments B,B, et 
B:B;. Le point d’intersection C, de ces perpendiculaires définit la 
position de l’axe du couple cinématique de rotation C, dans la 
première position du mécanisme. 

Le schéma cherché du mécanisme articulé à quatre éléments 
représente donc la figure AB,C,D. Pour trois positions données de 
l'élément Z et du plan appartenant à l'élément 3, la solution est 
unique. S'il y a deux positions données, le point C peut se placer en 
n'importe quel point de la perpendiculaire dressée au milieu du seg- 
ment reliant les positions du point B. 

6°. On opère d’une façon analogue pour élaborer le schéma d’un 
mécanisme à coulisseau et manivelle. Soient données trois posi- 
tions du plan de la manivelle comme trois positions successives AE,, 
AE, et AË, de la droite AE appartenant à ce plan, et trois posi- 
tions C,, C, et C; du coulisseau (fig. 25.20). 

Relions les points £,, E: et E,; par des droites aux points C;, 
C,; et C3. On obtient alors des triangles AE,C;, AE,C: et AE :C3. 
Pour position initiale, adoptons la position de la manivelle définie 
par la droite AE,. Admettons que la manivelle forme un couple 
cinématique avec la bielle en B. Pour situer le point B, on construit 
sur le segment AE, des triangles AE,C, et AE,C;, respectivement 
égaux aux triangles AE,C, et AE,C;. Le point cherché B doit re- 
présenter le centre de la circonférence passant par les points C,. C:, 
et C:. Pour le trouver, on relie par des droites le point C, au point C, 
et le point C: au point C; et l'on mène par les centres des segments 
C;C, et C:C; des perpendiculaires NB, et MB;. C'est le point d'in- 
tersection B, de ces perpendiculaires qui définit la position de l'axe 
du couple de rotation B que forment la manivelle Z et la bielle 2. 
Le schéma cherché du mécanisme est donc Îla figure AB,C.. 


Fig. 25.20. Etablissement du schéma du mécanisme à coulisseau et manivelle 
d’après trois positions données de la manivelle et du coulisseau. 


36* 563 


Actuellement les problèmes d'éta- 
blissement de projets des mécanismes à 
couples inférieurs sont étudiés à fond. 
Nous savons résoudre, en particulier, 
les problèmes d'établissement des mé- 
canismes à couples inférieurs avec 
quatre et cinq positions données des 
éléments, ainsi que bon nombre d'au- 
tres problèmes de synthèse précise et 
approchée des mécanismes !). 

7°. Etudions encore le problème de 
Fig. 25.21. Pour la résolution du Synthèse du schéma d’un quadrilatère 
problème d'établissement du articulé d’après le coefficient donné de 
schéma du mécanisme du qua- variation de la vitesse moyenne de 
drilatère articulé d'après le coef- l'élé = : sh 
ficient donné de variation de la élément mené. Soit la manivelle 4B 
vitesse moyenne de l'élément l'élément menant du quadrilatère 

mené. ABCD (fig. 25.21). Soient ensuite DC" 

et DC” les positions extrêmes du levier 

oscillant. Dans ces positions les centres de la manivelle AB et de la 

bielle BC s'alignent sur une droite. Alors, pendant que le levier os- 

cillant passe de la position DC” à la position DC”, la manivelle tour- 

ne de l’angle q”, et pendant que le levier revient de DC” à DC", la 

manivelle tourne de l'angle œ’. Si la manivelle AB tourne à une 

vitesse angulaire constante, le rapport des angles de rotation o’ 
et p” est 


ç’ _ t’ 

DH (25.15) 
où {’ et t” sont les laps de temps pendant lesquels la manivelle AB 
tourne respectivement d’angles q’ et @”. Pendant le temps £” et t” 


le point C aura parcouru des espaces égaux aux arcs 


C'C'= CC". (25.16) 


Il est évident que les vitesses moyennes du point C parcourant les 
arcs C”C' et C'C” ne seront pas égales entre elles. La vitesse moyenne 
v” de parcours entre C” et C” sera 


= TE. (25.17) 


et la vitesse moyenne v’ de parcours entre C” et C” sera 


,_ CC" 


1) Voir I. Artobolevski, N. Lévitski, S. Tcherkoudinov, Synthèse des méca- 
nismes plans, Fizmatghiz, 1959 (en russe). 
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Divisant (25.17) par (25.18)et tenant 
compte de (25.15) et de (25.16), on a 


n Là 


v RER ER 


PT RTE 

La grandeur X s'appelle coefficient 

de variation de la vitesse moyenne de 

l'élément mené. En regardant la figure 

25.21, on s'assure que À vaut 
r 180°+0 


9 18040 
K= =. (25.19) 


De la formule (25.19) on déduit la Dé eu 
valeur de l'angle 6 formé par les direc-  {;ilatère articulé d’après le rs 


tions AC’ et AC”: ficient donné de variation de la 
K—1 vitesse moyenne de l'élément 
8 = 180°— TT (25.20) mené. 


Le problème de synthèse du mécanisme d’après le coefficient 
donné de variation de la vitesse moyenne de l'élément mené se 
pose dans les cas où l’on veut que l'élément mené se déplace avec 
des vitesses différentes pendant les courses aller et retour. C'est 
Je cas par exemple d’un étau-limeur, d'un crible, etc., la vitesse 
moyenne en direction aller (course active) de l'élément menéétant 
moins grande qu'en direction retour (course à vide). 

8°. Pour établir le schéma du mécanisme d’un quadrilatère 
articulé d'après le coefficient À donné, on peut procéder comme 
suit. À l’aide de la formule (25.20), on calcule l'angle 8 correspon- 
dant au X donné. Ensuite on trace les positionsextrêmes données DC" 
et DC” du levier oscillant DC (fig. 25.22). Admettons qu'elles fas- 
sent entre elles un angle . Relions par une droite les points C” 
et Cet traçons un arc capable de l'angle 6 décrit sur le segment CC”. 
Pour le faire, on dresse en C” une perpendiculaire C”n au segmentC”"C” 
et l’on construit en C” l'angle égal à 90° — 60: l'angle CAC" sera 
égal à 6. Par les points C”, C” et À on mène une circonférence L. 
Le centre de rotation de la manivelle 4B peut être choisi en n’im- 
porte quel point de la circonférence Z. En effet, l'angle que feront 
entre elles deux droites reliant un point quelconque de la circon- 
férence aux points C” et C” sera égal à 6. Soit À, le centre de rota- 
tion de la manivelle. Les segments A,C” et A,C’ seront alors 


A,C"=l—7r et AjC"=l+r, 
où r et Z sont les longueurs de la manivelle 4B et de la bielle BC. 
De ces équations il découle que 
AC — A,C" =. or 
ou que 
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Fig. 25.23. Etablissement du sché- Fig. 25.24. Pour l'établissement 
ma du mécanisme à coulisseau et du schéma du mécanisme à cou- 
manivelle d’après le coefficient lisse d’après le coefficient donné 
donné de variation de la vitesse de variation de la vitesse moyen- 
moyenne de l'élément mené. ne de l'élément mené. 


Prenant le point À, comme centre, on trace un arc de rayon 4,C” 
jusqu'à intersection en Æ avec A4,C'. La longueur du segment EC 
sera alors égale à 2r, d'où 


EC’ 
FER 

Prenons sur la droite À, C”, à partir du point À,, un segment 4,B" 
égal à EC”’/2, et sur le prolongement de A4,C” un segment A,B" égal 
lui aussi à EC”/2. On obtient ainsi un mécanisme articulé à quatre 
éléments qui possède le coefficient X donné. 

Puisque le centre de rotation de l'élément AB peut se placer en 
tout point de la circonférence L, on peut imposer aux dimensions 
des éléments du mécanisme diverses conditions supplémentaires, 
telles que la longueur de l’un des éléments du mécanisme, etc. 

9°. Une méthode analogue peut être utilisée pour la synthèse 
du schéma d'un mécanisme à manivelle et coulisseau d'après un 
coefficient À donné. A cet effet, on cherche l'angle 8 qui correspond 
au À donné. Ceci fait, on marque sur l’axe x — x de translation du 
coulisseau C (fig. 25.23) deux positions C” et C” du coulisseau. 
En C’ on dresse une perpendiculaire C’n, et en C” on construit un 
angle égal à 90° — 6. De cette façon on définit la position d’un point 
N appartenant à l'arc capable de l'angle 6. Par les points C”’, Net C” 
on mène une circonférence L. N'importe quel point de cette circon- 
férence peut être choisi comme centre de rotation de l’élément AB. 
Sur la figure 25.23 on a choisi comme centre de rotation de l'élé- 
ment AB le point À,. En opérant comme précédemment, on définit 
alors la longueur de la manivelle AB et celle de la bielle BC. Pour 
condition supplémentaire, on peut se donner, par exemple, le dé- 
saxement e. 
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Pour terminer, considérons un mécanisme à coulisse oscillante. 
De la figure 25.24 il ressort immédiatement que l'angle 8 est égal 
à l'angle + de rotation de la coulisse. Donc, pendant la synthèse du 
mécanisme à coulisse, le coefficient À se trouve défini par l’angle 
donné Y d’oscillation de la coulisse, en sorte que 


- _ 180°+% 
A 180 —ÿ (25.21) 


A cette valeur de ÆÀ satisfont divers points de la bissectrice Dn 
de l’angle +. A titre de condition supplémentaire, on peut se donner, 
par exemple, la distance AD entre les points À et D. La distance AD 
sera choisie de telle façon qu'elle soit supérieure au rayon de la 
manivelle 4B. 


$S 111. Conditions d'existence de la manivelle 
dans les mécanismes à quatre éléments 


1°. Les rapports entre les longueurs des éléments sont d'une 
importance capitale pour la synthèse des mécanismes à quatre élé- 
ments. Donc, pour l’étude des mécanismes à quatre éléments chargés 
d'exécuter des mouvements donnés, on doit connaître ces rapports. 

L'expression mathématique de la relation existant entre les 
dimensions des éléments des mécanismes à quatre éléments et leur 
mouvement peut se présenter comme une série d'inégalités. 

Soient a, b, cet d les longueurs des éléments du mécanisme du 
quadrilatére articulé À BCD (fig. 25.25). On demande de savoir en 
quelles conditions l'élément AB sera la manivelle, c’est-à-dire qu'il 
tournera de 360°. étant donné que a<b<c< d. 

Relions B et D par une droite et désignons la distance BD par f. 
On aura alors dans le triangle ABD: 


f = a? + d° — 2ad cos y, (25.22) 
et dans le triangle BCD: 
b+tc>zf>c—b. (25.23) 
De (25.22) on a 
a2+d— f? 
2ad 
Compte tenu de (25.23), on a 
a+ d—(b+ c)? 
2ad 


HEC D > cos q. (25.25) 


Œcosp, (25.24) 


Fig. 25.25. Pour la détermi- 
Si l'élément a tourne d’un angle de Po . ne . 
360°, l’angle œ prend des valeurs com- Ce nee" 


PR à bé le mécanisme du quadrilatè- 
prises dans les limites de 0 à 360°, si bien articulé. 
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que cos varie entre +1 et —1. Puisque le premier membre de l'iné- 
galité (25.24) doit être inférieur à la plus petite valeur de cos et 
que le premier membre de l'inégalité (25.25) doit être supérieur à 
la plus grande valeur de cos œ, on a 


a+ d'—(bh+ec)? | a2+ d2—(c—b)}? 
ad < RE {, ad >= + 1. 


De ces inégalités on déduit 
a® + dd — b° — 2bc — c° L —)2ad, 
a + & — b? + 2bc — © > +Vad. 
Par transposition des termes, on obtient 
a® + 2ad + dd << b? + 2bc + c*. 
a® — 2ad + & > b° — 2bc + c°, 


(a+ ME<b+), (d—a} >(b— 0), 
ou définitivement 


ou 


d+a<b+oc, (25.26) 
d—a>zb—ce. (25.27) 

L'inégalité (25.27) peut s’écrire aussi comme suit: 
d+c>a<+ b, 


mais la dernière inégalité découle de la condition a<b<c<d 
admise auparavant, si bien que l'inégalité (25.27) n’impose aucune 
condition nouvelle. 

De l'inégalité (25.26) il résulte : pour que l'élément a soit mani- 
velle dans le quadrilatère articulé dont les côtés vérifient la condition 
a <<'b<c< d, il faut que la somme des longueurs de son plus court 
et de son plus long éléments soit inférieure ou égale à la somme des 
longueurs des deux autres éléments. 

2°. Par des raisonnements analogues, on établit les rapports 
nécessaires entre éléments du quadrilatère articulé dans tous les 
autres cas, par exemple, quand on veut que l'élément c soit la ma- 
nivelle, ou encore que a et c soient simultanément manivelles, et 
ainsi de suite. Dans tous les cas il suffit de résoudre des triangles 
appropriés. 

En se servant des conditions (25.26) et (25.27), on montre que 
si l’on immobilise les éléments b et d (fig. 25.25) du mécanisme 
vérifiant la condition a b<c<d, on se trouve en présence 
d'un mécanisme à manivelle et à levier oscillant. En immobilisant 
le plus court élément a, on reçoit un mécanisme à deux manivelles, 
et en immobilisant l'élément c, on obtient un mécanisme à deux 
leviers oscillants. 

Après avoir analysé tous les cas possibles de disposition des élé- 
ments du quadrilatère articulé, on arrive à formuler une condition 
générale : 
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Tous les quadrilatères ar- 
ticulés se répartissent en deux 
groupes. Ceux du premier 
groupe ont la somme des lon- 
gueurs du plus court et du plus 
long éléments égale ou infé- 
rieure à la somme des lon- 
gueurs des deux autres élé- 
ments, ceux du second groupe 
ont la première somme plus 
grande que la deuxième. Les 
mécanismes du premier grou- 
pe reçoivent deux manivelles quand on immobilise leur plus court élément, 
une manivelle et un levier oscillant quand on immobilise l'élément attenant 
au plus court (c’est le plus court élément qui devient alors manivelle), 
et enfin deux leviers oscillants quand on immobilise l'élément opposé 
au plus court. Les mécanismes du second groupe ont chacun deux leviers 
oscillants. 

3°. Si l’on écrit la relation entre les dimensions des éléments d’un 
mécanisme à coulisseau et manivelle (fig. 25.26) ainsi qu'on vient 
de le faire pour le quadrilatère articulé, on constate que a sera ma- 
nivelle si 


Fig. 25.26. Pour la détermination des con- 
ditions d'existence de la manivelle dans le 
mécanisme à coulisseau et manivelle. 


a<b—e, 
où e est Je désaxement. L'élément a sera levier oscillant si 


a>œb—e. 


Plaçons-nous enfin dans 
le cas d’un mécanisme à cou- 
lisse (fig. 25.27 et 25.28). Pour 
des raisons géométriques évi- 
dentes, on voit que l'élément 
c (la coulisse) sera manivel- 
le si 


a>d+e. 


La coulisse !c sera levier 
oscillant si 


a<d<+e. 


Fig. 25.27. Pour la 
détermination des 
conditions d'’exis- 
tence de la mani- 
velle dans le méca- 
pisme à coulisse 
tournante. 


Fig. 25.28. Pour la 
détermination des 
conditions d'exis- 
tence de la mani- 
velle dans le méca- 
nisme à coulisse 
oscillante. 


Dans le premier cas on a 
un mécanisme dit à coulisse 
tournante (fig. 25.27), dans le 
second cas, un mécanisme à 
coulisse oscillante (fig. 25.28). 
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$ 112. Recherche des erreurs dans 
les mécanismes 


1°. Dans les problèmes de synthèse des mécanismes que l’on 
vient d'examiner, on a cherché les paramètres du mécanisme propres 
à satisfaire aux lois de mouvement données. aux différentes caracté- 
ristiques dynamiques et à la structure adoptée. On peut dire que les 
schémas cinématiques obtenus sont des schémas théoriques (ou des 
mécanismes théoriques), car le choix des paramètres a été fait en 
supposant que les parties des couples cinématiques sont toutes géo- 
métriquement parfaites, que les jeux dans les couples cinématiques 
sont inexistants, les dimensions de tous les éléments sont rigoureu- 
sement conformes aux dimensions théoriques et les axes des couples 
cinématiques sont disposés de la façon exigée par la structure con- 
sentie. 

Dans les mécanismes physiques les paramètres réels seront diffé- 
rents des paramètres théoriques, à cause de l'’imprécision de fabrica- 
tion des éléments et des parties des couples cinématiques, du montage 
inexact du mécanisme, de l'usure des parties des couples cinématiques 
qui se manifeste à la longue, etc. 

L'écart des paramètres réels par rapport aux valeurs théoriques 
s'appelle erreur du mécanisme. 11 est extrêémement difficile de tenir 
compte de toutes les erreurs possibles d'un mécanisme physique, 
vu que ces erreurs dépendent de la technologie de fabrication des 
pièces, des conditions de montage des éléments, des conditions 
d'utilisation du mécanisme, et ainsi de suite. La partie de la théorie 
des mécanismes qui a pour objet l’étude des erreurs des mécanismes 
dues à des facteurs de nature différente, l’étude de l'influence de 
ces erreurs sur la cinématique et la dynamique des mécanismes et 
la synthèse des mécanismes tenant compte des erreurs possibles porte 
le nom de théorie de la précision des mécanismes. 

Dans le paragraphe qui suit. nous n'allons considérer que les 
erreurs possibles les plus fréquentes dans les mécanismes élémen- 
taires. 

2°. Introduisons la notion d'erreur de position du mécanisme : 
ce sera la différence entre les positions des éléments menés du méca- 
nisme réel et du mécanisme théorique correspondant pour les mêmes 
positions des éléments menants des mécanismes respectifs. Par erreur 
d'espace, on désigne alors la différence entre les espaces parcourus 
par les éléments menés du mécanisme réel et du mécanisme théori- 
que pour les mêmes espaces parcourus par leurs éléments menants. 
Cherchons les erreurs des positions du mécanisme. Connaissant les 
paramètres Qi, Qos Qg» + + <> Am dU Mécanisme théorique, on peut 
toujours définir le paramètre p déterminant la position de l'élément 
mené en fonction des paramètres q;, Ga, Qg: -+ - «+ Qm» Si bien que 


P = P (Qu Ier ss es Am): (25.28) 
C'est ainsi que dans le mécanisme du quadrilatère articulé 
{fig. 25.29) dont l'élément menant est la manivelle 2, le paramètre p 


570 


Fig. 25.29. Pour la recherche de la Fig. 25.30. Pour la recherche de l’er- 
relation entre l'angle d’inclinaison  reur de position du coulisseau dans le 
du levier oscillant et les longueurs mécanisme à coulisseau et manivelle. 
des éléments du mécanisme du 

quadrilatère articulé. 


sera l'angle œ,, que fait l'élément 4 avec le bâti Z. Les paramètres 
Qu Dos Ag» + + Im Seront les longueurs l,, L, L,, l, des éléments, et la 
fonction (25.28) deviendra 


Dei = Pas (Lis los las li). (25.29) 

Dans un mécanisme réel chaque paramètre q;,, qe, a, . . ., Qm 

peut différer de sa valeur théorique d’une faible quantité Ag,, Ag, 

A3» + - « Nm. Le paramètre p sera donc lui aussi différent de sa 

valeur théorique d'une quantité Ap, si bien qu'on aura pour le 
mécanisme réel 


p + Ap = fl(q + Ag), (ge + Ag2hs + + +, (m + AQm)l. (25.30) 


Développons le second membre de (25.30) en série de Taylor, 
ne retenant que les termes du premier ordre, en raison de la petitesse 
des quantités Ag, ” sé ass Ne M ue” 


p+Ap= p+ 7 An + D Ag +... + L Ag. (25.31) 
ou 


Ap= 7 Ag + 2 Ags TT: +2 L_ Aqm- (25.32) 


C'est on de A totale de ee Ap de l'élément 
mené sous forme de la somme des erreurs dues à l'écart des para- 
mètres du mécanisme réel par rapport à ceux du mécanisme théori- 
que. Connaissant les erreurs de position (Ap); et (Ap). pour deux 
positions quelconques de l'élément menant, on calcule l'erreur 
d'espace dans cet intervalle comme la différence des erreurs des 
positions, 

(Ap)1-2 = (Ap):— (AP) (25.33) 

3°. Proposons-nous de calculer les erreurs de position dans les 
mécanismes causées par les erreurs sur la longueur des éléments. 
Soit à calculer, par exemple, l'erreur de position (Axe), du point C 
du coulisseau (fig. 25.30) du mécanisme à coulisseau et manivel- 
le ABC, erreur causée par l'erreur Al, commise dans la longueur L. 
de la bielle 3. Comme il a été montré au $ 24, la coordonnée ze 
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définissant la position du point C est égale à 


Ze = Le COS pe + V li — sin? p . (25.34) 


En vertu de l'égalité (25.32), on a 


0 
(Axc)is —= Fe Al. (25.35) 
La dérivée partielle __ est 
+ (25.36) 


Ôl3 V1 sin2qe 
Portant l'expression (25.36) dans l'égalité (25.35), on obtient la 
valeur de l'erreur de position (Axc):,: 
—— ne NS 5 e 
(Azchis == Als VA sn (25.37) 


On calcule de même l’erreur de position (Axc);, entraînée par 
l'erreur A, sur la longueur /, de la manivelle 2. On a 


(Arche = FE Al. (25.38) 
La dérivée partielle € est 
0zc Lo Sin? Te 
GE — (08 PE ane (25.39) 
Donc, 
la Sin? Po 
à = L Q— ———_—_—_————— |. e 
(Azc)t2 = Alo ( COS Po VERS | (25.40) 


En vertu de l'égalité (25.32), l'erreur totale Axe de position 
du point C est 
Azc = (Arc): + (Atchis- (25.41) 


4°, On a vu plus haut que les expressions analytiques des espaces 
dans les mécanismes théoriques sont souvent fort complexes. C'est 
pourquoi la recherche des erreurs de position peut se faire par la 
méthode de l’épure de petits espaces pour les mécanismes trans- 
formes. 

Soit à calculer par exemple l’erreur de position (Azxc)x du point C 
due à l'erreur sur la longueur /, de la manivelle 2 (fig. 25.31). Pour 
déterminer cette erreur, on admet que le point B (fig. 25.31, a) peut 
se déplacer le long de l’axe 4B de l’élément 2 d'une valeur +Al.. 
Suivant que l'erreur A/, augmente ou diminue la longueur /, de 
l'élément 2, on immobilise pour ainsi dire la manivelle 2 et l'on 
introduit un coulisseau supplémentaire 5 susceptible de glisser le 
long de l'axe AB de la manivelle 2. Un tel mécanisme est dit méca- 
nisme transformé. 

Si l'on imprime maintenant au coulisseau 5 un déplacement, 
disons + A/,, on peut calculer l’espace parcouru (Az) en construi- 
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Fig. 25.31. Mécanisme transformé à coulisseau et manivelle avec la longueur 
variable de la manivelle: a) schéma du mécanisme; b) épure de petits espaces. 


sant l’épure de petits espaces (fig. 25.31,b) comme une simple épure 
des vitesses analogues. Sur cette épure le segment (pb) est propor- 
tionnel à AL, tandis que le segment (pc) l’est à (Axc):. Bien évidem- 
ment, en raison de la petitesse des erreurs, les épures de petits espaces 
seront tracées en faisant intervenir des échelles appropriées et en 
prenant le segment (pb) proportionnel à A, dans la direction déter- 
minée par son signe. 

À partir du triangle pbc (fig. 25.31, b) on déduit l'expression ana- 
lytique (25.30) de l'erreur (Axc)u. 

La figure 25.32, a montre le mécanisme transformé pour la recher- 
che de l'erreur (Axc)r, due à l’erreur Al, sur la longueur de l’élé- 
ment 3. Admettant que l'erreur A/, est négative, on obtient l’épure 
de petits espaces de la forme représentée sur la fig. 25.32, b. Dans 
les cas montrés sur les figures 25.31, a et 25.32, a les erreurs (Arc)x 
et (Azc)r, ont même signe. Donc, l'erreur totale Axe sera 


Arc = (Arc) + (Azchis- (25.42) 


Si l’erreur AZ, sur la longueur de l'élément 3 était positive, 
les erreurs (Axchi, et (Axchi, seraient de signes différents, et l'erreur 
totale Axe serait égale à la différence des erreurs: 


Aze = (Azc)1 — (Atchis. (25.43) 
5°. La méthode des épures de petits espaces est aussi applicable 
à la recherche des erreurs de positions dans les mécanismes à couples 


(A Th, 


Fig. 25.32. Mécanisme transformé à coulisseau et manivelle avec la longueur 
variable de la bielle: a) schéma du mécanisme; b) épure de petits espaces. 
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Fig. 25.33. Pour la recherche des erreurs de positions dans le mécanisme à came : 
a) schéma du mécanisme; b) épure de petits espaces. 


supérieurs. Examinons le mécanisme à came représenté sur la figu- 
re 25.33, a. Soit à calculer l'erreur de position Axe du point C de la 
tige entraînée par l’erreur Ar sur le rayon r du galet 3 et par l'er- 
reur Ap sur le rayon de courbure p de la came 7 dans le point de 
tangence D. Puisque dans ce cas on a comme mécanisme substitutif 
le mécanisme à coulisseau et manivelle ABC à bielle BC de lon- 
gueur variable, le mécanisme transformé pour la recherche de l'er- 
reur est analogue à celui de la figure 25.32, a ; on prend donc, à partir 
du point p de l'épure de petits espaces (fig. 25.33, b), la somme des 
erreurs Ar + Ap dans la direction parallèle à la normale, et l'on 
trace à partir du point b une perpendiculaire à la direction de la 
normale r — n jusqu’à intersection en c avec la direction parallele 
à l'axe de guidage de la tige 2 passant par le point p. 

Le segment (pc) est proportionnel à l'erreur Azc de l’espace 
parcouru par l'erreur C de la tige 2. 

De l’épure de petits espaces (fig. 25.33, b) il ressort que 

mé 2 (25.44) 
COS 

6°. Les erreurs de positions dues aux jeux dans les couples ciné- 
matiques sont moins faciles à calculer, car, pour le faire, on doit 
trouver le point de tangence du couple et déterminer en quelle direc- 
tion le jeu est rattrapé. Sur la figure 25.34 sont schématiquement 
montrées les positions relatives des parties du couple B d’un méca- 
nisme à coulisseau et manivelle (fig. 25.35). Généralement, on admet 
que le point de tangence D des parties des éléments 2 et 3 se situe 
sur la ligne d'action de la réaction P.,, ou P... Cette ligne ne sera 
connue qu'après le calcul cinétostatique du mécanisme. Soit nr —n 
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Fig. 25.34. Couple de rota- Fig. 25.35. Mécanisme transformé à coulisseau 
tion avec un jeu. et manivelle : a) schéma du mécanisme ; b) épure 
de petits espaces. 


cette ligne. Menons la direction nr — n sur le schéma du mécanisme 
(fig. 25.35, a) par le point B. Le coulisseau à du mécanisme trans- 
formé, représenté en trait pointillé sur la figure 25.35, a, peut se dé- 
placer dans la direction nr — nr. Traçons l'épure de petits espaces 
(fig. 25.35, b) en comptant l'erreur Am due au jeu du couple B dans 
la direction n — nr. L'erreur de position Axc du point C s'avère 
proportionnelle au segment (pc). La valeur de Axe se cherche à l’aide 
pe l’épure : 

Axe = — 4m ER. (25.45) 

Les cas plus compliqués, où les erreurs de positions sont dues 
au gauchissement des axes et des guides, à l’imprécision des rayons 
de courbure, etc. débordent le cadre de notre exposé. Ces problèmes 
sont traités en détail dans les ouvrages de N. Brouiévitch et de ses 
disciples 1). 

En guise de conclusion, notons qu’à l’époque actuelle la résolu- 
tion des problèmes de synthèse des mécanismes est confiée générale- 
ment aux ordinateurs, qui permettent de calculer des variantes très 
nombreuses, tout en laissant au constructeur le soin d'en choisir 
la meilleure. 


1) Brouiévitch N., Précision des mécanismes, Gostekhizdat, Moscou, 1946 
(en russe). 
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$ 113. Introduction sommaire à la théorie 
des machines automatiques 


1°. Nous avons donné au $ 2 les définitions de la machine, de la 
machine automatique, du système de machines à action automa- 
tique. 

Dans ce chapitre seront étudiés les principaux paramètres dont 
on tient compte lors de la synthèse des machines automatiques. 

La plupart des objets d'origine artificielle entourant l'homme 
sont fabriqués à l’aide de dispositifs techniques très variés, que 
l’on désigne sous le terme général équipement technologique. Le stade 
moderne d'évolution de l'équipement technologique est représenté 
par les complexes technologiques, ou systèmes homme-machine com- 
portant des machines, dispositifs et appareils technologiques (de 
production), énergétiques, informatiques et de transport. 

Le complere technologique ou le système de machines sert à réaliser 
le procédé technologique dans les conditions industrielles. 

Au cours du procédé technologique, qui a pour but l'obtention 
d'un nombre déterminé de produits caractérisés par des valeurs 
données des indices qualitatifs (précision, fiabilité, valeur esthé- 
tique, valeur d'usage...) et par un prix déterminé, l’objet de traite- 
ment change de forme, de propriétés, d'état et de position dans 
l’espace. 

Comme tout autre processus, le procédé technologique repré- 
sente un enchevêtrement de flots matériels, énergétiques et informa- 
tionnels liés entre eux. 

Les machines technologiques agissent sur les flots matériels 
d'origine (sous forme de matière première, de produits semi-finis, 
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d'ébauches), tout en consommant des flots d’ énergie de la nature 
appropriée et des flots d'information appropriée. 

Le procédé technologique est un ensemble d'opérations de traite- 
ment proprement dites et d'opérations auxiliaires. Parmi les opéra- 
tions de traitement, qui peuvent être d'une nature quelconque: 
mécanique, chimique, physique, biologique, etc., nous citerons: 

— usinage, c'est-à-dire obtention des formes prescrites ; 

— façonnage, ou modification des valeurs des paramètres géo- 
métriques des produits semi-finis ou des ébauches; 

— durcissement et autres opérations visant à changer les pro- 
priétés physiques et mécaniques du matériau du produit ; 

— assemblage, c'est-à-dire raccordement des composants con- 
venablement combinés, leur jonction et fixation en constituant des 
groupes démontables ou non démontables; 

— remplissage (par exemple d’un produit lubrifiant); 

— bouchage. emballage, traitement de stockage, étanchement, 
mise sous pression ; 

— finition, c'est-à-dire ébarbage. application des revêtements, 
peinturage, marquage, étiquetage, et ainsi de suite. 

Le temps et les matières dépensés pour les opérations de traite- 
ment proprement dites déterminent les frais productifs, et pour 
toutes les autres opérations, les frais improductifs, ou, comme on les 
appelle souvent. les pertes. 

A l'aide de machine de transport, les objets de travail sont dé- 
placés entre les machines (convoyeurs), entre les postes d'usinage 
(transferts linéaires ou circulaires), sont retournés, empiles, etc. ; 
nombre d'opérations sont confiées aux manipulateurs, opérateurs 
automatiques. robots industriels et à d’autres appareils de la même 
nature. 

Les machines informatiques reçoivent l'information, la collec- 
tent. transforment et exploitent en vue d’assurer les conditions de 
travail optimales de tout le complexe. Non seulement elles établis- 
sent le programme de travail pour chacune des autres machines du 
complexe et assurent leur fonctionnement synchronisé, mais aussi 
elles comptent les produits finis, enregistrent les pièces à rebuter 
et la qualité des produits, révèlent les temps morts, recherchent 
les pannes des composants des machines, se chargent de la gestion 
des stocks et d’autres fonctions logiques et arithmétiques (de cal- 
cul). 

2. Le « pedigree » des machines technologiques modernes se 
perd dans la nuit des temps. Avant d'en arriver à la technique de 
nos jours, les hommes sont passés par les automates qui semblaient 
faire des « miracles » vingt siècles avant notre ère dans les temples 
antiques ; par les horloges et les « poupées » mécaniques légendaires 
du moyen âge: par les inventions géniales de Léonard de Vinci; 
par les jouets « automouvants » de Ivan Koulibine, mécanicien auto- 
didacte russe de talent ; par le tour à copier d'Andreï Nartov. qui fut 
installé dans les ateliers de Pierre le Grand; par le métier à tisser 
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de Joseph-Marie Jacquard, couronné par Napoleon de la Médaille 
d'or. 

Un précurseur de nos machines automatiques est montré sur la 
figure 26.1. 1] s’agit de la « pianola », instrument de musique très 
en vogue au dernier siècle. La pianola, qui anticipait les machines 
automatiques dotées d'une commande à programme, était destinée 
à faire de la musique mécanique sur un piano ordinaire.})La mélodie 
était enregistrée sur une bande de papier fort Z (fig. 26.1) sous forme 
de perforations. La bande était suffisamment large pour contenir 
dans le sens de la largeur 88 trous alignés, c’est-à-dire autant qu'il 
y avait de touches 6 de pianola. Chaque trou perforé de la rangée 
correspondait à l’'enfoncement d’une touche quelconque ou de plu- 
sieurs touches à la fois (un accord). Donc, la mélodie s'écrivait non 
avec les notes mais avec des trous sur la bande. La bande formait 
un rouleau que l’on mettait dans le récepteur de la pianola et qu'une 
courroie d'entrainement en cuir mettait en mouvement. En se dérou- 
lant d’un rouleau, la bande 7, avant de s'’enrouler autour d’un autre 
rouleau, passait contre un distributeur spécial 2 percé de 88 trous: 
dès qu'un trou de la bande 7 venait à coïncider avec le trou du 
distributeur 2, une touche correspondante 6 s’enfonçait, actionnée 
par un « pianiste » invisible qu'était l’air. L'air « lisait » la mélodie 
sur la bande et « appuyait » sur les touches. Le système d'entraîne- 
ment et de commande des principaux mécanismes de la pianola 
fonctionnait comme suit. Chacun des trous du distributeur 2 était 
relié par un canal avec l’espace sous une membrane 5 en cuir léger. 
Pendant toute la durée de fonctionnement de l'instrument, une 
certaine dépression était maintenue au-dessus de la membrane 3. 


ME 
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Fig. 26.1. Mécanisme de la pianola. 
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Les chambres séparées par la membrane communiquaient par un 
canal extrémement étroit, qui était cependant suffisant pour que la 
dépression de part et d'autre de la membrane soit la même quand 
le trou de sortie était fermé par la bande qui défilait entre les rou- 
Jeaux. La touche 6 était actionnée par une chambre pneumatique 4 
qu'un petit clapet 3 séparait de l’espace au-dessus de la membrane. 
La pression à l’intérieur de la chambre pneumatique était égale 
à la pression atmosphérique. Or, dès que l'air ambiant arrivait dans 
le canal d'entrée à travers le trou dans le papier, la pression au-des- 
sous de la membrane devenait égale à celle atmosphérique, et le 
clapet 3 se soulevait, empêchant l'entrée de l'air ambiant dans la 
chambre pneumatique 4. La chambre pneumatique devenait alors 
communiquante avec la chambre à dépression. La pression dans la 
chambre pneumatique tombait au-dessous de la pression atmosphéri- 
que, et elle se replie, actionnant le mécanisme à coulisseau et mani- 
velle de la touche 6. Le trou d'entrée étant de nouveau fermé par le 
papier, les pressions de part et d’autre de la membrane s’égalisaient 
grâce au canal de communication, et le clapet 3 s’abaissait. La tou- 
che 6 reprenait sa position initiale. Le « joueur » de la pianola n'avait 
donc qu'à créer la dépression à l’aide de pédales appropriées 8, 
liées au clapet de non-retour 9 et à la chambre de dépression 20. 
La pianola était dotée de dispositifs spéciaux qui permettaient de 
varier le volume du son et la cadence du jeu !). 


$ 114. Tendances d'évolution des machines automatiques 
et des systèmes de machines à action automatique 


1°. Grâce aux progrès actuels de l’évolution des machines, 
les fonctions physiques et intellectuelles de l’homme (logique, 
calcul...) sont confiées de plus en plus aux dispositifs techniques, 
l’homme n'étant plus obligé de participer directement au procédé 
technologique. 

On peut définir, assez approximativement d’ailleurs, les stades 
d'évolution des machines technologiques. 

Première étape : l'automatisation ne porte que sur les flots éner- 
gétiques. À cette étape l’homme reçoit à sa disposition un outillage 
mécanisé, c'est-à-dire une machine motrice dotée d’une machine 
de travail proprement dite. L'homme reste « enchaîné » à la ma- 
chine. 

Deuxième étape : l'automatisation envahit les processus de trans- 
formation des flots énergétiques et aussi — partiellement — des 
flots matériels et informationnels circulant dans la machine. A cette 
étape l’homme utilise des machines semi-automatiques et des chaïi- 
nes-transferts (semi-automatiques), ses propres fonctions étant 


1) L'auteur est reconnaissant à D. Ilinski, O. Levitskaïa et A. Ovakimov 


d’avoir mis à sa a les matériaux pour l’exposé du cours « Eléments de 
la théorie des machines automatiques ». 


37* 979 


réduites bien souvent à alimenter la machine, à collecter les pro- 
duits et à donner le signal de mise en marche ; un homme sert parfois 
plusieurs machines à la fois. 

Troisième étape: automatisation totale du traitement de tous 
les flots énergétiques. matériels et informationnels. Machines auto- 
matiques, lignes automatiques. Fonctions de l’homme : surveillance, 
contrôle périodique du bon fonctionnement de l'équipement, répara- 
tion, réglage et ainsi de suite. 

20. Dans toutes les industries les machines technologiques de- 
viennent de plus en plus nombreuses et variées, tout en se perfec- 
tionnant sans cesse en fonction du progrès de la technologie, de la 
technique et de l’organisation dans l’industrie donnée. 

Malgré la grande variété des principes d'action, des schémas 
et des solutions constructives des machines technologiques, on peut 
tracer les tendances principales, et souvent liées les unes aux autres, 
de leur évolution. 

3°. La concentration des procédés technologiques dans l'espace, 
accompagnée de la simplification et de la diminution du nombre 
de mouvements des organes de travail des machines, se réalise 
comme suit. 

Premièrement, les procédés technologiques caractérisés par une 
action locale, généralement mécanique, de l'outil sur la pièce sont 
remplacés par des procédés d'usinage technologiques qui agissent 
simultanément (et souvent d'une façon non mécanique ou non 
seulement mécanique) sur tout le volume du matériau de la pièce 
(moulage des poudres, déformation plastique de volume des métaux 
et des matières plastiques), sur toute la surface à travailler (procédés 
électrophysiques et électrochimiques de façonnage des métaux, 
déposition par pulvérisation, par précipitation...) ou sur tout le 
contour à traiter (collage. soudage, etc.). Un tel remplacement des 
procédés à étapes multiples par des procédés à stade unique conduit 
souvent à ce que la matière première se transforme quasi ul ile 
ment en produit fini ou semi-fini. 

Examinons, à titre d'exemple, le principe d’action de ï machine 
à mouler représentée sur la figure 26.2. Les granulés de résine ou de 
caoutchouc. amenés en permanence dans la trémie 7, sont refoulés 
par une vis d'alimentation 3% dans la partie avant du pot de moulage 
fermée par un clapet 2. A la suite du réchauffage extérieur et du 
frottement mécanique, les granulés sont ramollis et passent à l'état 
pâteux (fig. 26.2, a). Les demi-moules 5 sont fermés après l’éjection 
de la pièce finie précédente (fig. 26.2. b). Ensuite, après l'accumula- 
tion de la portion de matière à mouler, la buse d'injection est ame- 
née par le mécanisme Z contre le moule et il se produit l’injection, 
c'est-à-dire l'introduction sous pression de la matière dans le moule 
grâce au mouvement axial de la vis d'alimentation 3 dans la direc- 
tion du moule (fig. 26.2, c). Puis, après une période de maintien sous 
pression, la buse d'injection se retire du moule, le clapet 2 referme 
le canal. la vis d'alimentation 3 est rappelée à droite et mise en 
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Fig. 26.2. Schéma technologique de principe de la machine automatique pour 

moulage sous pression de la matière plastique et du caoutchouc: a) préparation 

de la portion de matière; b) fermeture des moules; c) injection sous pression; 
d) ouverture des moules et éjection de la pièce fabriquée. 


rotation par le mécanisme 4 en vue de préparer la portion suivante 
de la matière. Après l'expiration de la période de durcissement 
(vulcanisation) de la pièce moulée, les demi-moules 5 s'ouvrent 
et l’éjecteur 6 effectue le démoulage de la pièce (fig. 26.2, d). 

Deuxièmement, le procédé technologique restant inchangé, on 
a recours à l’usinage d’un mème objet par plusieurs outils à la fois 
(par exemple, perçage de tous les trous, ou usinage de plusieurs 
faces d’une pièce, etc.), au façonnage de plusieurs objets avec le 
même outil (usinage d’un paquet de pièces plates, emploi de moules 
à empreintes multiples); utilisation de l'outillage combiné repro- 
duisant le contour d’une projection ou le profil de l’objet; utilisa- 
tion des outils de taillage façonnés et composés, des poinçons com- 
binés, et ainsi de suite. 

49. Le passage aux procédés ininterrompus par diminution des 
intervalles de temps entre les portions successives des objets finis, 
permettant de réduire les temps morts, peut être effectué comme 
suit. 

Premièrement, on adopte des procédés technologiques continus, 
tels que: 

— affinage et coulée de l'acier en continu; 

— confection des tubes métalliques à partir de la bande, confec- 


« 


tion des bagues ou des douilles à partir de la bande ou du tube; 
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Chargement — obtention de pièces métalliques 
finies et d'ébauches de roues dentées, 
d'outils de taille, de boules, etc. par 
laminage transversal avec déplacement 
hélicoïdal ; 

— boudinage ou extrusion continue 
des métaux, résines, plastiques, pro- 
duits alimentaires. etc. à travers des 
trous façonnés (des filières) ; 

— obtention et façonnage d'une 
bande « sans fin » de métal, stratifié 
Fig."26.3. Schéma de la machi- bois, plastique. linoléum, cuir arti- 

ne-transfert à rotors. ficiel, non-tissé : 
— cylindrage, etc. 

Deuxièmement. on utilise des machines et des lignes à rotors 
et à convoyeurs et rotors, sur lesquelles les opérations auxiliaires 
se produisent en même temps que les opérations de travail, car tous 
les organes de transfert et les organes technologiques sont animés 
d'un mouvement permanent et synchronisé. 

On voit sur la figure 26.3 le schéma d’une machine automatique 
à rotors. La machine comporte m unités de travail identiques (du 
type de la machine montrée sur la figure 26.2) animées d'un mouve- 
ment de rotation continue (en l'occurrence dans le sens antihoraïire) 
à la vitesse angulaire w. Au déchargement d'une portion ou d’un 
produit fini correspond un angle de rotation 1. À toutes les opéra- 
tions de travail el aux opérations auxiliaires accompagnant celles-ci 
correspond un angle de rotation Œtech — (#4 — 1) @r-- Le secteur 
(m + 1 — k) p:, correspond à la marche à vide. Le travail à toutes 
les m stations (postes) s'effectue parallèlement mais avec un dé- 
phasage. 

Les machines et lignes à rotors !) sont largement utilisées pour 
les opérations les plus diverses, telles que : emboutissage, estampage, 
coupe, dosage, conditionnement des produits granulés ou liquides, 
emballage, assemblage. empaquetage et ainsi de suite. 

Sur les lignes à rotors le chargement. le transfert du poste en 
poste (d’un rotor à l’autre) et parfois aussi le déchargement des 
produits sont effectués par des rotors de transfert. Sur la figure 26.4 
sont montrées la construction standard (a) et l'implantation (b) 
d'une ligne à rotors comprenant six rotors de travail R,. R:, ..., Ré 
et six rotors de transfert T,, T.. . .., T4. Les lignes à rotors, dont 
les schémas de principe ont été mis au point sous la direction de 
L. Kochkine, sont utilisées très largement dans les branches les 
plus diverses de l’industrie, partout où la production en masse est 


1) Kochkine L. N., Automatisation complexe de l'industrie sur la base des 
lignes à rotors, « Machinostroiénié », Moscou, 1972 (en russe). 

Kloussov I. A., Safariantz A. R., Lignes à rotors, « Machinostroiénié », 
Moscou, 1969 (en russe). 
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Fig. 26.4. Ligne-transfert à rotors: a) construction type; b) implantation des 
rotors dans la ligne. 


nécessaire. Les lignes à rotors peuvent être avantageusement réunies 
pour former des ateliers automatisés entiers (fig. 26.5). 

9°. L'intensification des opérations consiste à rendre les opéra- 
tions plus rapides, soit en augmentant les vitesses sans modifier le 
procédé. soit en adoptant des procédés technologiques utilisant les 
genres d'énergie inédits et, par conséquent. des méthodes nouvelles 
de transmission de cette énergie : usinage par laser, travail à ultra- 
sons, traitement par électro-érosion, traitement électrochimique, 


Fig. 26.5. Vue d'ensemble d'un atelier automatique équipé de lignes-transfert 
à rotors. 
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diamantage électrique, traitement abrasif électrique. permettant de 
réaliser dans les pièces des cavités et des trous de toute configura- 
tion et des coupes hautement précises; soudage à radiofréquence ; 
filature et enduction dans un champ électrostatique puissant; dé- 
coupage sur gabarit des couches multiples de métal, papier. tissu, 
pellicule par laser, par liquide ou par vapeur sous haute pression : 
lançage hydraulique ou pneumatique de la trame sur les métiers à 
tisser ; travail par vibration (compactage par vibration, décapage par 
vibration, etc.); traitement de diffusion par ultrasons (blanchisse- 
ment et teinture des tissus, tannage des cuirs, lavage des pièces 
métalliques), et ainsi de suite. 

6°. La création des machines à opérations multiples et la constitution 
des lignes automatiques à partir de telles machines contribuent à amé- 
liorer le rendement, surtout grâce à la diminution du temps perdu 
par transfert et à la suppression du travail manuel. 

Si les premières lignes automatiques apparues après la seconde 
guerre mondiale servaient essentiellement à l’emboutissage (lignes 
à rotors) ou à la coupe (lignes d'usinage des carters, arbres. pignons. 
pistons, bagues de roulements), on assiste à présent à l'apparition de 
plus en plus massive de lignes sur lesquelles les opérations de façon- 
nage sont complétées par celles d'assemblage. contrôle, marquage, 
emballage et autres, permettant de réaliser le principe « de la matiè- 
re première ou du produit semi-fini au produit ou au composant 
fini ». De telles lignes sont très répandues actuellement dans l’in- 
dustrie automobile, électrotechnique, alimentaire, légère. etc. Les 
liaisons entre stations (entre machines) ne sont pas exagérément 
rigides, afin que l'arrêt d’une station ou machine pour une raison 
quelconque n’entraîne pas l'arrêt du système tout entier. 

Lors de la création des lignes automatiques, on attache une gran- 
de attention à l'automatisation des opérations de manutention, 
afin d’épargner à l’homme les travaux manuels pénibles, monotones, 
et parfois même dangereux à sa santé, qui consistent à amener dans 
la zone de travail les objets de travail, à les en évacuer, à changer 
l'orientation de ces objets dans l’espace ou sur le plan. On le fait 
à l’aide de manipulateurs, d'opérateurs automatiques et de robots 
industriels à commande manuelle et numérique à programme (voir 


$ 120). 


$ 115. Principes d’automatisation de la commande 
des machines automatiques 


1°. L'automatisation de la commande des machines technologiques 
automatiques consiste à les rendre capables d'accepter et de traiter 
un nombre de plus en plus grand de flots d’information, ce qui rend 
leur fonctionnement de plus en plus « autonome ». 

Généralement, les organes des machines technologiques sont 
commandés soit en fonction de la position, soit en fonction du temps. 

La commande en fonction de la position est caractérisée par le 
fait que le signal sur la fin de la séquence de mouvement de l'organe 
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donné est envoyé par un interrupteur de fin de course, un trans- 
metteur de position ou par un autre élément analogue actionné 
directement par l'organe à déplacer; le principe de la commande 
en fonction de la position est largement utilisé pour les machines 
technologiques (le plus souvent pour des déplacements linéaires} 
et pour les machines de transport (convoyeurs à adressage automati- 
que. ascenseurs). Cette forme de commande est décentralisée. 

La commande en fonction du temps s'appelle généralement 
commande à programme, parce que la machine commandée d’après 
cette méthode exécute un programme établi à l'avance. Cette forme 
de commande est le plus souvent centralisée. 

29. Un programme est matérialisé par une des deux méthodes, 
analogique ou numérique (digitale). 

La commande analogique prévoit l'introduction de l'information 
initiale dans la machine technologique sous forme d’un certain 
modèle physique: cames, gabarits, chaînes cinématiques caracté- 
risées par un rapport déterminé entre paramètres géométriques des 
éléments et leurs paramètres de mouvement relatif. 

Les cames se montent le plus souvent sur un arbre à cames com- 
mun, appelé aussi arbre de distribution, car il réalise la distribution 
des courants d'énergie acheminés vers les organes de travail de la 
machine. La position angulaire d'une came par rapport à l'arbre 
à cames définit le fonctionnement d’un organe de travail dans le 
temps, c'est-à-dire les moments de début et de fin de la course, etc. 
La précision de réalisation du programme donné des mouvements des 
organes de travail dépend donc de la précision du montage angulaire 
des cames sur l’arbre, toute erreur angulaire de montage des cames 
ayant des répercussions sur le bon synchronisme de marche de la 
machine. 

La transmission du mouvement depuis les cames vers les organes 
de travail est assurée par des dispositifs à leviers, hydrauliques, 
pneumatiques, etc. 

Pour permettre des réglages rapides, liés par exemple au change- 
ment de l’objet de travail, de la technologie d'usinage, ou des deux 
à la fois, on emploie les cames à changement rapide, les cames per- 
mettant de modifier leur position angulaire sur l'arbre ou la position 
de l’axe d'oscillation des leviers (basculeurs) en vue de changer la 
longueur de la course, les cames standard à changement rapide réu- 
nies en blocs (combinateurs), et ainsi de suite. 

3°. L'idée du copiage, c’est-à-dire de la fabrication d’une série 
de pièces identiques par reproduction d’un prototype donné, est 
mise à la base de tous les systèmes de commande par copiage. Sur 
la figure 26.6 est représenté un dispositif de copiage hydraulique : 
le mouvement du galet qui suit le profil du gabarit Z est transmis. 
à la fraise 4 par un asservissement hydraulique constitué par une 
pompe 6 qui appelle l'huile du réservoir 7, une tuyauterie 8 et deux 
vérins. Le vérin asservi est doté d’un piston fixe 5 ; le vérin de com- 
mande renferme un tiroir 3 lié au palpeur 2. 
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Fig. 26.6. Schéma du dispositif de copiage hydraulique d'une fraiseuse. 


La plaque support des deux vérins et de la fraise est solidaire 
d'un chariot qui, mobile en translation dans ses guides, peut s’'ap- 
procher ou s'éloigner de la table portant le gabarit et l’ébauche. 

Si le galet et la fraise occupent les mêmes positions par rapport 
au gabarit et à l’ébauche respectivement, le tiroir 3 se trouve au mi- 
lieu et ferme les deux tuyauteries allant vers le cylindre asservi. 

Si le palpeur (et le tiroir qui en est solidaire) se déplace à gauche. 
les deux tuyauteries allant vers le vérin asservi s'ouvrent. L'huile 
sous pression accédera par la tuyauterie gauche dans la chambre 
gauche du vérin asservi. et la table portant la fraise se mettra à se 
déplacer vers la gauche. La tuyauterie droite laissera s’écouler 
l'huile de la chambre droite au réservoir. La table sera en mouve- 
ment jusqu'à ce que le tiroir ne vienne fermer de nouveau les deux 
canaux. D'une façon analogue, tout déplacement à droite du palpeur 
et du tiroir provoquera le déplacement à droite de la table porte- 
fraise, qui prendra fin quand le tiroir reviendra au milieu. 

Le principe de l’asservissement, qui consiste en ce que l’organe 
‘exécutif (un outil, en l'occurrence) reproduit les mouvements de 
l'organe de commande (un palpeur) sans y être directement lié, est 
très largement appliqué dans les machines-outils à métaux et à bois, 
dans des machines diverses destinées à découper un contour plan 
pour confectionner des éléments d'’habillement et de chaussure, 
dans les machines de photogravure, et ainsi de suite. 

4°. Les procédés analogiques exigent dans la plupart des cas 
beaucoup de temps et de moyens pour la préparation du programme 
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Fig. 26.7. Nombre 7973 enregistré sur les bandes perforées employées dans les 

systèmes de commande numérique : a) en code unitaire ; b) en code décimal (ban- 

de à dix pistes); c) en code décimal (bande à cinq pistes); d) en code décimal 
unitaire; e) en code binaire. 


(confection des gabarits et des cames); le programme est difficile- 
ment modifiable, et parfois n'admet aucune modification du tout, 
ce qui définit une spécialisation trop étroite de la machine. Ces pro- 
cédés font que la précision du travail de la machine est complète- 
ment déterminée par la précision du modèle physique (came, gabarit, 
etc.) et par celle des transmissions. En revanche, les machines en 
question se distinguent par une fiabilité très élevée. 

Les procédés numériques supposent l'introduction du programme 
sous forme numérique (digitale). Exprimée en nombres, l’informa- 
tion initiale est matérialisée (inscrite) sur des supports facilement 
changeables, qui permettent le stockage de l'information pendant 
une durée prolongée (bandes et cartes perforées; rubans, cartes, 
tambours, disques magnétiques; film) ou pendant un temps plus 
court (commutateurs, etc.). 

L'écriture de l'information sous forme numérique se réalise au 
moyen de différents codes. Sur les morceaux de bandes perforées 
montrées sur la figure 26.7 (les points noirs correspondent aux trous 
perforés) est inscrit le même nombre 1973, exprimé à l’aide des codes 
différents. 

La figure 26.7, a montre le code unitaire, qui exige de faire 1973 
trous pour inscrire le nombre « 1973 ». Encombrant au plus haut 
degré, ce code demande un temps immense pour la préparation de 
la bande perforée. 


987 


La figure 26.7, b etcillustre le code décimal. Exprimé en ce code, 
le nombre « 1973 » se décompose en une somme de nombres 


1973 — 1000 + 900 + 70 + 3. 


Il est facile de voir qu'au point *# correspond le nombre 1000, 
au point / le nombre 900, au point m le nombre 70 et, enfin. au point nr 
le nombre 3. 

Sur la figure 26.7, d le nombre « 1973 » est écrit en code unitaire 
décimal. 

Il y a un code très commode dit binaire, qui consiste à développer 
le nombre à coder (ici « 1973 ») en une somme de puissances dé- 
croissantes du nombre 2 précédé d’un facteur 0 ou 1. On a 


1973 — 1024 + 512 + 256 + 1928 + 32+ 16 + 4 + 1 — 
== De20 + 4.910 + 4.99 + 1.98 + 4.97 + 0.96 + 4.95 © 
+ 1:98 + 0-98 + 1.92 + Q.91 = 1.90. 


On voit sur la figure 26.7, e cette suite de nombres sous forme 
de trous perforés sur la bande. 

On connaît d’autres systèmes de codage. dont chacun s'adapte 
a tel ou tel procédé technologique. 

Sur les supports magnétiques le rôle de trou perforé est confié 
à la marque (doublet) magnétique, et sur le film, à un trait ou à une 
tâche ronde. Les bandes et les cartes perforées sont lues par des 
lecteurs mécaniques, électromécaniques, électropneumatiques et 
photoélectriques ; les supports magnétiques, par des lecteurs magné- 
tiques; le film, par des lecteurs photoélectriques. 

5°. Dans le système de commande numérique le mécanisme exé- 
cutif (le plus souvent un moteur électrique pas à pas, voir $ 115, &), 
au reçu de l’instruction provenant du bloc de commande, réalise un 
certain nombre de pas x suivant l’un des axes de coordonnées : 


n = Q/A, (26.1) 


où Q est la valeur du déplacement à effectuer dans l’axe donné; 
À est le pouvoir de résolution (pas élémentaire, ou « poids » d’une 
impulsion). 

Un canal particulier est réservé pour indiquer la polarité de 
l'impulsion. c’est-à-dire le sens du déplacement à effectuer dans 
l'axe donné. 

En commande numérique, le programme est assez peu lié par 
construction aux organes exécutifs de la machine. ce qui facilite 
grandement les réglages. Les systèmes numériques se caractérisent 
par une universalité très poussée, l'exécution remarquablement pré- 
cise du programme, une bonne économie. 

Les machines technologiques peuvent être commandées: — à 
chaîne ouverte (fig. 26.8): le bloc de commande 2 commandant le 
bloc de mécanismes exécutifs 3 ne reçoit qu’un seul flot d'informa- 
tion, à savoir le programme initial inscrit dans le bloc 7; 
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— en boucle: le bloc de 
mécanismes exécutifs 3 n'est 
commandé qu'après la confron- 
tation du programme initial 
avec l’information sur les ré- 
sultats réels venue au bloc de 
commande ? par la voie de ré- 
troaction depuis le bloc 4 char- 
gé du contrôle actif du fonc- 
tionnement de la machine 
automatique. On distingue sur 
le schéma de la figure 26.8 la 
boucle fermée que constituent 
le bloc de commande 2, le bloc 
de mécanismes exécutifs 3 et 
le bloc de contrôle actif 4. Le 
bloc 4 assure la rétroaction, 
permettant de détecter les Fig. 26.8. Schéma du système de com- 
écarts du programme réel par mande automatique d'une machine tech- 
rapport au programme établi, nologique. 
et apporte des corrections au 
travail de la machine qu'il envoie au bloc de commande 2. 

6°. Nous allons étudier les principes de la commande à program- 
me en considérant les systèmes employés sur les machines-outils 
de coupe des métaux !). Sur ces machines automatiques, la comman- 
de à programme est utilisée pour assurer le déplacement relatif de 
l'outil et de l'ébauche. 

Un système de commande. mis au point par G. Spynou, se dis- 
tingue par le fait que le programme s'établit pendant l’usinage de la 
première pièce en commande manuelle ou semi-automatique. Ceci fait, 
on introduit le programme obtenu dans le bloc de programmation afin 
d'obtenir des pièces sur la machine commandée automatiquement. 

Pendant l'enregistrement et la lecture du programme. la bande 
magnétique 7 (fig. 26.9) défile à vitesse constante devant des têtes 
magnétiques spéciales. Le noyau 
1 de la tête représente un empilage 
d'éléments démi-annulaires en 
permalloy. Dans la partie de la 
tête orientée vers la bande les 
moitiés du noyau Z sont séparées 
par un entrefer large de 0.01 à 
0.02 mm. Le noyau est muni de 


1) La description du système de 
commande à programme des machines 
automatiques est empruntée au livre de 
V. Zinoviev Cours de la théorie des me- 
canismes et des machines, « Naouka », 
Fig. 26.9. Tête magnétique. Moscou, 1972 (en russe). 
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Bioc de mécanismes actionneurs deux enroulements 2. Parcourus 
par le courant alternatif, ces 
enroulements font naître dans 
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E mi pal Fe tions. Pendant la lecture, la bande 
Sn Bloc de défile de nouveau à la même vi- 


tesse devant la tête magnétique, 
qui lit le programme et envoie 
l'information sous forme d'impul- 
sions de commande vers le bloc 
de commande de la machine. 

Considérons le schéma d’un 
système automatique de comman- 
r de à programme utilisé pour les 
machines du type d’un tour (ordi- 
naire ou à revolver). Sur le schéma 
de la figure 26.10 chacun des mo- 
teurs électriques 70 entraîne un 
mécanisme exécutif correspondant. 
Fig. 26.10. Système automatique de, de la machine-outil. Le bloc de 
Re à programme d'un tour Or- programmation représente un dis- 

inaire ou revolver. RÉPET À 
positif d'entraînement de la bande 
magnétique à devant deux têtes 
magnétiques 3 et 4 placées l’une après l’autre. Le fonctionnement de 
chacun des moteurs électriques 20 estcommandé parun démarreur ma- 
gnétique 9 etun bouton-poussoir Z. Quand on appuie sur le bouton 7, 
il se produit la mise en marche simultanée d’un moteur électrique Z0 
et d'un générateur de fréquence de son correspondant 2 dont la 
fonction est de moduler la fréquence d’un courant d'intensité cons- 
tante. Il doit y avoir autant de générateurs 2 que de moteurs Z0, 
chaque générateur s’accordant sur une fréquence distincte de celles 
des autres générateurs. Le courant débité par les générateurs arrive 
à la tête d'écriture 3 qui enregistre le signal sur la bande magnétique 
sous forme de marques magnétiques d’une fréquence déterminée. 
Si l’on met en marche quelques moteurs électriques simultanément 
ou dans un ordre arbitraire, la bande magnétique enregistrera des 
signaux de programme de fréquences différentes. 

Pour enregistrer le programme, pendant l’usinage de la première 
pièce, on branche et débranche à la main différents moteurs 70, 
tout en branchant et débranchant les générateurs correspondants 2: 
le programme d'usinage nécessaire s’enregistre sur la bande. Après 
cela, on peut mettre le système de commande tout entier au régime 
automatique. On branche la tête de lecture 4 qui lit les signaux sur 
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Fig. 26.11. Système automatique de CR à programme d’une fraiseuse- 
verticale. 


la bande qui défile. Le courant induit dans la tête de lecture 4 tra- 
verse un amplificateur 6 et attaque les filtres passe-bande 7 dont 
chacun est accordé sur la fréquence de son générateur et ne laisse 
passer vers le relais 8 que le courant de la fréquence correspondante. 
Le relais sensible 8, attaqué par le courant discriminé par le filtre 
passe-bande, met en marche le démarreur magnétique et le moteur 
électrique. On réalise ainsi l’exécution automatique des instructions 
de mise en marche et d’arrêt des mécanismes exécutifs, qui assurent 
l'usinage de toutes les pièces suivantes selon le programme relevé 
pendant l’usinage de la première pièce. 

7°. La particularité la plus importante de la commande à pro- 
gramme réside dans le fait que le programme y est défini sous forme. 
d’un ensemble de signaux discontinus. En fonction de la nature du 
système, les organes exécutifs, obéissant aux signaux discontinus 
du programme, se déplacent d’une manière continue, ou bien leur 
mouvement représente une suite de faibles déplacements effectués 
pas à pas. 

Les deux méthodes sont utilisées dans les constructions des 
machines automatiques. 

Sur la figure 26.11 est représenté le système de commande à pro- 
gramme d'une fraiseuse verticale. La pièce est fixée sur une table 
tournante, dont le mouvement est commandé par un moteur 7 à 
l'aide d'un système d'’engrenages. Un second moteur 3, équipé 
d’un système de régulation de la vitesse du rotor, anime d'un mouve- 
ment de translation le chariot, la table tournante et la pièce. En fai- 
sant varier, dans le cadre du programme établi, le sens et la vitesse: 
du mouvement de translation du chariot par rapport à la fraise 
dont l’axe de rotation est fixe, on arrive à usiner un profil curviligne 
déterminé sur la pièce tournante. Le programme d'usinage est enre- 


991 


gistré sur la bande perforée à entraînée par un embrayage spécial 
qui ne fait qu'un tour chaque fois qu’on le met en marche, grâce 
à quoi la bande perforée à portant le programme avance pas à pas. 
Un « pas » correspond à la rotation de la pièce d’un angle ou inter- 
valle préréglé. 

Les signaux du programme définissent les points de référence, 
ou les valeurs caractérisant les positions relatives de la fraise et de la 
pièce au bout d'un certain intervalle de rotation de la pièce, par 
exemple de 0,125 en 0,125° ; de 0,25 en 0,25° ; de 0,5 en 0,5°; de 1 
en 1°, etc. Plus la précision demandée est poussée, plus les points 
de référence doivent être serrés et nombreux. 

Dans le système d'entraînement de la pièce il y a un arbre à ca- 
mes 4. Ses cames commandent l’enclenchement de l’embrayage à un 
tour et la lecture des signaux du programme. Les signaux lus sont 
acheminés vers le bloc de commande 6. 

8°. Ainsi donc, le trait particulier principal de la commande 
numérique automatique consiste dans l'existence d'un moteur qui 
assure le déplacement de l'élément mené du mécanisme exécutif. 
Il y a en général deux espèces de moteurs : le moteur pas à pas et le 
moteur à vitesse réglable. 

On connaît actuellement des moteurs électriques pas à pas dont 
le circuit d'alimentation se trouve périodiquement mis sous tension. 
A chaque mise sous tension le rotor du moteur électrique tourne 
exactement d’un angle donné. Ces branchements sont commandés 
par les impulsions envoyées depuis le bloc de commande conformé- 
ment au programme. Le même bloc délivre les instructions de début 
et de fin de mouvement, de la course aller ou retour et d’autres 
opérations prévues dans le programme. 

Le moteur à vitesse réglable possède en général neuf vitesses 
préréglées différentes, s'étalant du 1/9 aux 9/9 de la vitesse nominale. 
Le déplacement à imprimer à l'élément mené est réalisé en affichant 
une vitesse correspondante de rotation du moteur. A cette fin, le 
bloc de commande doit envoyer un des dix signaux, le dixième an- 
noncant l’arrêt. 

Les procédés de lecture, ainsi qu'on l’a indiqué plus haut. sont 
variés. Il y a par exemple des dispositifs à contacts, constitués par 
des palpeurs ou des balais qui, en passant en face des trous, ferment 
des contacts correspondants: les dispositifs de lecture sans contacts 
utilisant des cellules photoélectriques, des transmetteurs pneumati- 
ques. et ainsi de suite. 

90. A l’étape actuelle d'évolution des systèmes technologiques, 
on emploie de plus en plus souvent les systèmes autoréglables, 
c’est-à-dire les machines qui établissent elles-mêmes le régime 
optimal d'usinage, et les systèmes auto-adaptables, c’est-à-dire les 
lignes qui choisissent d’une façon automatique le meilleur itinéraire 
d'usinage. Grâce à l’autoréglage et à l’auto-adaptation, réalisables 
en fonction des paramètres de l’objet d'usinage, on peut, au cours 
du travail d'objets concrets dont les propriétés se prêtent à une 
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variation, aléatoire, ou non, 
dans une certaine plage de va- 
leurs, composer un programme 
propre à assurer, par exemple, 
la bonne qualité d'usinage, sa 
précision, le prix de revient 
minimum, etc. Pour le faire, 
on ajoute au schéma de la fi- 
eurc 26.8 les blocs qui dirigent. 
les processus d'autoréglage 
(fig. 26.12). Les blocs de pro- 
grammation 7,de commande 4, 
de mécanismes exécutifs à et 
de contrôle 6 se complètent par Fig. 26.12. Schéma d'un système de com- 
un bloc d'autoréglage 2 et de mande autoréglable. 
mémoire 2. 

L'utilisation des systèmes de commande directe par ordinateur 
de la machine technologique promet, à la longue, de supprimer les 
stades de préparation des dessins d'exécution, des gammes d'usinage 
et des supports de programme spéciaux; les pièces seront fabriquées 
sur les machines technologiques commandées par les ordinateurs, 


auxquels on pourra confier en outre la recherche des solutions techno- 
logiques et constructives. 


$ 116. Cyclogrammes des machines automatiques 


"1°. Le processus d'analyse et de synthèse des machines et lignes 
automatiques représente essentiellement le processus de construction 
des modèles des systèmes qui existent déjà (analyse) ou qu’il s’agit 
de créer (synthèse). 

En qualité de modèles, qui se construisent par des méthodes con- 
venues d'avance, on utilise différents diagrammes, schémas, des- 
sins, modèles mathématiques, c'est-à-dire équations ou expres- 
sions en langage formel, etc. 

Le plus souvent on emploie les cyclogrammes, c'est-à-dire les 
diagrammes cycliques linéaires ou circulaires qui traduisent graphi- 
quement le fonctionnement de la machine ou de la ligne dans le 
temps. Les cyclogrammes permettent de représenter bien la succes- 
sion des états caractéristiques des mécanismes exécutifs : phase acti- 
ve, phase de marche à vide, arrêt en une position quelconque, phase 
de repos, phase de mouvement, de même que les durées de fonctionne- 
ment des organes de travail des mécanismes exécutifs pendant Îl'in- 
tervalle de temps (cycle) considéré et leur position relative dans le 
temps (simultanéité, recouvrement,. déphasage, succession, etc.). 

Les cyclogrammes permettent de se faire une idée bien nette, 
premièrement, du cycle technologique Ttecn, C'est-à-dire de l’intervalle 
de temps pendant lequel se déroulent sur la machine ou ligne donnée 
toutes les opérations de travail proprement dites, ainsi que les opéra- 
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Fig. 26.13. Cyclogramme linéaire de la machine automatique à une station 
représentée sur la figure 26.2. 


tions auxiliaires inhérentes au traitement de chaque unité de produc- 
tion, donc à chaque cycle de travail, et appelées opérations auxiliaires 
du cycle. Deuxièmement, on peut observer le déroulement du cycle 
de travail T:,: c'est l'intervalle de temps au bout duquel la machine 
débite une unité de production (ou un lot d'objets terminés simulta- 
nément à la même station). 

20. La figure 26.13 donne le cyclogramme de la machine à une 
station dont le principe de fonctionnement a été décrit plus haut 
(fig. 26.2). Les éléments 7, 2, ..., 6 sont illustrés sur la figu- 
re 26.2, a; une des lignes du cyclogramme est réservée à un relais 
cadenceur, appelé conventionnellement « horloge ». 

Si la machine est à une station (z = 1), on a toujours Tech — Tir. 
Pour la machine du type donné on a Tiech = 4 + te + ts + 4 + 
+ t + +t% (voir fig. 26.13). 

Si la machine de ce même type est à deux stations (z — 2), les 
durées relatives des opérations étant celles de la figure 26.13, on 
a Ttr A T'icchl2: 

Si la machine du type donné est à stations multiples (z > 2), 
les pièces étant périodiquement transférées d'une station à l'autre, 
le nombre de stations z doit vérifier la condition #4 > Tir (z — 1), 
c'est-à-dire z — t3/Tr + 1, en arrondissant le second membre à l’en- 
tier immédiatement supérieur. Le nombre de stations doit être tel 
que la durée de parcours des (z — 1) stations par les moules ne soit 
pas inférieure à la durée de vulcanisation. 


5 
On a alors Ti, = ÿ ti, si bien que toute intensification appor- 


i=1 
tée à la préparation de la portion de matière suivante contribue à la 
diminution de durée du cycle de travail. Quand z < 2, l’intensifica- 
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Fig. 26.14. Cyclogrammes de certaines modifications de la machine, différant 

par le nombre de stations et par le principe de transfert : a) machine à une sta- 

tion ; b) machine à deux stations; c) machine à stations multiples avec transfert 

périodique de station en station; d) machine à stations multiples avec mouvement 
continu des stations (machine transfert à rotors). 


tion de la préparation ne raccourcit pas le cycle, vu que la durée 
de cycle est déterminée alors par l'opération de vulcanisation, qui 
est beaucoup plus prolongée. 

Dans le cas de la machine-transfert à rotors chargée des mêmes 
opérations (quand il y a m unités identiques animées d’un mouve- 
ment continu et synchronisée), on a T+, = l/v, ou ! = nD:,/m et 
v = &D:,/2 (voir fig. 26.3), si bien que T4 — œ1./o. Ici la valeur 
de T'+, peut être quelconque, et le nombre k de stations doit vérifier 
la condition Ttech > Ttr (# — 1). 

Les cyclogrammes représentés sur la figure 26.14 se rapportent 
à des variantes différentes de machines du type donné exécutant les 
mêmes opérations: 

a) pour z = 1; 

b) pour z = 2; 

c) pour z > 2 avec le mouvement périodique de station en sta- 
tion (la zone hachurée correspond à l’opération de vulcanisation) : 

d) pour le transfert à rotors (les zones hachurées correspondent 
aux courses à vide). 

3°, Analysant les cyclogrammes des figures 26.13 et 26.14, on 
s'assure que les facteurs contribuant à la diminution de la durée 
du cycle de travail sont les suivants: 

— intensification des régimes, c'est-à-dire réduction de la durée 
des opérations; 

— concentration, c'est-à-dire exécution simultanée de plusieurs 
opérations sur un même objet; 
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— différentiation. c’est-à-dire exécution simultanée de plusieurs 
opérations sur des objets se trouvant en plusieurs stations; 

— passage aux opérations technologiques et de transport conti- 
nues, c'est-à-dire coïncidence dans le temps des opérations de travail 
proprement dites avec les temps improductifs liés à l’exécution des 
opérations auxiliaires du cycle. 


$ 117. Quelques notions de la théorie du rendement 
des machines automatiques 


1°. Une des principales caractéristiques des complexes technologi- 
ques réunissant plusieurs machines automatiques est leur rendement 
réel Q,, dont la valeur se calcule par la formule 


Q:= MmlMut/Ttr, un. prod/mn, (26.2) 


où T+- est la durée du cycle de travail, mn; Z est le nombre de canaux 
parallèles de travail simultané (sans déphasage) ; m est un coefficient 
de mesure; n,+: est le coefficient général d'utilisation. 

Les chercheurs soviétiques ont consacré un grand nombre de tra- 
vaux 1) à la recherche de l'influence exercée sur le rendement par la 
contexture du cycle de travail, par les régimes de travail, par la 
structure des machines et des lignes et par d’autres facteurs, ainsi 
qu'aux méthodes de calcul du rendement aux stades de la synthèse. 

Pour les machines à une station à action discontinue la valeur 
de 7}, est la somme d'opérations (ou de leurs parties) successives 
sans recouvrement qui correspondent à la production d'un article 
ou d’un lot produit simultanément, dans la même station. 

. Pour les machines et lignes à stations multiples à action périodi- 
que, sur lesquelles plusieurs suites d'opérations de durées é,, £,, . .. 
. -, tr Sont exécutées parallèlement et simultanément, pendant le 
même cycle de travail T+,, la durée de T;, ne doit pas être inférieure 
à la plus prolongée des suites d'opérations parallèles, en sorte que 


Tir Z>mMax (li, los... tp) (26.3) 


(le symbole max (£,, {, . .., t,) indique qu'on choisit la plus 
grande des valeurs entre parenthèses). 

Ceci étant, pour z > 2 on a généralement T4, & Ttech- 

20. Pour les machines à action continue, sur lesquelles les opéra- 
tions de travail proprement dites s'’exécutent dans le même temps 
que les opérations auxiliaires du cycle, la durée du cycle de travail 
constitue 


Ti: —= lu. (26.4) 


.. à) Une grande contribution à la théorie du rendement des machines automa- 
tiques a été apportée par S. Artobolevski, A. Vladzievski, I. Kapoustine, 
G. Chaoumian. 
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On a déjà indiqué que pour les machines à rotors et à convoyeurs 
et rotors L est le pas entre stations, mm; v est la vitesse linéaire de 
transfert général continu de toutes les stations, mm/mn. 

Pour les machines travaillant les objets disposés en file (avec 
ou sans intervalles, c'est-à-dire bout à bout), / est l’intervalle entre 
objets voisins, mm; v est la vitesse de transfert continu, mm/mn. 

3°. Pour les machines qui travaillent dans un matériau « con:- 
tinu » sous forme de feuilles, bande, chaîne, fil. tuyau, substances 
pulvérulentes, liquides, gazeuses, Z est la quantité de matière con- 
sidérée comme unité de production, m ou m° ou kg; v est la vitesse 
d'alimentation (consommation) continue en cette matière, m/mn, 
ou m°/mn, ou kg/mn. 

Pour les machines qui donnent une production discontinue 
(articles), le coefficient de mesure est la pièce. Sa valeur numérique 
est le nombre d'unités de production dans le lot travaillé simultané- 
ment, ou le nombre d'unités de production devenu pièce à la suite du 
travail de Z m, ou de ! m“, ou de / kg de matière « continue ». Dans 
le cas particulier ! = 1 un. prod. 

40, Pour les machines qui donnent une production « discontinue », 
on adopte un coefficient de mesure: 


1 m pour le calcul en mètres courants; 
b m°, où b est la largeur du matériau, pour le calcul de la 
| surface ; 
m— {! bh m°, où h est l'épaisseur (hauteur) du matériau, pour le 
calcul du volume ; 
| bhy kg, où y est la densité spécifique du matériau, pour le 
U calcul de la masse. 


Le taux général d'utilisation n,: d'un complexe technologique, 
par exemple pendant un an, est égal à 


Mut — MtMoNrégNrépr (26.5) 


on n est le taux d'utilisation technique ; n, est le taux d'utilisation 
organisationnelle et technique; n,44 est le taux de temps morts dus 
aux réglages ; nrep eSt le taux de temps morts dus aux réparations pen- 
dant lesquelles les machines et les lignes sont mises hors service. 

5°. Le taux d'utilisation technique n: caractérise les temps morts 
dus aux opérations auxiliaires étrangères au cycle et consistant 
dans les réparations préventives, les changements forcés d'outil, 
le renouvellement du stock de matière première, le graissage, le 
nettoyage... Les temps morts advenant pour les raisons énumérées 
sont des pertes prévisibles, car leur fréquence et durée ne sont point 
des variables aléatoires, et ceci à plus forte raison que les éléments 
de machines ne sont jamais parfaitement fiables et que la qualité 
des matières premières n’est pas toujours irréprochable. Par contre, 
si une des raisons énumérées donne lieu à une panne, le temps mort 
correspondant est accidentel, car les fréquences des pannes et la 
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durée de remise en état du complexe après chaque panne sont des 
variables aléatoires. 
6°. Le taux d'utilisation technique est 


K 
nt — [2 n—(K—1)]"!, (26.6) 


où n; est l’i-ème taux particulier d'utilisation technique (les taux 
particuliers diffèrent par les causes ou les suites des temps morts 
ou par la position de l'élément incriminé auquel la panne est impu- 
table) ; X est le nombre total de taux particuliers d'utilisation tech- 
nique. 

Chaque taux particulier d'utilisation technique caractérise les 
temps morts {,,; qui. entraînées par des facteurs étrangers au cycle, 
ne se superposent à aucun autre temps mort et qui ont lieu pendant 
un cycle de travail, en sorte que 


n= (+ tmi/Ttr) À. (26.5) 


Le taux particulier d'utilisation technique caractérisant la fiabi- 
lité de la machine est défini par le Standard d’Etat (TOCT 13377-67) 
comme aux de disponibilité. Il est égal à 


m 
m=(1+ À nor)", (26.8) 
où n;, est le nombre d'éléments identiques d'espèce j employés dans 
la machine ; w, est le paramètre du flot de pannes du j-ième élément, 
1/h; T,; est la durée moyenne de remise en état (c’est-à-dire d’une 
réparation imprévue) du j-ième élément, h. 

Le taux d'utilisation technique n caractérise la qualité des ma- 
chines technologiques mais ne tient pas compte des formes organisa- 
tionnelles et techniques de leur service. La valeur de nt étant 
susceptible de tomber jusqu’à 0,5-0,6, on conçoit que l'accroisse- 
ment de la fiabilité des machines et lignes nouvelles et la simplifica- 
tion de leurs réglages sont des soucis majeurs de chaque construc- 
teur. 


CHAPITRE XXVII 


SYNTHESE DES CIRCUITS LOGIQUES 
DES SYSTEMES DE COMMANDE 


$ 118. Eléments d’algèbre de la logique. 
Synthèse des circuits à relais 


1°. On entend par variable binaire x une variable susceptible 
seulement de l’une des deux valeurs: 0 ou 1. 

A la variable x correspond une proposition affirmative élémen- 
taire (soit sûrement vraie, soit sûrement fausse) ou un dispositif 
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dont les états sont caractérisés par deux valeurs finies (discrètes); 
un tel dispositif s'appelle généralement un relais. 

Les relais peuvent se constituer des unités électromagnétiques 
(électromécaniques), tubes électroniques, transistors, ferrites, cellu- 
les hydrauliques ou pneumatiques à membrane, plongeurs (tiroirs), 
valves, cellules à jet de fluide, éléments mécaniques... Ces éléments 
se laissent traverser par un courant d'énergie (par fermeture des 
contacts électriques ou par mise en communication de canaux doubles 
placés en série, c'est-à-dire des éléments de passage des valves, 
distributeurs, tiroirs hydrauliques ou pneumatiques) ou bien s'op- 
posent au passage du courant d'énergie (contacts ouverts, canaux 
coupés). 

On admet que: 


0 si la proposition élémentaire donnée est fausse ou si le 
relais s'oppose au passage du flux d'énergie; 

4 si la proposition élémentaire donnée est vraie ou si le 
relais laisse passer le flux d'énergie. 


29, Les variables binaires admettent les opérations logiques 
de négation, d'addition et de multiplication, toutes les autres opéra- 
tions logiques s'obtenant d’ailleurs par combinaison de celles qu'on 
vient d'indiquer. 

La négation logique a pour symbole la barre ou le « — »; on fait 
donc correspondre à toute variable binaire x une variable inverse 


(ou complémentaire) x (lue « non x»), telle que 


- O si z—=1; 
z={, si z—=t(. 


Par exemple, si à x correspond la proposition « la machine est 
en bon état », alors à x correspond la proposition « la machine est 
en panne ». Si la machine est vraiment en panne, on a x = 0, ce 
qui signifie que la proposition « la machine est en bon état » est 


fausse, et x — 1, ce qui veut dire que la proposition « la machine 
est en panne » est vraie. 


Signalons que zx — x (la proposition « la machine n'est pas en 
panne » équivaut à la proposition « la machine est en bon état »). 

La somme logique (la disjonction, l'addition en binaire) a pour 
symbole le « + » (ou le « \/ »). 

Si z, et x, sont deux variables binaires, leur somme z = 2, + x: 
se définit comme il est indiqué dans le tableau 12. 

Le tableau 12 montre que; 


Z+z =0 +0 — 


six, =0 et zx —0, ona 0 
ss k+ze=0+1-1; 
1 
1 


si z = 0 et z = 1, ona 
si x =1 et z —0, ona 
si z = 41 et zx, — 1, ona 


| 


TZ +zs = 1+0 — 
= H+z = 1+1—- 


NN _ _ & tr 
] 


toutes ces expressions (sauf la dernière) s’accordant bien avec les 
règles de l'algèbre dite élémentaire. 


Tableau 12 


Des relations précédentes il découle que x + O0 = x; x + 1 — 1; 
THÉ 1; Tr =7T. 

Ces relations peuvent être étendues à un nombre quelconque de 
variables binaires et, partant, à un nombre quelconque de proposi- 
tions élémentaires. 

La somme logique d’un nombre quelconque de variables est égale 
à 1 si au moins une des variables admet la valeur 1. 

La somme logique de n'importe quel nombre de variables est 
égale à 0 si toutes les variables prennent simultanément la valeur 0. 

A la somme logique correspondent une proposition composée 
formée de propositions élémentaires réunies par le « ou » non exclu- 
sif !) (c'est-à-dire par la conjonction « et/ou » signifiant « l’un ou 
l’autre, ou les deux à la fois ») et un montage composé de deux relais 
couplés en parallèle. 

Soit donné par exemple un circuit mettant en marche un moteur 
électrique par fermeture de l’un quelconque ou des deux contacts X, 
et À, couplés en parallèle. 

Proposition élémentaire z,: moteur en marche si X, fermé. 

Proposition élémentaire xz.: moteur en marche si X, fermé. 

Proposition composée z = x, + rz.: moteur en marche si X, 
fermé et/ou moteur en marche si X, fermé. 

Pour que la proposition composée z = x, + x. + ... soit fausse, 
il faut que toutes les propositions élémentaires x;, z:, . .. soient 
simultanément fausses ; pour qu’elle soit vraie, il suffit qu'au moins 
une des propositions élémentaires z,, Ze, . . . Soit vraie. 

3°. Le produit logique (la conjonction, la multiplication en binaire, 
le produit booléen) s'exprime par le symbole « X » (ou « /\ », ou par 
un point « -»);, quelquefois, le signe de multiplication est omis. 


1) En français, en russe et en d’autres langues la conjonction « ou » est 


douée, on le sait, d’une certaine ambiguïté, tandis qu’en latin, par exemple, on 
trouve les conjonctions « et/ou » « ou/sinon ». 
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Si z, et x. sont deux variables binaires, leur produit z = x, -7+ 
se définit conformément au tableau 13. 
Le tableau 13 montre que 


siz, —0 et zx. —0, alors 
siz, —0 et zx: —=1, alors 


= Ty Lo — 0-0 = 0 : 
= Zi la = 041 = 0; 


si æ — 1 et zx —0, alors = Lila = 1-0 = 0; 


N ÙÙ NN NN 


si z, = 1 et zx — 1, alors = Lj'Lo = 14 = 1, 


toutes ces expressions étant en accord avec l’algèbre élémentaire. 
Des relations précédentes il résulte que 
zO=0, zA1Â—=17, zxz—=0, zxzzr=x. 
Ces relations peuvent être étendues à un nombre quelconque de- 


variables logiques et, partant, à un nombre quelconque de proposi- 
tions élémentaires. 


Tableau 13 


Produit logique 


Le produit logique de n'importe quel nombre de variables est 
égal à 1 si toutes les variables admettent simultanément la valeur 1. 

Le produit logique de n'importe quel nombre de variables est. 
égal à 0 si au moins une des variables prend la valeur (0. 

Au produit logique correspondent une proposition composée 
comprenant des propositions élémentaires réunies par «et» et un 
montage formé de relais couplés en série. 

Soit donné par exemple un circuit mettant en marche un mo- 
teur électrique par fermeture de deux contacts X, et X, montés 
en série. 

Proposition élémentaire z,: moteur en marche si X, fermé. 

Proposition élémentaire x. : moteur en marche si X, fermé. 

Proposition composée z = z,-1,: moteur en marche si X, fermé 
et À. fermé. 

Pour que la proposition composée z — z,-7,... soit fausse, 
il suffit qu’au moins une des propositions élémentaires x, ze, . .. 
soit fausse; pour qu'elle soit vraie, il faut que toutes les proposi- 
tions élémentaires z;, z., . . . soient simultanément vraies. 
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49, Les fonctions logiques élémentaires de négation, d’addition 
et de multiplication permettent d'écrire toute condition logique et, 
respectivement, de formuler toute fonction logique aussi composées 
que l’on voudra. 


La somme logique et le produit logique obéissent aux lois sui- 
vantes : 


a) loi commutative: 
T1 + Te = Lo + Li; 


T°Le — Lei) 
b) loi associative : 


(ti + Le) + Ta = D + (to + Ts) = (ui + Ts) + Ze 
(T1 °Te) Ts = 1 (Le Ts) = Le (M1 Ts); 
c) loi distributive: 
(mi + Ze) Ts = Ti Ts + Lots 
Ti°Le + Ts = (ri + Ts) (Ze + %3) 
{dans le dernier cas on a (x, + Zs) (te + 3) = Lite + Tots + 
+ Dls + Ts = Tite + Lots + La (mn + 1) = Lire + Tets + Zs = 
= Lila + Ts (te + 1) = ire + Ts); 
d) loi d'idempotence (de réitération): 
T+ti+z+...+<z=z; 
Z'TT...'T =ZT; 


e) loi de De Morgan (loi de transformation des négations ou de 
l'inversion) 


(Zi + Le) — T Le, 


Ti Lo =T+2. 


La représentation des fonctions logiques sous forme de formules 
n'étant pas univoque, on peut, en appliquant les règles et les lois 
indiquées, transformer une formule logique en une autre formule 
équivalente, c'est-à-dire substituer aux formules initiales des formu- 
les équivalentes. On dit que deux formules sont équivalentes quand 
elles représentent la même fonction logique; ces formules peuvent 
être réunies par le signe d'identité. Ce faisant, on cherche à faire 
les formules aussi simples que possible, c'est-à-dire à les « mini- 
miser ». 

5°. Les systèmes de commande logiques se rapportent à la classe 
des dispositifs à relais (dits aussi automates finis ou machines à sé- 
quences), caractérisés dans le cas général par les propriétés sui- 
vantes : 

a) le dispositif possède des canaux d'entrée attaqués de l’exté- 
rieur, en des instants discrets, par des signaux binaires x,, x, . 
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+ Tm appelés signaux d'entrée. La combinaison des valeurs de 
Ty. Los + + +, Tm €St dite valeur d'entrée; 

b) le dispositif possède des canaux de sortie délivrant des signaux 
binaires Z,, Ze, . . ., 2n dits signaux de sortie qui agissent sur l’objet 
à commander. La combinaison des valeurs de z,, Z:, . . ., z, s'appel- 
le valeur de sortie; 

c) le dispositif se trouve à chaque instant à l’un de ses états 
internes y,, Y2, . . ., yr défini par les signaux d'entrée arrivant en 
ce moment et par l’état à l'instant précédent; 

d) les signaux d'entrée se transforment en signaux de sortie en 
fonction de l’état interne du système à l’instant précédent. 

Chacun des signaux x,, Zoe, . . ., Tm Ot Zys Zos + + +, Zn SUSCePti- 
ble des valeurs 0 ou 1, se laisse définir par une variable binaire. 
La transformation de l’entrée en la sortie, réalisée par le dispositif 
à relais, se définit par les fonctions logiques. 

L'analyse et la synthèse des dispositifs de cette espèce s’effec- 
tuent en faisant appel à l’algèbre de la logique, ou algèbre de Boole, 
inventée par le savant britannique George Boole au milieu du 
XIX° siècle; nous allons en donner les éléments nécessaires. 

6°. La manière dont la sortie dépend de l'entrée, décrite verbale- 
ment, ou par un tableau, ou autrement, s'appelle condition de travail 
du dispositif à relais. 

On dit que le dispositif à relais est à simple temps (ou sans mé- 
moire) si à tout instant la valeur de sortie est définie de façon unique 
par la valeur d'entrée. Le dispositif ne comprend alors que des élé- 
ments logiques. 

On dit que le dispositif à relais est à temps multiples (ou avec 
mémoire) si à une même valeur d'entrée correspondent à chaque ins- 
tant différentes valeurs de sortie (définies cette fois-ci non seulement 
par l'entrée mais aussi par l’état du dispositif à l’instant précédent). 
Dans ce cas le dispositif est constitué par des éléments logiques et des 
éléments de mémoire. 

C'est la combinaison des valeurs d'entrée et de l’état interne 
à un même instant qui définit l’état complet du dispositif. 

Dans les dispositifs à relais, le temps est mesuré par les intervalles 
entre deux changements de l’état complet. La séquence de change- 
ments de l’état complet du dispositif à relais s'exprime graphique- 
ment par le fableau ou diagramme des enclenchements, souvent con- 
fondu avec le cyclogramme. 

Les canaux d'entrée sont affectés de numéros, constitués par les 
puissances de 2, c'est-à-dire par 2°, 2!, 2°, ..., 2-1 On dit que 
ce sont les « poids » dont sont affectées les entrées correspondantes. 
Le nombre r de différentes combinaisons des valeurs des signaux 
d'entrée est r = 27. 

Pour obtenir l'équivalent décimal de la valeur d'entrée pour 
chaque unité de temps, on fait le total des produits de la valeur du 
signal d'entrée (0 ou 1) par son poids pour tous les m signaux d’entrée 
{tableau 14). Dans le tableau 14 le trait fort horizontal correspond 
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Tableau 1: 


n° de la séquence | 
Signaux d'entrée 
désignation poids 
LT! 1 1 ot 0 
To 2 0 1 L 
0 0 | 0 
Valeur d'entrée principale | a | Pons | Pres 


Signal de sortie z 


n° de la séquence 


Signaux d'entrée 


désignation | poids 
Z2 | 2 | 1 | 0 0 
T3 | 4 | 1 | 4 | 4 
| 
Valeur d'entrée principale ai | Den | pe no sa 
Sigual de sortie z: | | 0 | Ô 


à la présence du signal (valeur « 1 » de la variable binaire), et l’ab 
sence du trait, à l'absence du signal (valeur « 0»). 

Si à une même valeur d'entrée correspondent différentes valeur 
de sortie, c'est-à-dire si l’on a affaire à un dispositif à relais ave: 
mémoire, on introduit des canaux d'entrée supplémentaires y, 
Yos + + + Ys affectés de poids 2”, 27*1, 27# etc. afin de tenir compt 
des éléments de mémoire. 

On ajoute les éléments de mémoire jusqu'à ce que toute combinai 
son de signaux d'entrée principaux (Ty, Ze, + - -» Zm) et auxiliaire 
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ÂY1s Yes - +, Ys) ne donne lieu à une seule valeur de sortie, sinon 
le tableau des enclenchements ne pourra être réalisé.'’Notons que le 
tableau des enclenchements dressé ci-dessus (voir tableau 14) est 
bien réalisable. 

1°, La synthèse des dispositifs à relais à simple temps peut se 
dérouler dans l’ordre suivant. 

1. Ecrire les conditions de travail du dispositif à relais dans un 
langage habituel. 

2. Dessiner la « boîte noire » avec ses entrées et sorties (on entend 
par « boîte noire » tout système physique dont on ne connaît (par 
définition ou par observation) que les entrées et les sorties, tandis 
que la structure et les paramètres de ses éléments restent inconnus). 

3. Mettre les conditions de travail du système sous forme d’un 
tableau de correspondance des valeurs d'entrée et de sortie (tableau 
«es conditions logiques, tableau ou diagramme des enclenchements). 

4, En se servant du tableau ou du diagramme, déduire les formu- 
les logiques pour chaque sortie et les minimiser et standardiser dans 
la mesure du possible. 

5. Dessiner le schéma structural du dispositif à relais. 

6. Passer de la structure à la réalisation constructive concrète 
(au schéma électrique, hydraulique, pneumatique ou mécanique). 

8°. Proposons-nous d'établir, à titre d'exemple, une partie de 
schéma structural du dispositif à relais commandant un secteur de 
ligne à transfert. 

Le secteur de la ligne comprend : 

— trois machines technologiques n°5 1, 2 et 3, montées en paral- 
lèle dans la ligne, fonctionnant indépendamment l’une de l’autre 
et effectuant les mêmes opérations sur des objets semblables ; 

— un magasin Commun aux trois machines et recevant les pro- 
duits après usinage sur chacune des trois machines; 

— deux convoyeurs n°% 1 et 2 fonctionnant en parallèle, indé- 
pendamment l’un de l’autre, et assurant l'évacuation des produits 
du magasin et leur transfert pour l’usinage ultérieur. 

Les conditions de travail automatique du secteur sont les sui- 
vantes : 

— le convoyeur n° 1 se met en marche quand une des trois ma- 
chines technologiques n°5 1, 2 ou 3 débitant en parallèle est en mar- 
che, 

— le convoyeur n° 2 se met en marche quand deux quelconques des 
trois machines indiquées sont en marche ; 

— les convoyeurs n° 1 et 2 se mettent en marche tous les deux 
quand toutes les trois machines sont en marche. 

Désignons les signaux en provenance des machines n°% 1, 2et 3 
(donc les signaux d'entrée) respectivement par z,, x, et xs. L'arrivée 
d’un signal signifie, premièrement, qu’une machine est en marche et, 
deuxièmement, que x; = 1 (pour i = 1; 2; 3). L'absence du signal 


signifie, premièrement, que la machine est à l'arrêt et, deuxième- 
ment, que zx; = 0 
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Désignons les signaux à en- 
Z Z VOyer aux convoyeurs n°“ 1 et 
«Boite noire» 2 (donc les signaux de sortie) 
respectivement par z,etz.. La 
présence du signal correspond, 
premièrement, à la mise en 
Fig. 27.1. « Boîte noire » (schéma illus- marche du convoyeur et. deu- 
trant l'exemple considéré). xièmement, à la valeur z,—1 
(pour i — 1; 2). L'absence du 
signal correspond, premièrement, à l’arrêt du convoyeur et, deuxiè- 
mement, à la valeur z, = (. 
La figure 27.1 représente la « boîte noire » dont les entrées re- 
çoivent les signaux provenant des machines n°5 1. 2 et 3 et dont les 
sorties délivrent les signaux acheminés vers les convoyeurs n°* 1 et 2. 


T3 Z2 


Tableau 15 


Valeurs des signaux 


J 
dre d'entrée de sortie 


rossible 


> 2 ph ©O 2 © © à 


1 
2 
3 
4 
5) 
6 
1 


Le tableau des conditions logiques (tableau 15) est une écriture 
formalisée des conditions initiales. 

Montrons la déduction des formules logiques, par exemple, 
pour z, = { (situations n° 1 à 3 et n° 7). 

Si r = 1, z; = 0 (donc z, = À) et xs — 0 (donc Za = 1), ousi 
TZ = 0 (donc x, = 1), x, = 1 et zx; = 0 (donc zs = 1), ousiz, = 0 
(donc x, = 1), ze = 0 (donc x, = 1)et z; = 1,ousiz, = 1,2. — 1 
et z;, = 1, onaz — 1 

Donc, 

24 — TiToTs + Titols À Dites + Tite. (27.1) 

De même, pour z, = 1 (situations n°% 4 à 7) 


29 = TiToTg + TiTaTs + Tilels  TiToTs. (27.2) 


90. Simplifions la formule (27.2). A cet effet, ajoutons deux fois 
à son second membre l'expression « + z,2,7, ». Puisque z,x.Z3 + 
+ Tilols = Tilots, la condition logique initiale sera inchangée. 
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Remarquant que x + x = 1 et que 1: = x, on obtient 
2e = TiTols + TiTaTs + Tite Ta Tite Ta + Dites Dilits = 
ŒÆ Lilo (Ts + Ts) + Lots (Ti + Li) + rits(te +2) = 


= Lilo . LoT3 + Lil. (27.3} 


Simplifions la formule (27.1) et cherchons à l’amener à la forme 
définitive de (27.3). 
Ajoutons au second membre de (27.1) la somme des termes 
(Titre its Tarots + Tatols + TsTaTs + TsTsTa )) 


dont chacun, constitué d'après le modèle aab, est égal à zéro, car, 
a-a = 0 et 0-b = 0. 


Récrivons la formule (27.1) compte tenu des termes ajoutés et. 
transformons-la : 
= TiToTs + TiToTs + TiToTs + Dites + 
+ TiTiTot TiTiTs + TotoTi Tatals + TslaTi + Tstste == 
= 24 (Tite + Toto TT) + Ze (Tite + Tots + TT) + 
+ 23 (Tite + Tots+ its) + HtaT3 = 
(Tire 23) (Tite Tols + Tata) + Titotse 
Transformons l'expression zite + Zets + Lits en appliquant 
d’abord trois fois la loi de transformation des négations et ensuite 
en faisant intervenir la loi distributive : 
Tite trts+ nr (nt r) + (+2) +(n+2) = 
Æ (ri + To) (Ge + Ts) + (ni + ts) = (21 + 22) (te + 28) (mi +28) = 
= (Zi +22) (2s + Tite) = (Lite + Lots + TT). 


On aboutit en définitive à la formule 
Zy = (Li + Lo + La) (Lilo + Lols + Lis) + Titols (27.4) 


dont la seconde parenthèse coïncide avec le second membre de la 
forme définitive de (27.3); les formules (27.3) et (27.4) sont donc 
uniformisées. Par conséquent, les opérations logiques impliquées 
par les formules (27.3) et (27.4) peuvent être réalisées avec les mêmes 
éléments du dispositif à relais. 

Sur le schéma de structure (schéma synoptique) du dispositif 
à relais réalisant les formules (27.3) et (27.4) (fig. 27.2) on distingue 
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Fig. 27.2. Schéma de structure (schéma synoptique) d’un dispositif à relais. 


un élément « NON », trois éléments « OÙ » et cinq éléments « ET », 
soit au total neuf éléments. Il en faudrait treize si les formules (27.3) 
et (27.4) n'étaient pas uniformisées. 


$ 119. Eléments logiques 


1°. Ainsi qu'on l’a signalé au $ 118, 1°, le circuit du dispositif 
à relais peut être réalisé en employant les éléments de toute nature : 
Telais mécaniques et électromécaniques, relais à semi-conducteurs, 
employant diodes et triodes; relais pneumatiques à membrane fai- 
sant partie du système universel des automatismes pneumatiques 
industriels normalisés (YCS3TITIA) ; éléments faisant partie du systè- 
me de modules à jet de fluide (CMCT); distributeurs pneumatiques 
et hydrauliques à plongeurs ou à tiroirs, etc. 

Examinons quelques-unes des techniques énumérées. 

20. Par élément logique, en entend tout dispositif susceptible de 
deux états stables. 

Désignons le premier état par 0, le deuxième par 1. Il est facile 
de voir que n'importe quel mécanisme à un degré de mobilité satis- 
fait à ces conditions, pourvu que les positions de ses éléments d’en- 
trée et de sortie soient stables. Pour les éléments électriques (électro- 
magnétiques) le chiffre O correspond à l’état « tension nulle », et le 
chiffre 1, à l’état « sous tension ». Pour les éléments pneumatiques, 
0 est l'état « pression nulle », 1 est l’état « sous pression ». On con- 
çoit que les éléments logiques permettent de réaliser les opérations 
basées sur la théorie des fonctions booléennes exposée plus haut, 
c'est-à-dire les opérations décrites par les mots « oui», « non», 
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Fig. 27.3. Opérateurs logiques de répétition : a) mécanisme logique ; b) interrup- 
teur de position; c) relais Métis Ue d) relais à membrane du système 


«et », «ou». La collection des éléments logiques nécessaires pour 
réaliser des opérations logiques demandées s'appelle fonction logique. 
Considérons quelques éléments logiques. 
30. Sur la figure 27.3 sont montrés les éléments logiques réalisant 
l'opération «oui», c’est-à-dire l'opération de réitération. Mise 
sous forme algébrique, cette opération s'écrit 


DT (27.5) 
c'est-à-dire que z = O0sixz = 0et z — 1 si x — 1. Autrement dit, la 
fonction z égale l'argument x. 

L'élément logique qui ne comprend que des corps solides s'appelle 
parfois mécanisme logique. La figure 27.3,a représente le mécanisme 
logique de répétition; c’est un mécanisme classique à leviers tan- 
gents. L'élément d'entrée x de ce mécanisme occupe une des deux 
positions stables 0 ou 1. Quand z = 0, l'élément de sortie se bloque 
en position z = 0, et quand z = 1, l'élément de sortie passe à z — 1. 
Le blocage des éléments en positions indiquées et leur rappel à l'ori- 
gine sont assurés par des combinaisons variées de butées et de res- 
sorts. 

Les éléments logiques électriques se divisent en deux groupes. 
Dans les mécanismes du premier groupe l’état de l’entrée se caracté- 
rise, de la même façon que dans les mécanismes logiques, par la 
position d’un corps solide quelconque, et l’état de la sortie, par 
l'absence ou présence du courant dans le circuit. Dans les éléments 
du second groupe, les états de l’entrée et de la sortie se caractérisent 
par la présence ou l'absence du courant. 

Au premier groupe se rapporte l'appareil appelé interrupteur de 
position, interrupteur de fin de course, ou bouton (27.3,b). Pour dé- 
placer l'équipage mobile de l'interrupteur de position, on appuie 
sur une came ou une butée. Quand l'équipage mobile de l’interrup- 
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teur n'est pas appuyé, le circuit électrique est ouvert, c’est-à-dire 
que z — 0et, par conséquent, z = 0. En position appuyée le circuit 
est fermé, z — 41 et z — 1 

Au second groupe se rapportent les relais électromagnétiques dans 
lesquels les contacts du circuit électrique (fig. 27.3,c) se ferment 
par déplacement de l’armature de l’électro-aimant. Si aucun courant 
ne circule dans l’enroulement de l’électro-aimant. le circuit est 
ouvert, z — O0 et z — 0. Une fois l’enroulement mis sous tension, 
on a zæ = 1 et, partant, z — 1. Le relais électromagnétique. de 
même qu'un interrupteur de position normalement ouvert, effectue 
donc l'opération de réitération. 

La figure 27.3,d donne un exemple d’élément logique pneumati- 
que. C’est un relais à membrane faisant partie du système universel 
des automatismes pneumatiques industriels normalisés (YCSTITIA) ; 
une de ses quatre chambres séparées se trouve toujours sous la pres- 
sion de l'air comprimé en provenance d’une source locale. Cette 
chambre est couverte d’une hachure croisée sur la figure. 

L’équipage mobile du relais a la forme d’une tige à trois mem- 
branes; la membrane moyenne a le diamètre plus grand que celui 
des membranes extrêmes. En fonction de la répartition des pres- 
sions dans les chambres du relais, les membranes s’infléchissent 
dans l’un ou l’autre sens, si bien que la tige, en se déplaçant, obture 
le canal supérieur ou le canal inférieur. Pour faire exécuter l’opéra- 
tion de réitération, on relie la première ligne de communication, 
désignée par un cercle avec point, à la conduite de refoulement ; 
la deuxième ligne de communication, désignée par une flèche, 
est mise à l'air libre; la troisième ligne constitue la sortie. Pour 
l'exécution de l’opération de réitération, le relais est branché comme 
il est montré sur la figure 27.3,d. Si la chambre reliée à l’entrée ne 
se trouve pas sous pression, c’est-à-dire si z — 0, la tige sollicité 
par la pression de la source locale se porte vers le haut et ferme le 
canal relié à la conduite de refoulement : z = 0. Lorsque la chambre 
reliée à l'entrée se trouve sous pression, x — 1, cette pression fait 
descendre la tige qui ouvre le canal relié à la conduite de refoule- 
ment : z — 1. En même temps la tige ferme le canal inférieur mis 
à l'air libre. 

4°, Les mêmes éléments logiques standard permettent de réaliser 
d’autres opérations logiques. On a vu plus haut que l'opération 
logique «non», c'est-à-dire l'opération de négation sous forme 
logique, permet l'écriture suivante : 

2=t, (27.6) 
ce qui veut dire que « z est non zx ». Cette opération implique z — 1 
si z: — 0 et, au contraire, z — O si x = 1 

La figure 27.4, a montre le mécanisme logique de négation. 
La figure 27.4, b représente un interrupteur de position. Pour l’opéra- 
tion de négation il doit être normalement fermé. S'il n’est pas appuyé, 
c'est-à-dire quand x = O0, le circuit se trouve sous tension, z — 1. 
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Fig. 27.4. Opérateurs logiques de négation : a) mécanisme logique; b) interrup- 
teur de position; c) relais 2cHonaEneMques d) relais à membrane du système 
YC3 


Quand on appuie sur l'interrupteur (x — 1), le circuit s'ouvre et 
se met hors courant: z — 0. La figure 27.4,c montre le circuit du 
relais électromagnétique muni de contacts à ouverture. Quand 
l'enroulement de l’électro-aimant se trouve hors courant, c'est-à- 
dire quand x = 0, le circuit est fermé, et z — 1. Après la mise sous 
tension du relais, lorsque z — 1, les contacts coupent le circuit, et 
l'on a z — 0. Sur la figure 27.4, don voit un relais pneumatique 
à membrane du système YC9ATITA. Lorsque x — 0, la tige se déplace 
vers le bas et ouvre le canal relié à la conduite de refoulement : on 
a z — 1. Au contraire, quand x = 1. la tige se déplace vers le haut 
et laisse l'air parvenir à la sortie: z = (. 

L'opération logique « et », c’est-à-dire l'opération de multiplica- 
tion sous forme algébrique, s'écrit comme suit: 


2 LT; (27.7) 


En fonction des états des entrées zx, et x,, il peut y avoir quatre 
combinaisons de z,, zx. et z (voir tableau en haut de la figure 27.5). 
Ces opérations sont réalisables moyennant le mécanisme logique de 
la figure 27.5. a, ou les éléments logiques à double entrée : interrup- 
teur de position et relais électromagnétique à contacts en série 
(fig. 27.5, b). ou le relais à membrane du type VC3TIIA branché 
comme le montre la figure 27.5, c. 

L'opération logique «ou». c’est-à-dire l'opération d'’addition 
sous forme logique, s'écrit ainsi: 


2 = XL + La. (27.8) 


Quatre combinaisons sont possibles, en fonction des états des en- 
trées x, et z.. Le tableau en bas de la figure 27.5 illustre la réalisa- 
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Fig. 27.5. Opérateurs D be d’addition et de multiplication: a) mécanisme 

logique ; b) interrupteur de position et relais électromagnétique ; c) relais à mem- 

brane du système VCIHTIA ; d) interrupteur de position et relais électromagné- 
tique ; e) relais à membrane du système YCSIHITIA. 


tion de ces combinaisons à l’aide des interrupteurs de position et des 
contacts des relais électromagnétiques (d) ou des relais à membra- 
ne (e). 

Pour terminer, notons qu'il existe à l’époque actuelle d’autres 
types d'éléments logiques (mécaniques, électriques, pneumatiques, 
hydrauliques, etc.), dont chacun peut trouver son emploi en fonction 
du problème qui se pose devant le projeteur de la machine automa- 
tique. La réalisation du schéma synoptique de la figure 27.2 à l’aide 
des éléments logiques se fait donc sans difficulté. 

Exemple !). Soit un dispositif (fig. 27.6,a) constitué par trois 
convoyeurs qui présentent des caisses C vers le plateau P. Pour que 


1) Cet exemple est emprunté à V. Zinoviev, Cours de théorie des mécanismes et 
des machines, « Naouka », Moscou, 1972, p. 363 à 364 (en russe). 
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Fig. 27.6. Schéma de commande d’amenée des caisses: a) schéma général; 
b) circuit de commande à 12 contacts; c) circuit de commande à 5 contacts. 


le plateau P commence à se déplacer, il faut qu’il soit chargé simulta- 
nément par deux caisses au moins. Le mouvement du plateau est 
réalisé au moyen d’un mécanisme spécial non représenté sur la figure. 
Ce mécanisme est actionné par un mécanisme pneumatique commandé 
par un électro-aimant dont les contacts z,, x. et x, sont insérés dans 
le circuit et fermés par les caisses présentées vers le plateau. 

Un signal parvient au mécanisme si: 

1) les contacts x, et x, sont fermés et le contact zx, est ouvert; 

2) les contacts zx, et x; sont fermés et le contact x, est ouvert; 

3) les contacts z, et x, sont fermés et le contact x, est ouvert. 

Conformément à ces conditions, on écrit la formule logique 
d’enclenchement des interrupteurs de position. On a vu au $ 118 que 


2 = Lilas + TiTeTs + TiTols + Titos. (A) 


La lettre surmontée d’une barre, ainsi qu'il a été indiqué au 
$ 118, symbolise l'opération « non »; le contact est donc ouvert. 
Sur la base de la formule ci-dessus, on établit le schéma de structure 
(fig. 27.6,'b). Employant les règles d'algèbre de la logique, on arrive 
à simplifier considérablement l'expression (A). En effet, donnons 
à (A) la forme suivante: 


2= LiTols + Dites + TiTols + TiToTs + TiTola + TitoTs. (B) 
On a vu plus haut (voir formule 27.3) que 
2= Tito (Ts + Ts) + rit (Te + Te) + Tets (21 + 21). (C) 


Puisque chacune des parenthèses est égale à l'unité, on reçoit 
(de la même façon que dans la formule (27.3)) 


2 = Lilo + Lilz À Lola. (D) 


Le schéma de structure s’en trouve grandement simplifié, et 
l'on aboutit au schéma de structure (fig. 27.6,c) qui permet de ré- 
soudre le problème à l’aide de cinq contacts au lieu de douze. 
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CHAPITRE XXVIII 


QUELQUES NOTIONS DE LA THÉORIE 
DES ROBOTS ET DES MANIPULATEURS 


$ 120. Robots et manipulateurs industriels 


10. Un composant fonciérement nouveau des systèmes techno- 
logiques modernes est constitué par la classe des robots industriels, 
ou machines automatiques autonomes dotées d'organes exécutifs 
universels sous forme de « bras » mécaniques, dont les mouvements 
sont commandés de façon automatique par des dispositifs universels. 
Ces machines réunissent harmonieusement les meilleures réalisations 
mécaniques en matière de machines technologiques et de transport 
connues au stade actuel d'évolution de la construction mécanique, 
c'est-à-dire la bonne précision. rapidité de fonctionnement, puis- 
sance, fiabilité, compacité, aux possibilités intellectuelles permises 
par le niveau actuel de la technique de la commande automatique. 
Parmi ces dernières possibilités, citons une mémoire de capacité 
remarquable assurant une multiplicité de programmes d'action; 
l'aptitude à contrôler l'exécution correcte de ses propres opérations: 
l'adaptabilité; la faculté de réagir aux variations du milieu envi- 
ronnant; la capacité d’auto-apprentissage et de choix des actions 
optimales. 

L'utilisation de plus en plus fréquente des robots industriels 
témoigne d'un niveau très élevé de développement des éléments de 
complexes technologiques qui s'utilisent depuis un certain temps 
pour la manipulation automatique d'objets isolés à travailler et 
qui s’appellent le plus souvent opérateurs automatiques (on les appelle 
parfois aussi manipulateurs automatiques, margeurs automatiques, etc.). 

2°. On fait usage des opérateurs automatiques dans chaque 

branche d'industrie, en leurconfiant les 
opérations de manutention, d'empilage 
et d’autres opérations semblables. 
La main preneuse de l'opérateur 
automatique, réalisée sous forme d’une 
pince, d'une ventouse pneumatique, 
d’un rouleau à ruban adhésif, d’un 

2 électro-aimant, etc., suit le plus sou- 

vent la trajectoire du type « montée 

verticale — rotation en plan horizon- 

1 tal — descente verticale ». Après cela 

elle parcourt le même itinéraire en 

JC sens inverse. Il est à noter que la lon- 

gueur des différents tronçons verticaux 

Fig. 28.1. Schéma des mouve- de la trajectoire peut varier d’un cycle 
ments de l'opérateur automati- à l'autre, en raison par exemple de la 
que. hauteur de la pile. La figure 28.1 re- 
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Fig. 28.2. Bloc hydromécanique standard de l'opérateur automatique à deux 
degrés de mobilité. 


présente le schéma cinématique de fonctionnement d'un tel opérateur 
automatique doté de deux degrés de mobilité. 

Le schéma de la figure 28.2 représente le bloc hydromécanique 
standard d'un opérateur automatique qui permet le mouvement 
en deux coordonnées, c’est-à-dire qui possède deux degrés de mobilité 
(de liberté) montré sur la fig. 28.1. L'organe de sortie du bloc se 
présente sous la forme d’un cylindre 7 solidaire d’un piston 2 qui 
glisse sur les cannelures de l'arbre 3. Son mouvement alternatif 
dans le sens longitudinal est commandé par le piston 2 d'un vérin 
hydraulique à double effet. La rotation du cylindre Z est réalisée 
moyennant les pistons 4 et 7 de deux 
vérins hydrauliques à simple effet. Les Der 


r ; CD 
pistons 4 et 7 sont reliés par leur tige- ( Lu 
crémaillèrecommune 5 quientre en prise 
avec le pignon 6 solidaire de l'arbre 3. 


Si l'on adjoint à l'organe de sortie 
du bloc montré sur la fig. 28.2 un autre 
bloc identique, on obtient le méca- 
nisme d’un opérateur automatique à 
quatre degrés de mobilité (fig. 28.3). 
De même. réunissant trois blocs 
standard de la figure 28.2, on obtient il 
le mécanisme d'un opérateur automa- 
See is Éd de RE Le 98.4 Fig. 28.3. Schéma cinématique 
+, VA donne Sur là fISUTE 20.# de l'opérateur automatique à 
le schéma général d'un robot indus- quatre degrés de mobilité. 
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Fig. 28.4. Schéma bris d’un robot indus- 
triel. 


triel associé à un système 
de commande numérique à 
programme ou commandé 
par une Calculatrice électro- 
nique universelle. Le robot 
industriel possède générale- 
ment de quatre à six degrés 
de mobilité, c'est-à-dire 
qu’il permet le déplacement 
de l’organe de travail en 4 
à 6 coordonnées. Le corps 7 
du robot montrésur la figure 
peut se déplacer sur des rails. 
La colonne verticale 2 por- 
tant le bras 3 peut pivoteren 
plan horizontal d’un angle 
égal à 26. Le bras 3 tourne 
en plan vertical d'un angle 
2a, et autour de l’axe X d’un 
angle y; il peut en outre se 
déplacer vers le haut et vers 
le bas d’une hauteur } et 
avancer et se rétracter en se 
déplaçant d'une longueur Z. 
La pince 4 peut tourner d’un 
angle 2x. etouvrir et fermer 
ses mâchoires. 


Les robots industriels sont dotés le plus souvent d’un système 
de commande autonome ou associés directement à une machine 
calculatrice électronique par le schéma « ordinateur — commande 


numérique ». 


On voit fig. 28.5 la vue d'ensemble du robot industriel du type 
le plus répandu. Son schéma cinématique est donné sur la figu- 
re 28.6. Compte tenu de la mobilité des mâchoires, le mécanisme 
de la figure 28.6 aura au total six ou sept degrés de mobilité. On dis- 


Fig. 28.5. Vue d'ensemble d'un ro- Fig. 28.6. Schéma cinématique du robot. 


bot industriel. 
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tingue sur la figure 28.7 les 
limites de débattement des 
éléments du robot. 

Les robots industriels, 
incorporés dans les com- 
plexes technologiques à titre 
d'éléments fonctionnant en 
boucle fermée, exécutent les 
opérations les plus variées, 
tant lesopérations de travail 
proprement dites (soudage, 
peinture, assemblage) que 
les opérations auxiliaires du 
cycle (chargement et déchar- 
gement des presses, des ma- 
chines à mouler, des machi- 
nes de coupe des métaux, 
des machines automatiques 
de contrôle…..). 

40. On entend par mani- 
pulateur un dispositif tech- 
nique destiné à remplir les 
fonctions pratiques des bras 
de l’homme. Un robot-ma- 
nipulateur est un manipula- Fig. 28.7. Schéma des mouvements réalisa- 
teur muni d'organes de tran- bles par le robot. 
slation et de systèmes de 
commande automatique. La notion de manipulateur englobe une clas- 
se étendue de dispositifs techniques commandés par l’homme, direc- 
tement ou par des canaux de liaison, destinés à reproduire certaines 
fonctions motrices des bras de l’homme, dans le but de manipuler 
d’une façon déterminée l’objet à travailler ou l'outil. 

Signalons une sous-classe particulière de manipulateurs: il s'agit 
de manipulateurs à biocourants, dont l’idée a été mise à la base de 
la prothèse active de la main mise au point par un groupe de cher- 
cheurs et d'ingénieurs dirigé par A. Kobrinski. 

La figure 28.8 montre un manipulateur hydraulique à biocou- 
rants. Le signal bioélectrique capté par le collecteur Z (plaques 
électrodes posées en bracelet autour des muscles commandant les 
mouvements de la main), après avoir été amplifié dans un amplifica- 
teur 2 (comportant des blocs d'alimentation autonomes 10), attaque 
les tiroirs 3 à commande électro-hydraulique, dont les pointeaux & 
soit admettent dans le vérin hydraulique 6 l'huile refoulée par un 
moteur hydraulique 5 müû par un moteur électrique 4, soit font re- 
tourner l'huile dans la bâche 9. Suivant que le liquide moteur accède 
dans l’une ou l’autre des chambres du vérin 6, les doigts de la main 7 
se ferment (comme une pince) ou s'ouvrent. 
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Fig. 28.8. Manipulateur hydraulique à biocourants. 


Le mouvement du pouce et des quatre autres doigts (formant 
bloc) de la prothèse à commande bioélectrique s'opère au moyen d'un 
moteur électrique miniature qui obéit aux deux signaux bioélectri- 
ques distincts: l'un commande la préhension, l’autre, l’ouverture 
des doigts. 

Il est techniquement possible de sensibiliser les manipulateurs 
(y compris les prothèses) à l'effort de préhension, en créant une 
rétroaction grâce à laquelle l’homme puisse évaluer les contraintes 
en différentes parties de l'organe de travail (préhenseur, main arti- 
ficielle). 

5°. La figure 28.9 représente un manipulateur destiné essen- 
tiellement à être employé dans un local clos. Un chariot 2 porte un 
bras en éléments articulés, qui se divise en « bras » et « avant-bras » 
avec main preneuse. Le chariot roule en plan horizontal sur des rails 
suspendus en deux directions réciproquement perpendiculaires. 


Fig. 28.9. Manipulateur à poste fixe commandé à distance. 


e re 


4 


Fig. 28.10. Manipulateur « maître-esclave ». 


La liaison avec le pupitre de commande se fait au moyen de câbles. 
L'observation est assurée par une caméra de télévision. La commande 
est manuelle, à partir du pupitre, ou automatique par ordinateur, 
ou encore mixte, par actions concertées de l’homme et de la machine 
électronique. 

6°. On emploie aujourd'hui très largement, surtout pour la mani- 
pulation des diverses substances nuisibles pour l’homme, les mani- 
pulateurs du type « maître-esclaves » (fig. 28.10). Les évolutions 
du chariot du manipulateur sont commandées par des impulsions 
de pilotage envoyées depuis le poste de commande à boutons pous- 
soirs Z. Tous les mouvements du bras « esclave » 2 du manipulateur 
sont dirigés par le bras « maître » 3 monté sur le poste de commande. 
L'homme imprime au bras « maître » 3 des mouvements qui, par 
l'intermédiaire d’un système d'’asservissement, sont reproduits par 
le bras « esclave » du manipulateur. II] va sans dire que les efforts 
développés par le manipulateur dépassent de loin l'effort de l'homme. 

Les avantages des manipulateurs à commande autonome ou cen- 
tralisée à programme, des manipulateurs à commande manuelle 
(y compris « maître-esclave ») et des manipulateurs télécommandés 
sous forme d'installations fixes ou d'engins capables de se déplacer 
sur le sol (engins à roues. à chenilles. à « pieds »). sous les eaux, dans 
l’air ou dans le vide déterminent leur utilisation de plus en plus large 
pour l'exploration des profondeurs de l'océan, du cosmos, ainsi que 
pour la manutention d'objets encombrants (arbres abattus, gros 
éléments de machines, de bâtiments, etc.). 

7°. Parmi les meilleures réalisations de la technique contempo- 
raine, on doit signaler les « Lunokhods » télécommandés soviétiques, 
munis de manipulateurs spéciaux qui servent, en particulier, à pré- 
lever les échantillons du sol lunaire. 

L'essor de la médecine, des recherches médico-biologiques et les 
possibilités de microminiaturisation des appareils ont contribué 
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à la promotion des micromanipulateurs, permettant de manipuler 
avec grande précision des objets extrêmement petits. 

Comme on l’a montré plus haut (voir $ 11), les mécanismes des 
« bras » du manipulateur sont formés par des chaînes cinématiques 
non fermées à plusieurs degrés de mobilité, le plus souvent à six 
ou à sept degrés. Les mécanismes comportent principalement les 
couples de classe V. Chaque degré de liberté du « bras » est servi 
par un dispositif d'entraînement autonome. Les mouvements sont 
commandés par un dispositif autonome à programme, par une cal- 
culatrice électronique ou directement par l'opérateur humain. 

Extrêmement mobiles, les « bras » des robots industriels et des 
manipulateurs automatiques peuvent exécuter la même opération, 
par exemple le déplacement d’une charge d’un point à un autre, 
par une multitude de procédés différents ?). 

En perspective, on entend donner aux robots industriels et aux 
manipulateurs les facultés tactiles, olfactives, visuelles, leur ap- 
prendre à estimer la distance, à reconnaître les images, à réagir 
aux rayonnements calorifiques et électromagnétiques dans une 
gamme étendue. | 

Le problème de recherche de la construction optimale, de mise 
au point et d'implantation massive des robots industriels et des 
manipulateurs est d’une portée sociale et économique de tout pre- 
mier ordre, parce que tous ces dispositifs sont destinés à faciliter 
à l’homme les besognes les plus pénibles et dangereuses, tant au 
sol que dans l’océan ou dans le cosmos. 

8°. La grande variété des manipulateurs existants exige une 
classification. Elle sera basée sur le principe de commande, sur le 
type de liaison qui existe entre les mécanismes de commande et les 
mécanismes exécutifs, ainsi que sur certains indices constructifs ?). 
Le manipulateur doté d’un système de commande automatique 
s'appelle généralement un manipulateur-robot, ou tout court un 
robot. 

Dispositifs techniques extrêmement compliqués, les manipula- 
teurs sont le fruit de recherches des spécialistes mécaniciens, automa- 
ticiens et cybernéticiens. Nous allons étudier les manipulateurs 
sous le point de vue de la théorie générale des mécanismes, c’est-à- 
dire comme des systèmes tridimensionnels à plusieurs degrés de 
liberté. Pour le faire, on doit tenir compte: 

1) de la structure de la chaîne cinématique du bras mécanique ; 


1) Kobrinski A.. Stepanenko Y., Quelques problèmes de la théorie des manipu- 
lateurs, in « Mécanique des machines », fasc. 7-8, «Naouka », Moscou, 1967 
(en russe). 

Koulechov V., Lakota N., Dynamique des systèmes de commande des manipu- 
lateurs, « Energuia », Moscou, 1971 (en russe). 

2) Les matières qui vont suivre reprennent l’article de A. Ovakimov et 
S. Anchine « Eléments de structure de la cinématique et de la géométrie de 
quelques types de manipulateurs » publié dans le Recueil d'articles scientifico- 
méthodiques sur la théorie des mécanismes et des machines, fasc. 3, « Vyschaïa chko- 
la», Moscou, 1973, (en russe). 
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2) du mode de transmission des déplacements relatifs des élé- 
ments du manipulateur du mécanisme de commande au mécanisme 
exécutif ; 

‘3) du type de la liaison entre mécanisme de commande et méca- 
nisme exécutif du manipulateur. 

Les questions relatives à la structure des chaînes cinématiques 
tridimensionnelles non fermées ont été traitées plus haut (voir $ 11). 
Dans le texte qui suit, on examine les problèmes de structure dans 
leur application aux manipulateurs. 


$ 121. Mouvements relatifs des éléments 
du manipulateur 


19. Le problème de reproduction par le preneur du mécanisme 
exécutif des mouvements imposés par le mécanisme de commande 
consiste en ce que les éléments du premier mécanisme doivent ef- 
fectuer les mêmes mouvements relatifs que le second. Les transmis- 
sions utilisées pour la reproduction des mouvements peuvent être 
très variées. Par exemple. dans certains manipulateurs le mécanisme 
de commande est doté d’un détecteur de déplacements relatifs de 
ses éléments. Les servo-moteurs placés directement sur les éléments 
mobiles du mécanisme exécutif sont commandés par les signaux 
émis par ces détecteurs, font prendre au mécanisme exécutif la 
position correspondant à celle du mécanisme transmetteur. 

20, Dans les manipulateurs « maître-esclave » d'autres types 
les mouvements relatifs des éléments sont d'abord communiqués 
à l'embase par des transmissions mécaniques (par engrenages diffé- 
rentiels, câbles, leviers, etc.) installées 
le long des axes des éléments. Ces mou- 
vements se transforment ensuite en ro- 
tation de divers éléments (roues den- 
tées, poulies, etc.) à axes immobilisés 
sur l’embase et se transmettent au mé- 
canisme exécutif. Considérons, à titre 
d'exemple, la transmission des mouve- 
ments relatifs au moyen d'engrenages 
différentiels. 

On voit sur la figure 28.11 un sys- 
tème élémentaire à deux degrés de liber- 
té. Il permet de réaliser deux mou- 
vements indépendants, à savoir les 
rotations autour des axes z, et z, (ces 
axes déterminent le sens positif de ro- 
tation), ainsi que de transmettre à 
l'embase les déplacements relatifs de 
ns 2 par rapport à 1 élément 1. Fig. 28.11. Schéma du mécanis- 

es schémas semblables s'emploient "à engrenages du manipula- 
aussi pour la transmission des mou- teur. 


621 


vements relatifs plus nombreux. Adoptons les angles @,, et œ: 
de rotation relative des éléments voisins Z, 0 et 2, 1 comme coor- 
données généralisées q, et qg. du système. 

Au cours du fonctionnement de ce schéma, il se produit ce qu’on 
appelle superposition cinématique des mouvements. Son sens physi- 
que consiste en ce que la variation de l'angle œ,, (rotation autour de 
z,) entraîne la rotation des deux roues coaxiales 7° et 2’. Pour 
exprimer ce phénomène de façon analytique, disons que les angles 
de rotation 1, et . des roues 7” et 2” sont fonction des deux coordon- 
nées généralisées : 

V1 = Yi (Gas 92), 
Ve = Ya (91s Qe)- 

La liaison entre les grandeurs indiquées s'établit au moyen de 
rapports de transmission particuliers. La recherche de ces derniers 
est liée à l’étude de deux mécanismes différents à un degré de liberté 
qu’on obtient à partir de la chaîne cinématique en question quand 
celle-ci n’a qu’une seule coordonnée généralisée variable (différente 
chaque fois). Dans les mécanismes à un degré de liberté ainsi obtenus, 
on cherche les rapports des roues 7” et 2’ en fonction des coordonnées 
généralisées correspondantes. 

L'on aura pour le schéma en question 


O1 LATTES 0Ys,. ns 27 ee 
094 1, 0, (28.1) 


S 122. Liaisons entre mécanisme de commande 
et mécanisme exécutif 


1°. En fonction du type de la liaison entre le mécanisme de com- 
mande et le mécanisme exécutif, les manipulateurs « maître-esclave » 
se divisent en trois groupes. 

Manipulateurs à liaison mécanique (cinématique). Ce sont les 
manipulateurs mécaniques qui ont été utilisés les premiers dans les 
zones dangereuses pour l’homme. Dans ces manipulateurs les deux 
bras sont reliés entre eux par des transmissions mécaniques: à en- 
grenages (fig. 28.12), à câbles et bandes, etc. Les transmissions mé- 
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Mécanisme Mécanisme 
de commande dection 


Fig. 28.12. Schéma de l’entraînement mécanique du manipulateur. 
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Vers le mécanisme Vers le mécanisme 
de commande dacton 


Fig. 28.13. Schéma de l'entrainement magnétique du manipulateur. 


caniques sont réversibles et leur rendement est élevé, grâce à quoi 
les efforts développés sur le bras exécutif sont perçus assez fidèle- 
ment sur le bras « maître ». 

La force des manipulateurs mécaniques modernes de ce type 
varie entre 3 et 16 kgf. Ils sont simples, fidèles, commodes. Leur 
inconvénient majeur est leur force insuffisante, limitée par la force 
de la main de l'opérateur; en outre, ils ne peuvent être commandés 
à distance. 

En Union Soviétique on emploie très largement pour les travaux 
en locaux chauds les manipulateurs M-22 et M-28, ainsi que leurs 
versions. À l'étranger, on emploie surtout les manipulateurs 
« MODEL-7 » et « MODEL-8 » faisant partie de la famille des mani- 
pulateurs mécaniques du type « maître-esclave » (Master-Slave en 
anglais) créés par Argon National Laboratory (USA). La force de ces 
modèles est de 4 kgf et de 8 kgf respectivement. 

2°. Manipulateurs à commande magnétique. On les emploie de 
préférence dans les cas où il est indispensable d'assurer une étanchéi- 
té parfaite de la chambre (pressions élevées, vide profond, etc.). 
Le mouvement est transmis par des embrayages à aimants perma- 
nents à travers un mur orbe, sans aucune ouverture pour le passage 
de la transmission. I] y a des manipulateurs à embrayages magnéti- 
ques en bout. et à embrayages magnétiques cylindriques (fig. 28.13). 

30. Manipulateurs asservis. Cette appellation s'applique aux 
manipulateurs dont les mécanismes de commande et d'action, 
éloignés l’un de l’autre, sont liés par des systèmes de commande de 
type particulier, dits asservissements réversibles (A.R.). Les asser- 
vissements réversibles assurent la correspondance sans erreur pos- 
sible entre les positions des organes de commande et des organes 
d'action; en outre, ils font sentir aux premiers les efforts appliqués 
sur les seconds. Le nombre d’asservissements réversibles est égal 
au nombre de degrés de liberté. 

On utilise aussi la transmission synchrone. Elle est réalisée par 
deux synchromachines (ou selsyns): selsyn émetteur et selsyn ré- 
cepteur, dont l’organisation est celle d’un moteur électrique à balais 
ordinaire. Les rotors et les stators des deux machines sont couplés 
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AR -7 un à un de façon à consti- 

Lo D tuer un circuit d'indication 
à distance. Les rotors des 

= AR-& CL] selsyns émetteurs sont liés 
Er TL aux éléments du mécanisme 
on de commande, et ceux des 


: - AR-1 | selsyns récepteurs, aux élé- 
| ne ----#,l||, « ments du mécanisme d'ac- 
É À F tion (fig. 28.14). Si l'on fait 


Lm——_— 


e 
1 . 
[ 

J 


tourner le rotor du selsyn 


| 


Mécanisme Mécanisme émetteur, alors en l'absence 

de commande däctin de charge sur le mécanisme 

Fig. 28.14. Schéma de l'entraînement du d'action, le rotor du selsyn 

manipulateur par synchromachines. récepteur tournera en syn- 
chronisme. 


Lorsqu'une charge se manifeste sur le rotor du mécanisme d'’ac- 
tion, il se produit une désadaptation, ou erreur de position Ô — 
= 4 — +, entre les deux rotors; + est l’angle de rotation du récep- 
teur, et 4, celui de l'émetteur. La désadaptation fait apparaître dans 
le couple de selsyns un moment synchronisant, qui tend à rattraper 
la désadaptation. Le moment synchronisant sur le récepteur est 
dirigé à l'encontre du moment de charge, et sur l'émetteur, dans 
le même sens que le moment de charge. L'intensité du moment est 
fonction de la valeur de désadaptation. 

Les manipulateurs asservis sont très répandus. Il suffit d'en 
mentionner un modèle typique : c’est le manipulateur « Maskot-1 » 
de fabrication italienne, à sept degrés de liberté. Ses deux bras 
mécaniques transmetteurs sont montés sur un appui et reliés par un 
asservissement mécanique à deux bras mécaniques exécutifs montés 
+ ge chariot télécommandé. La force de ce manipulateur est de 
23 kgf. 

4°. Manipulateurs à boutons-poussoirs. Le manipulateur de ce 
genre constitue, au fond, un organe exécutif à commandes assistées 
(électriques, hydrauliques, pneumatiques) lié par câble électrique 
au pupitre de commande. Il peut avoir jusqu’à neuf ou dix degrés 
de liberté, et sa force est presque illimitée. 

Afin d’étendre la zone de service, on monte généralement l'organe 
asservi sur des grues ou sur des châssis automouvants: dans ce der- 
nier cas on les appelle les « mobots ». 

La figure 28.15 montre le mobot « Scarabée » construit par la 
General Electric pour l'entretien des propulseurs nucléaires de missi- 
les. Chacun de ses bras a neuf degrés de liberté. Le poids du mobot 
est de 85 tf, la puissance totale de ses moteurs est de 660 ch. La force 
des bras étendus est de 45 kgf. 

Au besoin, on peut ajouter aux manipulateurs à boutons-pous- 
soirs un dispositif à programme qui leur permet de fonctionner en 
régime automatique, obéissant à des instructions programmées. 
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Fig. 28.15. Mobot « Scarahée ». 


90. Manipulateurs à commande automatique. Il y a deux types 
de manipulateurs de cette catégorie. Les premiers sont dotés d’un 
programme d'action invariable ; ils n’exécutent que des mouvements 
programmés. Le programme est généralement inscrit sur une bande 
magnétique au cours du premier cycle de travail conduit par l'opéra- 
teur humain. après quoi ce cycle est automatiquement reproduit. 

Dans les manipulateurs du second type les opérations à faire sont 
déterminées par un calculateur électronique compte tenu de l'in- 
formation venue du milieu environnant. A l’époque actuelle, les 
modèles de ces manipulateurs ne peuvent réaliser que des program- 
mes assez élémentaires. Or, cette voie d'évolution des manipulateurs 
ouvre de bonnes perspectives. 

On travaille actuellement sur les manipulateurs robots dits 
à « intelligence artificielle ». Ils ont le sens tactile (détecteurs spé- 
ciaux), la « vue » (technique de télévision), etc. On peut leur confier 
des opérations élémentaires d'assemblage, de déplacements d'objets 
d’après un programme donné, etc. Ces machines possèdent les fa- 
cultés d'adaptation el d'auto-apprentissage. 


$ 123. Quelques problèmes de la géométrie 
des manipulateurs 


1°. Les manipulateurs du type « maître-esclave » sont constitués 
par deux mécanismes: un mécanisme de commande, ou « maître », 
et un mécanisme d'action, ou « esclave ». Pour analyser le fonction- 
nement de tels manipulateurs, on est amené à étudier ces deux méca- 
nismes. Dans le cas où ces derniers sont liés l'un à l’autre par une 
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transmission cinématique, leurs mouvements coïncident parfaite- 
ment. Dans les manipulateurs à embrayages magnétiques et à asser- 
vissements, le mécanisme « esclave » ne reproduit les mouvements 
du « maître » que d’une façon approximative. Dans de pareils systè- 
mes, le problème d’analyse cinématique des deux mécanismes se pose 
différemment. En analysant le mécanisme « maître », on détermine 
les mouvements des éléments de la chaîne cinématique menée d’après 
le mouvement dans l’espace désiré de la pince. L'analyse du méca- 
nisme « esclave » consiste à définir le mouvement de la pince dans 
un système à plusieurs degrés de liberté d’après les mouvements 
relatifs des éléments. 

20. Cherchons les positions des éléments menés du manipulateur. 
La pince du mécanisme « maître», commandé par l'opérateur, 
représente un élément menant animé d’un mouvement dans l’espace. 
Ce mouvement se laisse définir par six fonctions: 


TH =Ta(t), Yx = Yu (t) . 
= (#), 0—6(), p—oœpt(t), 


OÙ Tr, Ya, zx SOnt les coordonnées du centre de la pince ; #, 8, @ sont 
les angles d’Euler. Les trois premières fonctions définissent le mouve- 
ment du centre de la pince, et les trois autres, le mouvement rotatif 
par rapport à ce centre. 

Le problème des positions comprend la recherche des positions 
des éléments menés dans le système de coordonnées Bzoÿo2o 
(fig. 28.16), des angles de rotation relative des éléments et des coor- 
données absolues d’un point situé sur un élément du mécanisme 
(fig. 28.17). Ce problème sera résolu par la méthode du contour 
vectoriel fermé, complétée de certains procédés proposés par A. Ova- 
kimov !). 

Définissons d’abord la position des éléments menés BC et CE. 
Les éléments mobiles du manipulateur seront numérotés en commen- 
çant par l’élément adjacent au bâti: v = 1, 2, ..., 6. Désignons 
par Le = lc. la = ler: ls = lex les longueurs des éléments, et 
par de, êa, e les vecteurs unitaires des axes des éléments 2, 4 et 6. 

Le rayon vecteur 7 du point Æ et le vecteur unitaire 2, sont dé- 
finis dans (28.2), aussi les projections p., p,, p. du rayon vecteur du 
point Æ sont-elles connues: 


UE (28.3) 


Ce vecteur est situé dans un plan P appelé plan de base. Il en résulte 
que 


(28.2) 


sin Pio—=P./V p+p}, cos Pro = Py/ V PÈ + PE. 


1) Ovakimov A., « Analyse cinématique d'une chaîne, tridimensionnelle de 
commande du manipulateur », Bulletin des Ecoles supérieures, série « Construc- 
tion mécanique », 1971, n° 14 (en russe). 
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Fig. 28.16. Schéma cinématique Fig. 28.17. Schéma de disposition des axes de 
du bras du manipulateur. coordonnées des vo du bras du manipu- 
ateur 


Les positions des axes des éléments 2 et 4 ont pour équations 
simultanées 
dolo tip; | 
di—=1, d—=1, (és Xp)-è0 =0 


dont la dernière veut dire que les vecteurs &., p et &, sont coplanaires 
et que le vecteur à, x p est perpendiculaire au plan P. 

Eliminons le vecteur 4, par transposition à droite du vecteur él, 
dans la première des équations (28.4) et par élévation au carré à droite 
et à gauche: 


(28.4) 


(dole —— pe)? LS (— TU (28.5) 
I1 vient après transformations: 
D'êe = bd, 


où la quantité b = (5 — EF +p?)/21,, et p? = pi + pi + pi. Exprimant 
les vecteurs qui figurent ‘dans (28.4) et (28.5) en fonction de leurs 
projections, on aboutit au système d'équations: 


3x + Es + 3 — 1, 
loyP: — loxPy 0, (28.6) 
Pxlex + Pylay F Pilez = b. 
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Les deux dernières équations du système (28.6) nous donnent 
! 1 £ 
ley — Li (OPy — PxPylax)» 


re = apr OP: — PaPsias)- 
Portant ces expressions dans la première des équations (28.6) et 
explicitant i.., on obtient 


Lex = + (bp, + V (pà + p?) (p° —E)). (28.7) 


On a donc deux solutions qui diffèrent par le signe précédant 
le radical ; cela tient à ce que la même position de la pince peut être 
réalisée par deux positions des axes 2 et 4, symétriques par rapport 
au vecteur p (fig. 28.16). 

Une fois le vecteur unitaire &, trouvé, on cherche le vecteur unitai- 
re 4: = L,: 

3°. Pour rechercher les Be des StreS éléments V— 1.22: 

., 6, on vase servir des systèmes cartésiens liés (fig. 28.17). En cha- 
cun ‘des points B, C. E se situent les origines d’axes de coordonnées 
de deux éléments voisins, respectivement J et 2, 3 et 4, 5 et 6. Les 
axes z, seront orientés le long des axes AB, BC, CE et EH des élé- 
ments (= Zo, T3 = La, T5 = Ze). Les axes 2, = z,, 2, et z, se 
confondent avec les axes des articulations B, C et E (2, |] 22), tandis 
que l'axe 24 est parallèle et de même sens que l’axe z,. On a donc 
dn = dos a = Égs A1 = Ke = ka, ka = ks, et les axes cherchés de 
rotation relative des éléments sont 


MN Pie + MS 
Pro — Yi Yo (To); Pris = Le, Li (21); Pas — T3, Le (22) ; 


MN 
Pas = Ze 23 (23); Pau —=Zs, Li (2);  Pes —Z6, 25 (Ts). 
Entre parenthèses sont indiqués les axes perpendiculaires au 
plan des angles correspondants, qui définissent le sens positif de 


leur mesure. 
Cherchons le vecteur unitaire k,: à cet effet, calculons d'abord 


les fonctions 
COS Psu = sd, Sin Ps — + V1 —cos’ ps. 

Le fait qu'il y a deux valeurs de l’angle .,, qui diffèrent par le 
signe du radical. tient à ce que, la position de la pince restant la 
même, l’axe z; peut être dirigé dans l’un ou l’autre sens. 

Puisque l'axe z, de l’articulation Æ est orthogonal aux axes 
Ta = Tyet Ts = Te, le vecteur unitaire k, de cet axe se laisse calculer 
comme suit : 


__ t3Xt 


Le L 2 2 
* Sin Pre 
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En ce qui concerne les éléments v — 2, 3, 4, 5, on cherche les 
vecteurs unitaires f, de leurs axes y, d’après les vecteurs unitaires 
calculés des axes x, et y, en faisant usage de l'expression 7, = 
— ky X tv. Ceci fait, on calcule les fonctions 

COS Py, v1 == dv” dv-ts K sin Po, v=1 = dv Jv-1 (v = 2, 3, d), 
COS Pv, v1 — ky-ks-1, sin y, v-1 — — Ky-jv-1 (v = 4), 
qui déterminent de manière univoque les grandeurs des angles res- 
pectifs. 

Nous disposons maintenant de toutes les données nécessaires 
pour écrire l'expression du rayon vecteur de n'importe quel point 
du mécanisme et déterminer ses coordonnées absolues. Prenons par 
exemple un point S, situé sur l'élément 3 (fig. 28.17), dont les 
coordonnées relatives sont u,, u., u,; il vient 

VS3 = Vols + ésls + Jale + sus. 

40, En théorie des manipulateurs, l'évaluation intégrale des 
propriétés géométriques d’un manipulateur est donnée à l’aide du 
coefficient de service. 

Les six degrés de liberté que possède la pince lui permettent 
d'occuper toute position voulue dans une certaine portion de l’espa- 
ce. Cette portion est limitée par les liaisons concrètes de la chaîne 
cinématique, y compris les longueurs des éléments. 

Soient, comme précédemment, H le centre de la pince et L, sa 
longueur. Le domaine des positions possibles du centre de la pince, 
permises par les liaisons du manipulateur, s'appelle espace de tra- 
vail V. L'ensemble des positions possibles de l’axe de la pince en 
lesquelles son centre H se trouve dans le point donné de l’espace de 
travail définit l'angle solide 

_ SEE (28.8) 
6 
dit angle de service dans l'espace (fig. 28.18). Ici Srp,r3r, est l’aire 
de la surface sphérique du secteur sphé- 
rique. La plus grande valeur que peut 
prendre l'angle de service est 4x. 
Le rapport 


=} (28.9) 


s'appelle coefficient de service dans le 
point donné. Il peut varier de 0 à 1: 
0<6<îi. 

La valeur moyenne du coefficient 
de service dans l’espace de travail est 
égale à 


1 Fig. 28.18. Pour la recherche du 
Omoy = ra | © dV. (28.10) coefficient de service du mani- 


D pulateur. 
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Fig. 28.19. Epures des vecteurs pour la recherche de Prnax et de Pmin- 


Dans le texte qui suit, nous allons analyser un manipulateur 
concret, qui est représenté sur la figure 28.16. Cherchons à établir 
les zones de service pour ce manipulateur. 

5°. Dans l'expression (28.3) p est un des côtés du triangle BCE 
situé dans le plan P. On a donc les inégalités évidentes 


Ir — | <|k+Ll (28.11) 
Pr ARS en (28.12) 


Cherchons les zones de l’espace de travail dans lesquelles le 
coefficient de service @ —= 1. Ces zones serout cherchées sous forme 
d’hémisphères. Etablissons la frontière extérieure de la zone. Il s’agit 
de trouver des points à rayons vecteurs > — R, en lesquels, pour une 
certaine direction du vecteur é/6, la quantité | r — il; | passe par le 
maximum /, + /,: 


| T — ele base Ra — del | = Le + Lie (28.13) 


Remarquons que pour tout point, donc pour tout +, la valeur 
absolue de la différence r — dl, est maximale quand les vecteurs r 
et æl4 sont de sens opposé (fig. 28.19, a, b). Dans ce cas les deux 
vecteurs se situent dans le plan P et le module de leur différence 
est égal à 

| T — és Îmax =T + Le. 
Portant cette dernière expression dans (28.13), on reçoit 
R=l+l— le. 


D'une façon analogue, pour trouver le rayon R, de l'hémisphère 
intérieur limitant la zone de service à 100% (ou de service complet), 
il suffit de connaître les points dont les rayons vecteurs r = R. 
vérifient la condition 


[7 — dls| = |le — l,|. 
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a) b ©) 


Fig. 28.20. Schémas des positions extrêmes du mécanisme du bras. 


Pour tout r la différence 7 — dl, sera minimale en module quand 
les vecteurs + et &l, seront dirigés dans le même sens (fig. 29.19, a, c). 
Dans ce cas ils se situent dans le plan P et le module de la différence 
des vecteurs est égal au module de la différence de leurs longueurs : 


[7 — dsl [min = | Re — ééle| =] Re — ls |. 
Portons cette expression dans (28.13); il vient 
| Re — | =|le — dl, 
ou 
Ri=|l—l|+le Ri=le—|l—U|. 
Ainsi donc, les zones de service complet ont lieu quand 
[lo — ll+k<r<l+ls— le 


car on doit prendre la plus grande des deux quantités R, et R°- 

On voit sur la figure 28.20 la configuration schématique du mani- 
pulateur lorsque le centre de sa pince est situé aux frontières deS 
zones indiquées. 

En ce qui concerne les points extérieurs à ces zones, il y a lieu 
de vérifier chaque fois, en se servant des inégalités (28.11) et (28.12), 
si la position de l’axe de la pince est permise ou non par les liaisons. 
Pour les points extérieurs à la sphère de rayon R, = L + l, — 
la vérification se fait par l'équation (7 — il)? < (l + 1,)2, et 
pour les points intérieurs à la sphère de rayon R; = | L, — L4| + le, 
par l'équation (7 — il)? > (L, — 1,}ÿ?. 


$ 124. Schémas synoptiques de la commande automatique 


1°. Les robots et les manipulateurs peuvent être commandés par 
les procédés manuel ou automatique. Si le manipulateur est com- 
mandé manuellement, il faut qu’une relation déterminée ait lieu 
entre les efforts appliqués sur les éléments du manipulateur et les 
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Mécanisme 
d'action 


Opérateur |? 
humain 


4 


Dispositr de 
«sensibi- 
Hsation » 


Fig. 28.21. Schéma synoptique du système de commande par asservissement 
réversible. 


efforts exercés sur les bras de l'opérateur; en d’autres mots, il faut 
que l'opérateur puisse pour ainsi dire « sentir » les efforts sollicitant 
la pince du manipulateur. La commande à distance d’un manipula- 
teur « maître-esclave » est réalisable à l’aide d'asservissements de 
différents types, qui doivent cependant tous, dans une certaine 
mesure, « sentir » les efforts qui agissent sur la pince du manipu- 
lateur. 

20. On voit sur la figure 28.21 un des systèmes de commande 
possibles. Ce système s'appelle asservissement réversible. Non 
seulement la rétroaction de cet asservissement informe l'opérateur 
sur la grandeur des forces appliquées sur l'organe asservi, mais 
aussi elle fait varier en conséquence la position des mécanismes 
transmetteurs. Le système représenté est dit bilatéral ou réversible, 
car l’asservissement est organisé de telle manière qu’on peut permu- 
ter à volonté l’entrée et la sortie. L'opérateur applique un effort 
de moment M, (fig. 28.21). Le dispositif « senseur » mesure le mo- 
ment M, à la sortie de la commande et applique le moment M; 
à l’entrée du mécanisme transmetteur. Le mécanisme d’action exerce 
sur l'objet un effort de moment M. Dans ce système le moment 
transmis M, agit sur la position des éléments menants et sur la valeur 
de désadaptation, en égalisant les différences entre le déplacement z 
à l'entrée et le déplacement y à la sortie; il dépend donc non seule- 
ment de la volonté de l'opérateur, mais aussi des sollicitations appli- 
quées sur le mécanisme auxiliaire. 

3°. Le système de liaison homme — robot peut s'organiser à des 
niveaux différents de la commande automatique: ordinateur, com- 
mande à programme, etc. La figure 28.22 donne le schéma synoptique 
généralisé de la commande d'un robot !). 

Ce système de commande se compose de quatre blocs principaux. 
Le premier bloc constitue la base du dispositif de commande prin- 
cipal. Il est destiné à l'introduction des programmes dans l’ordina- 
teur. Le deuxième bloc est le dispositif de sortie de l’information. 
J1 sert à surveiller l’état du milieu environnant et les organes exécu- 


1) Jgnatiev M., Koulakov F.. Pokrovski A., Algorithmes de commande des 
robots-manipulateurs, « Machinostroiénié », Léningrad, 1972. 
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Fig. 28.22. Schéma synoptique généralisé de la commande. 


tifs du robot. En outre, si le robot est automouvant. ce bloc peut 
contenir des détecteurs mesurant les paramètres de mouvement du 
robot. Le troisième bloc, qui représente un dispositif de désignation 
automatique des objectifs, permet à l’opérateur humain de se rendre 
compte des caractéristiques du milieu en lequel opère le robot, 
d'établir les objectifs, de situer les obstacles et d'introduire leurs 
coordonnées dans l'ordinateur. Le quatrième bloc représente un 
dispositif de commande auxiliaire qui sert à donner des ordres élé- 
mentaires de commande du robot. Il est utilisé généralement dans 
des situations anormales ou imprévues. Le schéma général de la 
figure 28.22 prévoit en outre deux dispositifs dont la fonction est 
de recueillir l’information relative au milieu en lequel opère le 
robot, ainsi qu'au travail du robot lui-même. 

Le schéma général de commande d’un robot est assez compliqué; 
le schéma synoptique que nous donnons ici est conventionnel et 
généralisé !). Compte tenu du type du robot, des conditions de son 
emploi, des objectifs à réaliser, etc., on crée des schémas synoptiques 
concrets, qui peuvent fonctionner dans les régimes demandés de 
travail et de commande. 


1) Jgnatiev M., Koulakov F., Pokrovski A., « Sur les perspectives de créa- 
tion et d'utilisation des manipulateurs commandés par des calculatrices », in 
« Mécanique des machines », fasc. 28-27, « Naouka », Moscou, 1971. 


Anneze 1 


RAPPEL DES NOTIONS DE THÉORIE DES MATRICES 


1°. La matrice est un tableau rectangulaire de nombres disposés par lignes 
et par colonnes. Le tableau ci-dessous 


&i1 &yo ss ain 
A — || 1 Geo on 
ES C2] e e $ 
Ami m2 .… Amn 


qui contient m lignes et r colonnes est une matrice d'ordre m X n. 
Les matrices sortit généralement désignées par des lettres majuscules (4, 
B, ...), les éléments des matrices, par des lettres minuscules (a;,, bp, - . .). 
Chacun des éléments de la matrice est affecté d'un double indice. Le premier 
indice À désigne le numéro de la ligne, le second indice k, le numéro de la colonne. 
Si la matrice contient autant de lignes que de colonnes (m = n#), on l’appel- 
le matrice carrée. Par exemple, la matrice de rotation (3 X 3) est une matri- 
<e carrée. 
Il y a des cas particuliers où la matrice ne contient qu'une seule colonne ou 
une seule ligne, par exemple: 
b, 
be 
a={|| aa ...andl, b=| : ||. 
bm 
La matrice colonne et la matrice ligne sont désignées par une lettre minuscule 
(a, b, ...). Les éléments de telles matrices unidimensionnelles sont désignés 
par la même lettre affectée d'un indice qui indique le numéro de l'élément. 
2°. Les opérations fondamentales effectuées sur les matrices sont les sui- 
vantes. 
Transposition. La transposée 4° de la matrice À s'obtient en substituant 


à chaque ligne de la matrice À une colonne de même numéro. 
Par exemple, étant donnée une matrice carrée (3 X 3) À, 


Gi  G12 dis 
A=||a> does a23||, 


sa transposée sera 
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Multiplication par un scalaire. Le produit de multiplication de La matrice À 
par l: scalaire À est la matrice | 


May Aaye ais 
hA=|| Ace ÀAtge os 
Âazy Âge ass 


vbtenue par multiplication de chaque élément de la matrice À par la quantité À. 
Les produits ÀA et A définissent uno s2ula et même matrice, 


ÀA = Ai. 
Addition. Deux matrices À et B sont additionnables si elles ont même nom- 
bre de lignes et même nombre de colonnes. 
Par addition des matrices À et B on obtient une matrice C, 
C=A+B, 
dont les éléments 


CiR=@in bin (pour tout i, k) 


sont les sommes des éléments correspondants des matrices À et B. 
L'addition des matrices est commutative et associative, 


A+B=B+A, 
A+(B+C)=(4A+B)+C=A+LB+HEC. 
Il en est de même pour la soustraction de deux matrices, car 
A—B=—=A+(—1)B. 


En cinématique des mécanismes, les opérations d'addition des matrices et 
de leur multiplication par un scalaire s'effectuent sur des matrices colonnes. 

Multiplication matricielle. On peut multiplier deux matrices À et B si la 
première a autant de colonnes que la deuxième a de lignes. 

Si À est une matrice d'ordre (m X n) et B une matrice d'ordre (n X r), leur 
produit définit une matrice € = AB d'ordre (m X r). 

Illustrons la rèzle de multiplication de ces matrices par un schéma: 


C11 Cir ai1 din 
Ci + Er | …. Cir || = las ain X 
Cm .. Cmr Ami ... Am 
ba .. Dirk eee btr 
X : 


bn: ... bn .…. bar 


On considère les lines de la matrice À et les colonnes de la matrice B com- 
me des vecteurs #7-dimensionnels qui ont pour projections les éléments des 
lignes et des colonnes correspondantes. C'est ainsi que dans la matrice À les 
éléments de l’i-ème ligne a;,, 42, . . ., 4j, sont considérés comme les projections 
du vecteur &;. De même, la k-ième colonne de la matrice B est considérée comme 
un vecteur b, qui a comme projections bips baps + + -s bhn (FreMarquons que k est 
le second indice). 

Conformément à la règle de multiplication matricielle, l'élément c;, de la 
matrice C se trouvant à l'intersection de l’i-ème ligne et de la k-ième colonne est 
le produit scalaire c;, — «;-b, de l’i-ème ligne de la matrice À par la k-ième 
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colonne de la matrice B, 


n 
in = aida + aide +... +ainbnn= D aisbsr 


s=æ1 
Hd; 2iums A; 2;:.57r); (a) 
Au cas où m=— n — r = 3, c'est-à-dire lorsque À, B et C sont des matri- 
ces carrées (3 X 3) (tel est le cas des matrices de rotation), la formule (a) devient 
3 
CiR— > aysbsh  (, k=—1, 2, 3). 


s=1 


Citons un exemple de multiplication de deux matrices : 


3 0 2 7 3-4+0-6 3-7+0:8 12 21 

C=|]1 ‘ïi 1h qe 14-441.6 1-7+41-8||—]110 15 

5 2 5-4+2.6 5-7+2.8 32 51 
Considérons encore un cas particulier: 
c= Ab. 


On multiplie ici la matrice (m X n) À par la matrice colonne (nr X 1) b; le 
produit en est la matrice colonne (m X 1) c. 
En vertu de la règle de multiplication des matrices 


ci At --. Gin [b: 
| Ci | —= | a; es in | X Il - 
Cm Ami  --- mn bn 


l'élément c; de la matrice colonne c s’obtient par multiplication de l’i-ème 
ligne de la matrice À par la colonne b, 


n 
Ci = @j1bs + agebe +... + a;inbn = > djsbs (i=1,2,...,m). 


s=1 


Pour m = n = 3 cette formule traduit l'opération de multiplication de la 
matrice (3 X 3) À par une colonne b à trois éléments. Ce cas a lieu pendant la 
Rare matricielle des projections d’un vecteur d’après les formules 
(8.17) du $ 37. 

De façon générale, la multiplicaticn matricielle est non commutative, 


AB = BA, 
mais, par contre, elle est associative et distributive: 
(AB)C = A(BC) = ABC (associativité), 
A(B + C) = AB + AC (distributivité). 
Annexe 2 


ANALYSE CINÉMATIQUE DE See MÉCANISMES 
TRIDIMENSIO 


Solution des problèmes auxiliaires. L'objet de la présente Annexe est la 


recherche des solutions des problèmes de cinématique pour les mécanismes tridi- 
mensionnels les plus usités.! 
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Problème 1. Pour la déter- 
mination des projections du vec- 
teur unitaire p on a trois equa- 
tions simultanées 


ap = Cyy V-P—=Cs, P°=1; (1) 


on désigne ici par p° = p-p — 
— p? le carré scalaire du vec- 
teur p. 

Ecrivant ces équations sous 
forme développée 


bxPx +byPy Fb:P:=c, 
PE; +Pi+Pi= 


on voit qu'il s’agit de deux équa- 
tions linéaires et d’une equation 
quadratique par rapport aux 
projections cherchées p,, p,, Pz 
du vecteur p sur les axes du 
système de coordonnées fixe 
Ozyz. 

Un tel système d'équations admet deux solutions. 11 s'agit de rechercher 
les solutions du système (1) et d’en choisir la bonne. 

Nous allons commencer par donner l'interprétation géométrique de l'exis- 
tence de deux solutions du système d'équations (1). Le vecteur p se définit 
par son module (égal à l’unité) et par ses projections connues sur les supports des 


vecteurs & et b (c,: Va*etc,:V/ 6? sont les longueurs de ces projections). Or, il 
y a deux solutions qui satisfont à ces conditions (fig. 1): ce sont les vecteurs 
P, et p, symétriques au plan x, contenant les vecteurs a et b. 

Pour distinguer ces deux solutions, introduisons un vecteur 4 = «a X b 
perpendiculaire au plan x,. Remarquons que les projections des vecteurs p, et p: 
sur le support du vecteur À ont les signes contraires. C'est donc le signe de la 
quantité 


axPx + ayPy FAzPz = C1, 
Le 


Fig. 1 


x=p-A=pl(a X b), (3) 
c'est-à-dire 
Ô = sign x, (4) 
qui constitue le critère (égal à -E 1 ou à — 1) permettant de distinguer les deux 
solutions du système d'équations (1). 

Dans les mécanismes, le critère ô permet de distinguer les différentes con- 
figurations de montage. Ce critère interviendra naturellement dans les formules 
de calcul des solutions du système d'équations (1). 

Le système (1) sera résolu comme suit. D’abord on cherche les projections 
du vecteur À = «a X b sur les axes zx, y et z: 
Ax = 4,0, — a,b,, 
À = a.b+ FT a-b;, 
Az = a;b,, — a,b,. 
Pour 4, = À, = À. = 0 il y a impossibilité. 

Ecrivons un des trois groupes de formules servant à calculer les projections 
du vecteur p. Si A, Æ0,ona 


Px=(—B;x+6 sign 4k V Bi— AC.) : A?, \ 
Py = (AyPx+ Di) : Az, (5) 
Pz = (4:Px— Dy) : Az. | 
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Ici 
Bx= AD, — AD,, Cx = Di + Di — Af, 
tandis que dans les dernières expressions 
D, = by — ca, D, = cb; — ca. 


On déduit les deux autres groupes de formules (pcur 4, -£ 0 et À, # 0} 
par permutation cyclique des indices r, y, z dans les deux membres des formules 
(5) et des grandeurs qui y figurent. 

Les diverses grandeurs dans (1) prenant des valeurs particulières, les for- 
mules de calcul deviennent plus simples. 

Si le vecteur a = k est le vecteur unitaire de l’axe : (a, = a, = 0, a, = 1), 


alors 
Px= (dbx— 6by v @) : A?, \ 

Py= —bxPxt cib2— ce) : by= (dby+ 6bx VO)": A2, | (6) 
Pd=c4, } 


A = bi+b, d= (cs — C3 — cb,), 
Q= (1 — ci) (b5 + D5) — (ce — cb). 
Déduisons les formules (5). Récrivons les deux premières équations du systè- 
me (2) de la façon suivante: 
yPy F A2Pz = C1 — AxPxs 
byPy + b:Pz = Ce — bxPx- 
Résolvant ces deux équations par rapport aux inconnues p, et p,, nous retr- 
ouvons les expressions traduites par la deuxième et la troisième égualité des 
formules (5). Portant ces deux expressions dans la troisième équation du systè- 
me (2), l’on aboutit à l'équation quadratique 
A?p3 + 2Bxpx + Cx = 0 (7} 
dont les coefficients sont définis par les formules (5). 
La solution de l'équation (1) admet une écriture suivante: 


17 
Peer (— Bates), (8) 


ET 


où R,— + V B2— AC, et e est une variable susceptible de valeurs +1 et —1. 
La quantité x de (3) se définit par l'expression 
: x =f4ep = Axpz + AyPy"+ A:p2- 
Au lieu de p, et de p,, portons dans cette SR les expressions correspondantes 
tirées des formules (5), puis mettons (8) au lieu de p.; il vient alors 
& | 


Puisque toute grandeur algébrique s peut être mise sous la forme s = 
=|s| sign s, il est possible d'écrire (9) comme suit: 


Lx | sign x — R,e sign À.: 


1 
11 4x Il 
d'où il découle que 
e = sign x-<ign À, — Ô- sign A... (10) 


C'est ce résultat qui, après substitution dans (8), est traduit par les formules (5). 
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Problème 2. On connaît les projec- 
tions de deux vecteurs unitaires e,, et o 
appartenant à l'élément v et l’angle «, 
qu'elles forment entre elles; ce sont le 

lus souvent les vecteurs unitaires de 
‘axe de l'élément et de l'axe de l’un de 
ses couples cinématiques. On demande 
de déterminer les vecteurs unitaires 
des axes de coordonnées cartésiennes 
attachées à l'élément, la disposition 
relative de ces axes ct des vecteurs 
unitaires e, et 20 étant connue. Fig. 2 

Un exemple de résolution de ce 
problème est donné ci-dessous. | 

Les couples cinématiques de l’élément v (fig. 2) sont un couple sphérique 
guidé B et un couple sphérique C. On connaît le vecteur unitaire e, de l'axe CB 
de l'élément et le vecteur unitaire + de l'axe du tenon de guidage qui constitue 
la partie du couple B appartenant à l'élément v. 

Le système de coordonnées Cz,y,7, a Son axe x, qui se confond avec l'axe 
CB; son axe y, se situe dans le plan contenant l’axe CB et l'axe du tenon de 
guidage. L'axe z,, est perpendiculaire au plan de l'angle a, et définit le sens de sa 
mesure (de l'axe x, vers l’axe y). 

On a ici &, = e,. Cherchons les deux autres vecteurs unitaires j, et K.. 
A cet effet, décomposons le vecteur 2 suivant les axes x, et y. On a 


= 4, cos &,, + j, Sin @.. 
Résolvant cette expression par rapport au vecteur j,, on obtient 


Jy = (10 — ti, cos &,):sin &.. (11} 
Cette expression, conjointement avec l'expression 
k, = ti, X jy (iv = eus (12) 


permet de déterminer les projections des vecteurs unitaires des coordonnées j,. 
et k. en fonction des projections connues des vecteurs e, et 2w. 
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